This  is  a  digital  copy  of  a  book  that  was  preserved  for  générations  on  library  shelves  before  it  was  carefully  scanned  by  Google  as  part  of  a  project 
to  make  the  world's  books  discoverable  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 
to  copyright  or  whose  légal  copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 
are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  culture  and  knowledge  that 's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  marginalia  présent  in  the  original  volume  will  appear  in  this  file  -  a  reminder  of  this  book' s  long  journey  from  the 
publisher  to  a  library  and  finally  to  y  ou. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  hâve  taken  steps  to 
prevent  abuse  by  commercial  parties,  including  placing  technical  restrictions  on  automated  querying. 

We  also  ask  that  y  ou: 

+  Make  non-commercial  use  of  the  files  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  thèse  files  for 
Personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  from  automated  querying  Do  not  send  automated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machine 
translation,  optical  character  récognition  or  other  areas  where  access  to  a  large  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encourage  the 
use  of  public  domain  materials  for  thèse  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attribution  The  Google  "watermark"  you  see  on  each  file  is  essential  for  informing  people  about  this  project  and  helping  them  find 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  légal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  responsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  légal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countries.  Whether  a  book  is  still  in  copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can't  offer  guidance  on  whether  any  spécifie  use  of 
any  spécifie  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  means  it  can  be  used  in  any  manner 
any  where  in  the  world.  Copyright  infringement  liability  can  be  quite  severe. 

About  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organize  the  world's  information  and  to  make  it  universally  accessible  and  useful.  Google  Book  Search  helps  readers 
discover  the  world's  books  while  helping  authors  and  publishers  reach  new  audiences.  You  can  search  through  the  full  text  of  this  book  on  the  web 


at|http  :  //books  .  google  .  corn/ 


A  propos  de  ce  livre 

Ceci  est  une  copie  numérique  d'un  ouvrage  conservé  depuis  des  générations  dans  les  rayonnages  d'une  bibliothèque  avant  d'être  numérisé  avec 
précaution  par  Google  dans  le  cadre  d'un  projet  visant  à  permettre  aux  internautes  de  découvrir  l'ensemble  du  patrimoine  littéraire  mondial  en 
ligne. 

Ce  livre  étant  relativement  ancien,  il  n'est  plus  protégé  par  la  loi  sur  les  droits  d'auteur  et  appartient  à  présent  au  domaine  public.  L'expression 
"appartenir  au  domaine  public"  signifie  que  le  livre  en  question  n'a  jamais  été  soumis  aux  droits  d'auteur  ou  que  ses  droits  légaux  sont  arrivés  à 
expiration.  Les  conditions  requises  pour  qu'un  livre  tombe  dans  le  domaine  public  peuvent  varier  d'un  pays  à  l'autre.  Les  livres  libres  de  droit  sont 
autant  de  liens  avec  le  passé.  Ils  sont  les  témoins  de  la  richesse  de  notre  histoire,  de  notre  patrimoine  culturel  et  de  la  connaissance  humaine  et  sont 
trop  souvent  difficilement  accessibles  au  public. 

Les  notes  de  bas  de  page  et  autres  annotations  en  marge  du  texte  présentes  dans  le  volume  original  sont  reprises  dans  ce  fichier,  comme  un  souvenir 
du  long  chemin  parcouru  par  l'ouvrage  depuis  la  maison  d'édition  en  passant  par  la  bibliothèque  pour  finalement  se  retrouver  entre  vos  mains. 

Consignes  d'utilisation 

Google  est  fier  de  travailler  en  partenariat  avec  des  bibliothèques  à  la  numérisation  des  ouvrages  appartenant  au  domaine  public  et  de  les  rendre 
ainsi  accessibles  à  tous.  Ces  livres  sont  en  effet  la  propriété  de  tous  et  de  toutes  et  nous  sommes  tout  simplement  les  gardiens  de  ce  patrimoine. 
Il  s'agit  toutefois  d'un  projet  coûteux.  Par  conséquent  et  en  vue  de  poursuivre  la  diffusion  de  ces  ressources  inépuisables,  nous  avons  pris  les 
dispositions  nécessaires  afin  de  prévenir  les  éventuels  abus  auxquels  pourraient  se  livrer  des  sites  marchands  tiers,  notamment  en  instaurant  des 
contraintes  techniques  relatives  aux  requêtes  automatisées. 

Nous  vous  demandons  également  de: 

+  Ne  pas  utiliser  les  fichiers  à  des  fins  commerciales  Nous  avons  conçu  le  programme  Google  Recherche  de  Livres  à  l'usage  des  particuliers. 
Nous  vous  demandons  donc  d'utiliser  uniquement  ces  fichiers  à  des  fins  personnelles.  Ils  ne  sauraient  en  effet  être  employés  dans  un 
quelconque  but  commercial. 

+  Ne  pas  procéder  à  des  requêtes  automatisées  N'envoyez  aucune  requête  automatisée  quelle  qu'elle  soit  au  système  Google.  Si  vous  effectuez 
des  recherches  concernant  les  logiciels  de  traduction,  la  reconnaissance  optique  de  caractères  ou  tout  autre  domaine  nécessitant  de  disposer 
d'importantes  quantités  de  texte,  n'hésitez  pas  à  nous  contacter.  Nous  encourageons  pour  la  réalisation  de  ce  type  de  travaux  l'utilisation  des 
ouvrages  et  documents  appartenant  au  domaine  public  et  serions  heureux  de  vous  être  utile. 

+  Ne  pas  supprimer  r attribution  Le  filigrane  Google  contenu  dans  chaque  fichier  est  indispensable  pour  informer  les  internautes  de  notre  projet 
et  leur  permettre  d'accéder  à  davantage  de  documents  par  l'intermédiaire  du  Programme  Google  Recherche  de  Livres.  Ne  le  supprimez  en 
aucun  cas. 

+  Rester  dans  la  légalité  Quelle  que  soit  l'utilisation  que  vous  comptez  faire  des  fichiers,  n'oubliez  pas  qu'il  est  de  votre  responsabilité  de 
veiller  à  respecter  la  loi.  Si  un  ouvrage  appartient  au  domaine  public  américain,  n'en  déduisez  pas  pour  autant  qu'il  en  va  de  même  dans 
les  autres  pays.  La  durée  légale  des  droits  d'auteur  d'un  livre  varie  d'un  pays  à  l'autre.  Nous  ne  sommes  donc  pas  en  mesure  de  répertorier 
les  ouvrages  dont  l'utilisation  est  autorisée  et  ceux  dont  elle  ne  l'est  pas.  Ne  croyez  pas  que  le  simple  fait  d'afficher  un  livre  sur  Google 
Recherche  de  Livres  signifie  que  celui-ci  peut  être  utilisé  de  quelque  façon  que  ce  soit  dans  le  monde  entier.  La  condamnation  à  laquelle  vous 
vous  exposeriez  en  cas  de  violation  des  droits  d'auteur  peut  être  sévère. 

À  propos  du  service  Google  Recherche  de  Livres 

En  favorisant  la  recherche  et  l'accès  à  un  nombre  croissant  de  livres  disponibles  dans  de  nombreuses  langues,  dont  le  français,  Google  souhaite 
contribuer  à  promouvoir  la  diversité  culturelle  grâce  à  Google  Recherche  de  Livres.  En  effet,  le  Programme  Google  Recherche  de  Livres  permet 
aux  internautes  de  découvrir  le  patrimoine  littéraire  mondial,  tout  en  aidant  les  auteurs  et  les  éditeurs  à  élargir  leur  public.  Vous  pouvez  effectuer 


des  recherches  en  ligne  dans  le  texte  intégral  de  cet  ouvrage  à  l'adresse]  ht  tp  :  //books  .google  .  corn 


NOUVELLES  ANNALES 


MATHÉMATIQUES. 


DEUXIEME  SERIE. 
1866. 


PARIS.  -  IMPRIMERIE  DE  GAUTHIER-VILLARS, 
Rue  de  Seine-Saint-Germain,  lo,  près  l'Institut. 


NOUVELLES  ANNALES 


DE 


MATHÉMATIQUES. 

JOURNAL  DES  CANDIDATS 

AUX  ÉCOLES  POLYTECHNIQUE  ET  NORMALE, 

RÉDIGÉ 

Pab  mm.   GERONO. 

PROFESSEUR    DE    MATHÉMATIQUES, 


PROUHET, 

RÉPÉTITEUR    A    l'bGOLE    IMPÉRIALE    POLYTECHNIQUE. 


DEUXIÈME  SÉRIE. 

TOUE  CINQUIÈME. 

PUBLICATION  FONDES  EN  184S  PAR  MM.  GKRONO  BT  leRQUIM. 


PARIS, 

GAUTHIER-YILLARS,  IMPRIMEUR-LIBRAIRE 

OU    BUREAU    DBS    LONGITUDES^  DE    L* ÉCOLE    IMPÉRIALE    POLYTECHNIQUE, 

SUCCESSEUR  DE  MALLET-BACHELIER, 
Quai  des  Augustins,  n°  55. 

1866. 


NOUVELLES  ANNALES 


DE 


MATHÉMATIQUES 


INTERPRÉTATION  GÉOMÉTRIQUE 

des  coeflieieBts  des  ^ambles  dans  les  équations  des  eonrbes  et  des 
surfaces  do  second  ordre  (*)  -, 

Par  m.  h.  FAURE, 

Capitaine  d'artillerie. 


I.  Considérons  la  conique 

A„  a>  -f-  A„P'  -t-  A„7»  -4-  2  A„ a^  -+-  2  A,3  ay  4-  2  A,3  h'==^ 

rapportée  au  triangle  de  référence  ABC.  Si  l'on  désigne 
par  Cl  j  Cf  les  points  d'intersection  de  la  conique  avec  le 
côté  AB,  les  droites  cCi ,  ce,  seront  données  par  Téqua* 
tîon 

Ana»  -f-  A„p»  -f-  aA„ap  =  o, 

de  sorte  que  si  ~>  ^^  sont  les  deux  racines  de  cette  équa- 

Pi    Pi 

tien,  on  a,  en  désignant  par  a,  6,  c  les  longueurs  des 
côtés  du  triangle  ABC, 

a,  .aa Ajj Bc, .  Bcj     b^ 

p,.Pa  ~~  A,,  "~  Ac,,  Acj     a» 


C^)  Les  notations  seront  les  mêmes  {que  dans  [notre  Mémoire  *sur  jles 
coordonnées  trilinéaires  (2®  série,  t.  !ï,  p.  289). 


pais 

a,         aj /Bc,         Brj\  ^  2A„ 

P,        p,  ~~  \Ac,         ACa/  û  "*~         Au  ' 

a,       A,       \Bir,        Bci/  fc  A„ 

Ces  deux  dernières   relations  donnent,   en  les  multi- 
pliant, 

4AJ2  Ar,.Bc,        Ac^.Bci 

A11A22        Ac2«BC|        ACi.BC] 
d'où 

A11A22  Aci^A^ra.Bci.Br, 

mais  les  quatre  points  A,  c^  ^  c»,  B  donnent 
AB.TiC,  =  Aci.BiTs —  Ac2.Bri; 
on  a  donc,  en  désignant  par  c'  la  longueur  c^  c^  ^ 

4Ac,.Ac2.Br,.Bc2/ 

On  sait  que,  si  par  un  point  A  on  mène  une  droite  ar- 
bitraire AB,  rencontrant  la  conique  aux  points  c,  ,^j,  le 
rapport  du  produit  Aci.Acf  au  carré  du  demi-diamè- 
tre C  parallèle  a  la  droite  est  constant.  Désignons  ce  rap- 
port par  TT^  pour  le  point  A ,  par  tt^  ,  Tr^pour  les  deux  autres 
sommets  B  et  C»  Nous  aurons 


de  sorte  que   l'équa^tion  de   la  conique   s'écrit  sous  la 
forme 

2)fl'7r.a»  -4-  ^^ab  ap  (11^1^1,  -4-  ^^  V'  =  o. 


(7) 

Les  expressions  sous  le  signe'V  donnent  chacune  deux 

autres  termes  par  une  simple  permutation.  Les  quan- 
tités a\  b'  seraient  les  cordes  de  la  conique  déterminée^ 
par  les  côtés  a,  b  du  triangle  de  référence  ;  A,  B  les  demi- 
diamètres  parallèles  à  ces  mêmes  côtés. 

La  forme  sous  laquelle  se  présente  l'équation  de  la 
conique  permçt  d'écrire  immédiatement  Téquation  d'une 
conique  circonscrite,  conjuguée  ou  inscrite  au  triangle 
de  référence. 

Si  la  conjfjue  doit  être  circonscritCy  on  a 

Féquation  est  donc,  en  remarquant  que  a*z;=:a^  b'  s=z  &» 
cocfi        (fa'y       flSv 

— L  -I L  -^ Ll  z=:  O. 

C»  B>         A» 

Si  la  conique  est  inscrite,  on  a 

û'=:5'  =  c'=:o; 
donc  son  équation  peut  s'écrire 

V  a'TT.a»  -h  a  V<i6stpir*iri=:  o. 
Si  la  conique  est  conjuguée,  on  voit  aisément  que 

car  celte  condition  signifie  que  les  points  A,  B  sont  con- 
jugués harmoniques  par  rapport  aux  points  d'ïntersec- 
tion  Cl ,  e,  de  la  droite  AB  avec  la  conique.  En  effet,  dans 
ce  cas,  on  a 

AB.CiC2=: —  2Ac3.Bcip     AB«<?,c,=  A^i.Bcs. 

(  Géométrie  supérieure  y  p.  4^*) 


(8) 
On  a  donc 

AB   .r.ra    H- 4Ac,.  Af,.Bc,  .Bf,=r  o. 
L'équation  de  la  conique  conjuguée  est  donc 

\'ll»iraa*=:  G. 

II.  Au  moyen  d'un  calcul  analogue  au  précédent,  Té- 
quaiion  de  la  surface  du  second  ordre,  rapportée  au  té- 
traèdre de  référence  ABCD,  se  met  sous  la  forme 

Dans  cette  équation,  a,  &,  e,  d  sont  les  aires  des  faces 
opposées  aux  sommets  de  même  nom  ;  /  est  la  longueur 
de  Farête  ab'^  l' la  partie  de  cette  arête  comprise  dans  la 
surface,  et  L  le  demi-diamètre  parallèle  à  l'arête  /.  Les 
quantités  tt^^tt^,...  sont,  comme  ci-dessus,  les  rapports 
constants  que  Ton  obtient  en  divisant  le  produit  des  seg- 
ments déterminés  sur  une  droite  issue  des  points  Â  ou  6 
par  le  carré  du  demi-diamètre  parallèle  à  la  droite. 

Les  distances  d'uu  point  de  la  surface  aux  faces  respec- 
tives a,  b^Cyd  étant  désignées  par  a,  ^,  $,  7,  une  simple 
permutation  de  lettres  suffira  pour  écrire  tous  les  termes 
de  Téquation. 

Surface  circonscrite  au  tétraèdre  de  référence.  —  Si 
la  surface  du  second  ordre  passe  par  les  sommets  du  té- 
traèdre ABCD,  on  a 

ïr.  =  «4  =  TTe  :=:  7r</  =  o  i 

comme,  de  plus,  /  =  /',  Féquation  est 


(9) 
La  sphère  circonscrite  aurait  pour  équation 

Surface  tangente  aux  arêtes  du  tétraèdre  de  réfé" 
rence.  —  Si  la  surface  touche  les  arêtes  du  tétraèdre, 
les  cordes  ^  sont  nulles  ;  Téquation  est  donc 

y  a^TtaOt,^  H-  2  y  fl^  g .  Ptt j ir^  =  o. 

Surface  conjuguée  au  tétraèdre.  —  Cette  équation  est 
évidemment 

Remarque.  —  On  peut  également  donner  une  inter- 
prétation géométrique  aux  coefficients  d'une  courbe  ou 
d'une  surface  du  second  ordre,  en  supposant  que  les  va- 
riables soient  les  distances  des  sommets  du  triangle  de 
référence  à  une  tangente,  ou  les  distances  des  sommets  du 
tétraèdre  de  référence  à  un  plan  tangent. 

in.  Désignons  par  r,  r'  les  points  d'intersection  d'une 
transversale  issue  d'un  point  R  avec  une  courbe  ou  sur- 
face du  second  ordre,  par  p  le  demi-diamètre  parallèle  à 

la  droite,  nous  dirons  que  le  rapport  — '- —  =  tt,.  est  la 

caractéristique  du  point  R.  Cette  caractéristique  est  po- 
sitive pour  un  point  situé  en  dehors  de  la  courbe  ou  de  la 
surface,  négative  dans  le  cas  contraire. 

Si  l'on  désigne  par  d  la  distance  du  point  R,  et  par  d' 
la  distance  du  centre  à  la  polaire  ou  au  plan  polaire  du 
point. R,  on  a  aussi 

_       $ 


(    lO   ) 

L'interprétatiou  analytique  de  la  caractéristique  d'un 
point  est  très-facile.  Soit  F  =  o  l'équation  d'une  courbe 
du  second  ordre  5  représentons  par  A  =  o  la  condition 
qui  exprime  que  la  courbe  se  réduit  au  système  de  deux 
droites,  et  par  P  c=  o  la  condition  qui  exprime  que  le 
centra  de  la  courbe  e^t  a  l'infini,  on  aura 

7r,=:  — F-> 
A 

les  variables,  dans  la  fonction  F,  étant  remplacées  par 
les  coordonnées  du  point  R. 

Si  F  est  une  surface  du  second  ordre,  A  =  o  est  la  con- 
dition qui  exprime  que  la  surface  représente  un  cône, 
P  ==  o  est  toujours  la  condition  qui  indique  que  le  centre 
est  à  Pinfini. 


»lMONSTRiTI«N  NOUVELLE  D'UN  THÉORÈNE  DE  GAUSS 
RELATIF  Alix  SÉRIES; 

Par  m.  EuGiwE  ROUCHÉ. 


Une  série  à  termes  positifs  est  convergente,  lorsque^le 
rapport 


Un 


d'un  terme  au  précédent  reste,  à  partir  d'uu  certain 
rang,  inférieur  à  un  nombre  fixe  moindre  que  l'unité; 
elle  est  divergente  si  ce  rapport  reste,  à  partir  d*un 
•certain  rang,  supérieur  k  l'unité.  Mais  on  ne  peut  rien 
affirmer  lorsque  le  rapport  considéré,  ayant  l'unité  pour 
limite,  ne  finit  pas  par  rester  toujours  au-dessus  de  sa 
limite. 


(  II  ) 

Gaas6  a  donné  pour  lever  oe  doule  une  règle  irè»* 
simple,  relative  au  cas  où  le  rapport 


s'exprime  par  ime  fraction  rationnelle  de  /i.  Ce  ca«, 
très-fréquent  dans  la  pratique,  n'est  pas  si  particulier 
qu'on  le  croirait  à  première  vue,  si  l'on  oubliait  de  re- 
marquer qu'il  n'est  nullement  question  ici  des  valeurs 
de  Un  et  de  Mb+i,  mais  seulement  de  leur  rapport. 

Puisque  ce  rapport  a,  par  hypothèse,  l'unité  pour  li- 
mite, le  numérateur  et  le  dénominateur  de  la  fraction 
rationnelle  qui  Texprime  doivent  être  des  polynômes 
ayant  même  degré  et  même  premier  terme^  et  dès  lors, 
en  divisant  haut  et  bas  par  le  coefficient  de.  ee  premier 
terme,  on  Yoit  que  le  rapport  considéré  doit  être  de  la 
forme 

u^x  _  n^4-  g/g^'~'  -h  hn^^^  -4- . . . 

\  étant  entier  et  positif. 

Cela  posé,  voici  à  quoi  &e  réduit,  en  dermère  analyse, 
le  théorème  de  Gauss  : 

Four  quune  série  U,  telle  que  le  rapport  d^an  terme 
au  précédent  a  la  forme  (i),  soit  convergente^  il  faut  et 
H  sujit  que  la  différence  Â  **->  a  soit  plus  grande  que 
l'unité. 

En  raison  de  ^a  simplicité  et  de  son  utilité  pratique, 
celte  r^le  devrait  figurer  dans  les  Éléments.  Mais  la 
démonstration  de  Gauss,  bien  qu  elle  ne  repose  que  sur 
des  principes  faciles  (voyez  le  Traité  de  Calcul  diffe^ 
rentiel  de  M.  Bertrand),  offre  une  certaine  longueur  qui 
explique  peut«être  pourquoi  ce  théorème  n'est  pas  plus 


(  ,2  )    . 

répandu.  Voici  une  démonslration  très-simple  que  quel- 
ques collègues  m'ont  engagé  à  publier. 

I. 

Commençons  par  établir  un  lemme,  qui  n^est  au  fond 
qu'un  cas  particulier  du  théorème  général  : 

p  étant  un  nombre  fixe,  entier  et  positif ,  la  série\j 
telle,  que  le  rapport  d^un  terme  au  précédent  s'exprime 
par  la  formule 

est  convergente  lorsque  x  est  positif,  et  dii^ergente  lors- 
que X  est  nul  ou  négatif 

En  effet  : 

D'abord,  pour  a:==o,  la  série,  ne  différant  pas  de  la 
série  harmonique,  est  divergente 

Supposons  donc  x  différent  de  zéro.  La  relation  (2) 
donne 

En  changeant  successivement  n  en  n  —  i,  n  —  2,...,  p, 
ajoutant  et  désignant  par  S„  la  somme 

on  trouve 

X.Sn=—  (wH-l-r-/7)P„+„ 

OU,  en  exprimant  v'n+i  en  fonction  de  i^p  à  Taide  de  la 

relation  (2),  ' 

_  ,  .       (— a:)(i  — arj(2— -j:)...(/ï — p — x) 

;r.S„  =  —  (n-^i'-p)Vp^ L^ f^ ,  ,      , -i- 

^  '^^  ^  I.2.3...(/f  — /> -f-i) 

d'où 

S„=P,(,-~x)(.-f)...(,--^). 

Or,  à  mesure  que  n  croit  de  plus  en  plus,  cette  somme 


(13) 

teod  évidemment  vers  zéro  lorsque  x  est  positif  et  ctoit 
f    indéfiniment  lorsque  x  est  négatif.  Donc,  etc. 

n. 

Gela  posé,  pour  démontrer  la  règle  de  Gauss,  il  nous 
suffira  de  comparer  les  séries  U  et  Y,  à  Taide  de  ce  théo- 
rème bien  connu  : 

^  Si  une  série  V  est  convergente  et  quon  ait,  à  partir 
d'un  certain  rang, 

la  série  U  sera  convergente-^  et  si,  la  série  Y  étant  di- 
vergente, on  a,  à  partir  d'un  certain  rang, 

—  ;>  —  5 

la  série  U  sera  divergente* 
Considérons  donc  le  rapport 

__    /i^"*"*  -h  {a  —p-^  i)/i^-h  [b  —  pa  -4-fl)/i^""'  -h.  .. 
ou 

—        (A— a  — 1  — j?)/?^-T-[B  — 6— gH-Aj:-~/?(A— g)/i]^~'- 
Désignons  la  dernière  fraction  par  R  et  distinguons 
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troi»  cas,  suiTant  que  la  qoaniîte 

A  —  a  —  I 

est  positive,  négative  ou  nulle. 

Dans  le  premier  cas,  laissons  arbitraire  le  nombre  en- 
tier et  positif />,  et  prenons  pour  jr  un  nocibre  pontifia- 
fôrîeur  à 

A  —  a  —  I. 

A  partir  d'une  certaine  valeur  de  w,  on  aura  alors  évi- 
demment R^-o,  le  rapport  (3)  sera  donc  moindre  que  i; 
et  comme,  x  étant  positif,  la  série  V  est  convergente,  la 
série  U  le  sera  aussi. 

Dans  le  second  cas,  laissons  encore  p  arbitraire  et  pre- 
nons X  égal  à  zéro.  A  partir  d'une  certaine  valeur  de  /ï, 
on  aura  alors  R<[  o;  le  rapport  (3)  sera  donc  plus  grand 
que  I  ;  et  comme,  x  étant  nul,  la  série  V  est  divergente, 
la  série  U  le  sera  aussi. 

Enfin,  dans  le  dernier  cas,  prenons  x  égal  à  zéro,  nou 
aurons 


R  = 


/i^- 


Si  donc  nous  prenons  pour  p  un  nombre  entier  et  posî 
tif  supérieur  à 

B  —  6  —  «, 

nous  aurons,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  «,  R<^o 
le  rapport  (3)  sera  donc  supérieur  à  i  ^  et  comme,  x  étan 
nul 9  la  série  V  est  divergent^,  la  série  U  le  sera  aussi. 
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PLANS  TilNGENTS  COHNDNS  A  DEUX  CONES  DE  RÉVOLUTION 
AY4NT  MÊME  SOMHBT; 

Pak  m.  a.  godart. 


On  trouve  dans  Hachette  une  solution  de  ce  problème, 
généralement  reproduite  dans  les  Traités  de  Géométrie 
descriptive.  Nous  en  proposons  une  nouvelle  cpi  conduit 
à  un  tracé  plus  simple. 

Prenons  pour  plan  horizontal  le  plan  qui  contient  les 


X 


X 


/ 


Xi 


^^^ 


'A 


axes  des  deux  cônes  et  qui  coupe  le  premier  suivant  les 
génératrices  SA,  SB,  et  le  second  suivant  les  génératrices 
se,  SD. 
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Décrivons  du  point  S  comme  centre  une  circonférence 
de  rayon  arbitraire  a^yâ. 

Les  deux  lignes  ay,  ^â  se  coupent  en  un  point  T  qui 
appartient  à  la  trace  horizontale  d'un  couple  de  plans 
tangents  communs.  La  ligne  STi  qui  passe  par  le  point 
de  rencontre  des  lignes  y|3,  da  est  la  trace  horizontale  du 
second  couple  de  plans  tangents  communs. 

Pour  le  démontrer,  imaginons  la  sphère  inscrite  dans 
le  cône  ÂSB,  qui  touche  la  génératrice  SA  en  a,  et  la  gé- 
nératrice SR  en  p. 

Concevons  de  même  la  sphère  inscrite  dans  le  cône 
CSD  qui  touche  la  génératrice  SG  en  y  et  la  génératrice  SD 
en  $. 

Un  plan  tangent  commun  aux  deux  cônes  est  paie- 
ment tangent  à  chacune  de  ces  sphères,  et  contient  par 
conséquent  le  sommet  d'un  cône  qui  serait  circonscrit  à 
la  fois  à  ces  deux  sphères. 

Mais  ce  sommet  est  un  centre  de  similitude  de  ces  deux 
sphères,  ou  bien  le  centre  de  similitude  de  leurs  deux 
cercles  d'intersection  avec  le  plan  horizontal. 

Remarquons  maintenant  que  la  circonférence  (S)  est 
orthogonale  aux  deux  cercles  dont  nous  venons  de  parler. 
Et  Ton  sait  que  si  Ton  mené  un  cercle  orthogonal  à  la 
fois  à  deux  cercles,  les  lignes  qui  joignent  les  points  d'in- 
tersection deux  à  deux  passent  par  les  centres  de  simili- 
tude (*).  Donc  le  point  T,  centre  de  similitude  interne 
des  deux  sphères  considérées,  appartient  à  un  couple  de 
plans  tangents  communs  aux  deux  cônes.  Le  point  T| , 
centre  de  similitude  externe,  appartient  aux  deux  autres 
plans  tangents  communs. 

(*)  PoNCBLET,  Applications  d'Analyse  et  de  Géométrie,  t.  I. 
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KOTE  SUR  LE  NOMBRE  DES  GONIOUiS  QI!I  TOUCHENT  EN 
CINQ  POINTS  UNE  COURBE  DU  CINQUIÈME  DEGRÉ; 

Par  m.   Théodore  BERNER, 
Docteur  en  Philosophie  à  Berlin. 


J'avais  imaginé,  il  y  a  quelque  temps,  une  méthode 
inductive  pour  évaluer  le  nombre  des  coniques  qui  satis- 
font à  cinq  conditions  données;  et  comme  je  suis  par- 
venu, sans  avoir  connaissance  des  belles  recherches  de 
M.  Chasles,  à  des  résultats  conformes  à  ceux  qui  sont  in- 
diqués par  ce  grand  géomètre  dans  les  Comptes  rendus^ 
je  veux  exposer  en  peu  de  mots  les  principes  de  cette 
méthode. 

J'ai  montré  (*)  qu'étant  donnée  une  courbe  quelcon- 
que A  du  ^^'*"*^  degré,  on  peut  toujours  supposer  qu'elle 
soit  infiniment  voisine  à  n  droites  quelconques  D,  sans 
nuire  h  sa  généralité,  c'est-à-dire  qu'on  peut  prendre 
la  courbe  telle,  qu'elle  soit  infiniment  prête  à  être  ré- 
duite à  n  droites  D.  J'ai  montré  de  plus  que  cette  courbe  A 
peut  être  considérée  comme  ligne  droite  dans  toute  Té- 
tendue  d'une  dos  droites  D,  excepté  les  points  d'inter- 
section avec  les  autres  droites.  Mais,  dans  tous  ces  points 
que  je  veux  appeler  points  doubles^  la  courbe  A  se  con- 
fond avec  des  hyperboles  (réelles  ou  imaginaires). 

Une  courbe  quelconque  B,  touchant  une  des  droites  D, 
doit  être  considérée  comme  touchant  la  courbe  A.  Une 
courbe  B,  passant  par  un  point  double  des  droites  D,  re- 


{*)  De  transformatione  secundi  ordinis,  etc,  «  Sur  la  transformation  géo- 
métrique du  second  ordre,  »  §  8.  Berlin,  Cnlvary  etC". 

Aniu  de  Maihémat.,  2«  série,  t.  V.  (Janyier  iS66.)  2 
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présente  deux  courbes  touchant  la  courbe  A  dans  les  deux 
branches  hyperboliques.  Si  la  courbe  B  passe  par  deux 
points  doubles,  elle  représente  quatre  courbes  dont  cha- 
cune touche  deux  fois  la  courbe  A,  et  ainsi  de  suite.  Si  la 
courbe  B  passe  par  n  points  doubles,  on  peut  la  considé- 
rer comme  étant  composée  de  2"  courbes  coïncidantes  qui 
deviendront  distinctes  en  faisant  disparaître  les  points  dou- 
bles et  y  substituant  les  hyperboles  infiniment  voisines. 

J'ai  indiqué  dans  le  Mémoire  cité  de  quelle  manière 
on  peut,  employer  ces  remarques  à  une  grande  partie  des 
questions  traitées  récemment  par  M.  Chasles.  Dans  tous 
les  cas  où  la  conique  passe  par  des  points  donnés  ott 
touche  des  courbes  données  une  seule  fois  chacune,  nii 
méthode  n'offre  pas  de  difficultés  et  les  résultats  sont  éti 
parfaite  harmonie  avec  ceux  de  M.  Chasles.  Au  conti^il^, 
si  les  conditions  sont  telles,  qu'une  seule  des  cotirbes 
données  doit  être  touchée  par  la  conique  dans  plusieurs 
points^  la  méthode  de  M.  Chasles  n'est  guère  appli- 
cable!*), et  je  ne  peux  trouver  par  la  mienne  qu'une  li- 
mite inférieure  du  nombre  cherché.  Aussi,  en  traitant 
des  coniques  touchant  en  cinq  points  une  courbe  du  cin- 
quième ordre,  je  me  propose  seulement  d'établir  que  le 
nombre  des  solutions  données  autrefois  par  M.  de  Jon- 
quières  dans  ce  journal  (t.  III,  p.  22a)  est  trop  petit.  Je 
n'énumérerai  que  les  coniques  dont  l'existence  n'est  pas 
douteuse. 

Supposez  la  courbe  du  cinquième  degré  dissolue  en  cinq 
droites.  Cinq  droites  forment  12  pentagones  simples.  On 
peut  circonscrire  à  chacun  d'eux  une  conique  qui,  passant 
par  cinq  points  doubles,  doit  être  comptée  2*  fois. 


(*)  Elle  est  applicable  avec  quelques  modifications.  (Vo/r,  sur  les  con- 
ditions multiples,  Comptes  i-en<luj  :  Chasles,  22  août  i864;  CnKMoaA,  7  no- 
vembre 1864,  et  tout  récemment  Zbuthen,  77  janviefiSGô.)  P. 
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Ainsi  Ton  a 

I ,  I  a .  2^  coniqueft  touchant  la  courbe  dans  cinq  points. 
Otez  une  des  cinq  droites  :  cela.se  peut  de  5  manières 
différentes.  Les  quatre  droites  qui  tous  restent  consti- 
tu«m  3  quadrilatères  simples.  On  peut  circonscrire  à 
chacun  éCexxx  deux  coniques  qui  touchent  la  droite  sup- 
primée» Ces  coniques,  passant  par  quatre  points  doubles, 
doivent  être  comptées  2^  fois. 

On  aura  donô 

5.3.2.2*  coniques. 

Maintenant  ôtez  deux  droites  :  cela  est  possible  de  lo 
manières  différentes.  Les  trois  droites  qui  restent  consti- 
laent  un  triangle  auquel  on  peut  circonscrire  quatre  co- 
niques touchant  les  deux  droites  réservées.  Chacune  de  ces 
coniques,  passant  par  trois  points,  sera  comptée  2«  fois. 

Il  en  résulte 

— ^  .4» 2*  coniques. 

En  ôtant  trois  ou  quatre  droites,  il  ne  reste  aucun  po- 
lygone raisonnable  ;  mais  à  toutes  les  droites  on  peut  in- 
scrire une  seule  conique.  En  ajoutant  tous  les  nombres 
trouvés,  il  vient 

5  i 
i.i2.2*-f-5.3.2.2<-h— ?^  .1,1^-^  I  1=1185» 
1.2   ^ 

Ce  nombre  étant  trouvé  d'une  manière  géométrique^ 

on  peut  le  considérer  comme  limite  inférieure  du  nombre 

cherché.  M:  de  Jonquièresne  trouve  que  11 35  coniques. 

Aussi  la  formule  dont  il  déduit  ce  résultat  ne  saurait  être 

juste  (*). 

Fhte  du  Rédacteur,  —  La  méthode  qui  précède  a  déjà  été  employée  par 

(*)  Cette  formule,  obtenue  au  moyen  du  procédé  indiqué  par  M.  Berner, 
présefite  effectivement  tine  faute  dans  le  dernier  coefficient  qui  devrait 
être  +•  i5  au  lieu  de  —  35»  Cette  faute  a  été  corrigée  dans IVrra/a  du  der- 
nier volume.  P. 


) 


plusieurs  géomètres  pour  trouver  le  nombre  des  solutions  de  certains  pro- 
blèmes. Malheureusement  elle  ne  donne  qu'une  limite  inférieure  du 
nombre  cbercbé  et  n'offre  absolument  aucun  moyen  de  reconnaître  si  le 
nombre  trouve  est  exact  ou  trop  petit.  M.  Chasles  ne  procède  point  ainsi: 
au  lieu  de  demander  à  un  cas  très-particulier  la  solution  d'un  problème 
très-général,  il  remplace  les  conditions  géométriques  du  problème  par 
d'autres  équivalentes,  mais  plus  simples,  et  par  une  suite  de  réductions 
arrive  aux  problèmes  les  plus  élémentaires.  Tout  l'intérêt  de  son  travail 
est  dans  cette  marche  rigoureuse,  neuve  et  féconde.  Car  il  importe  peu 
au  fond  qu'il  y  ait  326/|  coniques  tangentes  à  5  coniques  données  ou 
qu'il  y  en  ait  7776;  mais  il  importe  beaucoup,  comme  le  dit  Leibniz,  de 
perfectionner  l'art  d'inventer  et  de  trouver  par  raison  tout  ce  qui  se  peut 
trouver  par  raison. 

L'admirable  méthode  de  M.  Chasles  et  ses  travaux  antérieurs  lui  ont 
valu  une  distinction  très-rare.  La  Société  Royale  de  Londres  lui  a  décerné 
la  médaille  de  Gopley.  Nous  publierons  des  extraits  du  Rapport  du  gé- 
néral Sabine,  président  de  la  Société  Royale.  P. 


CORRESPONDANCE. 


M.  Y.,  de  Bruxelles,  nous  écrit  au  sujet  d'un  concours 
qui  a  eu  lieu  en  Belgique,  et  dont  nous  avons  parlé  dans 
notre  dernier  volume.  Nous  n'insérons  pas  cette  commu* 
nicalion,  •  parce  que  son  auteur  ne  nous  fait  connaître 
ni  son  nom,  ni  son  adresse.  Quand  nous  admettons  un 
article  sans  signature,  nous  en  prenons  pour  ainsi  dire 
la  responsabilité  devant  nos  lecteurs  :  il  est  donc  bien 
j  uste  que  nous  sachions  à  qui  nous  avons  affaire.      P. 
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CONCOURS  D'ADMISSION 
A  L'ÉCOLE  IMPÉRIALE  POLYTECHNIQUE  EN  186S. 


COxMPOSITION  MATHÉMATIQUE, 
Par  m.  Paul  MOËSSARD. 

On  donne  dans  un  plan  une  parabole.  On  considère 
une  circonférence  passant  par  le  foyer  de  cette  para- 
bole •  On  propose  d^ indiquer  le'S  régions  du  plan  ou 
doit  se  trou\fer  le  centre  de  la  circonférence  pour  que 
cette  courbe  ait  succès sii^ement  as^ec  cette  parabole  quatre 
points  réels  communs^  quatre  points  imaginaires  corn- 
munSy  deux  points  réels  et  deux  points  imaginaires 
communs.  On  étudiera  la  forme  et  les  propriétés  de  la 
courbe  qui  sépare  les  deux  premières  régions  de  la  troi- 
sième. 

Je  prends  pour  origine  des  coordonnées  le  foyer  de  la 
parabole  fixe  ^  pour  axe  des  x  Taxe  de  cette  parabole,  et 
pour  axe  des j^  une  perpendiculaire  élevée  au  foyer. 

Soit  2p  le  paramètre  de  la  parabole;  son  équation 
sera 


j'^2p  ra:-h  -)  =0. 


L'équation  d'un  cercle  ayant  pour  centre  le  point  dont 
les  coordonnées  sont  a  et  6,  et  passant  à  l'origine,  est 
jj»  -f.  ^2  —  2  a.r  —  2bf  =  o. 

L'équation  générale  des  coniques  passant  par  Tinter- 
section  des  deux  courbes  est  donc 


af '  H-  /'  —  2  flJF  • 


>^bf-h'k\x^  —  2p(x-^^\  I  =  o , 


(aa) 
OU  bien 

x^-f- j»(i  -4-X)  —  2(fl  4-/?À)x  —  iiby—p*\=zo. 

Je  Tais  exprimer  que  cette  équation  représente  un 
système  de  deux  droites  qui  seront  alors  les  sécantes  com- 
munes aux  deux  courbes.  Pour  cela  j'exprime  que  le 
centre  de  cette  conique  est  sur  la  courbe.  J'écris  les  équa- 
tions du  centre,  et  ce  que  devient  l'équation  de  la  co- 
nique quand  on  tient  compte  des  équations  du  centre  ;  j'ai 
ainsi 

jr—  a  —  /?X  =  o, 

x(a  -h  pVj-^  bx'^'kp^=zo. 

Il  faut  éliminer  x  eiy  entre  ces  équations^  en  rem- 
plaçant X  eijr  par  leurs  valeurs  dans  la  troisième,  j'ai 

{a-hpiyii  ■+->)  H-  b'-^lp^i  -h\)  =o, 

équation  dont  les  trois  racines  me  donneront  des  sys- 
tèmes de  sécantes  communes. 

Cherchons  la  condition  pour  que  les  racines  de  cette 
équation  soient  toutes  trois  réelles. 

Je  l'ordonne  : 

Je  fais  maintenant  disparaître  le  terme  en  X*.  Pour 

cela  je  diminue  toutes  les  racines  de  cette  équatton  du 

tiers  de  la  somme  de  ses  racines,  c'est-à-dire  de  la  quan- 

'11          2 17(0 -h  fl)              2(1? -h  a) 
iite  toujours  réelle Ç  ^ — -  ou ^~ i. 

Je  remplace  donc  "k  par  fi —^ •     ^ 

Soit/{X)  =  o  la  première  équation.  J'y  fais  X  =  jt/  -+- A, 


(a3) 

et  j'ai 

/(^  +  A)  =/(A)  +  p./- (  A)  +  J»'-^  +  t»"^- 
Je  calcule  ces  différents  coefficients  : 

i^p  Qp  Zp 

—  2  (^  H-  g)'»  -f-  27/?  (g'  -f-  b^) 

""  27/? 

et 

L'équation  en  p.  sera  donc 

6  27/7 

Formons  la  condition  de  réalité  des  racines  de  cette 
équation  ;  c'est 

^ip-^^y  .,         [^(f^H-g)»~27/.(g»  +  &0y 

ou 
.      —  4  (;?  -f-  a)«  -h  [2  (/?  -t-  fl)»  —  n'jp  (a^  -4-  6»)p  < o, 

ou  bien  encore 

[4  (p  H-  aY  —  27/?  («»  -I-  b')]['-  27/?  (a»  4-  6»).] < o. 

Le  second  facteur  est  toujours  négatif  (*);  donc  la 


C*)  Plusieurs  élèyes  ont  remarqué  qu'en  égalant  ce  facteur  à  zéro,  on 
obtient  le  foyer  qui  peut  être  considéré  comme  faisant  en  quelque  sorte 
partie  du  lieu*,  en  regardant  ce  point  comme  un  cercle  de  rayon  nul  et 
doublement  tangent  à  la  parabole.  Mais  la  suppression  de  ce  facteur  com- 
mun ne  peut  avoir  ici  «ueuBe  impottance.  F. 


(M) 

condition  se  réduit  à 

(i)  4(/^ -*-^)'— 27/?{«'-i-^»)>o. 

Si  l'on  avait 

la  parabole  et  le  cercle  seraient  tangents,  puisque,  Téqua^ 
tion  en  1  ayant  deux  racines  égales,  deux  des  systèmes  de 
sécantes  communes  se  réduiraient  à  un  seul.  Si  donc  nous 
construisons  la  courbe 

4  (y^  4.^)3  __  27/3(0:»  4-7^)  rrr  O, 

elle  séparera  les  deux  régions  du  plan  où  doit  se  trouver 
le  centre  pour  que  les  racines  de  T équation  en  X  soient 
toutes  réelles,  ou  qu'il  n'y  en  ait  qu'une  de  réelle. 
Je  résous  l'équation  par  rapport  kj^: 

_^^(P'^^y — 27y?x*       4^ —  i5px^ -(- i2p^x  ^  ^p* 

Cherchons  à  décomposer  le  numérateur  en  faoteurs  du 
premier  degré,  si  faire  se  peut. 

Si  j'égale  à  zéro  la  dérivée  de  ce  numérateur^ 

ix^  —  5px  -4-  2/?'  =  o, 

les  racines  de  cette  équation  sont  2^  et  -• 

Or,  np  annule  le  numérateur  de  la  valeur  de  j**;  donc 
X —  2p  est  facteur  double  de  ce  numérateur,  et,  en  effec- 
tuant la  division,  on  trouve  comme  troisième  facteur 
4x-+'p. 

Donc 

Ux^p)(x^:tpY 

27/? 
Cette  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  l'axe  des  x« 
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Pour  X  inféneur  à  —  7»  j'  est  négatif  et  j  imagi- 

naîre  5  pour  x  = — j,  jr= o,  et  en  ce  point  (C)  la  tangente 
est  parallèle  à  Taxe  deçy. 

j  augmente  ,  et,  pour  x  =  o,  y*  =  —  p',  et  comme 

27 

2OA 
OA  =p^  je  pose  OB  =  z-j=  • 

Puis,  pour  x=  2p^  y  =  o^  et  la  courbe  a  un  point 
double  5  soit  OD  =  2^. 
Les  (coefficients  angulaires  des)  tangentes  en  ce  point 

jsont 

Y 

rfcHm — pour     x  =  2p. 

C  est-à-dire  i"/^* 

Puis,  x  devenant  infini, y  devient  aussi  infini. 

Comme,  dans  Tëquation  (de  la  courbe),  les  termes  du 
pltis  haut  d^ré  se  réduisent  à  x*,  les  branches  infinies 
tendent  à  devenir  parallèles  à  Taxe  des  ;^^  Du  reste,  leuj'à 
asymptotes  sont  transportées  à  Tinfini  *,  ce  sont  des 
branches  paraboliques. 

Voyons  maintenant  quelles  sont  les  propriétés  de  cette 
courbe  et  des  régions  qu'elle  sépare. 

Nous  savons  que  quand  le  centre  du  cercle  sera  sur 
cette  courbe,  le  cercle  sera  tangent  à  la  parabole.  Pour 
le  point  C,  il  est  manifeste  que  le  cercle  n'aura  avec  la 
courbe  qiie  deux  points  d'intersection  réunis  en  un 
seul;  donc  tous  les  autres  points  des  branches  CD  de  la 
courbe  seront  centres  de  cercles  tangents  à  la  parabole  et 
ne  la  coupant  pas  d'ailleurs.  En  D  le  cercle  sera  bitangent 
à  la  parabole,  et,  pour  tous  les  autres  points  des  branches 
infinies  partant  du  point  D,  les  cercles  seront  tangents 
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à  la  parabole  et  la  couperont  en  deux  autres  points  dis- 
tincts. 

Les  points  de  cette  courbe  sont  donc  tels,  que  la  lon- 
gueur d'une  normale  menée  de  Fun  d'eux  à  la  parabole  est 
égale  à  la  distance  de  ce  point  au  foyer^  et  en  appdatit  la 
longueur  de  cette  normale  la  distance  du  point  à  la  para- 
bole, cette  courbe  est  le  lieu  des  points  également  distants 
d'une  parabole  et  de  son  foyer. 

Voyons  maintenant  pour  quelles  parties  du  plan  les 
racines  de  Téquation  en  X  seront  réelles  toutes  trois. 

Pour  le  point  O,  x  =  o,  j^  =  o,  la  condition  (i)  est  sa- 
tinai te;  donc,  pour  ce  point  et  pour  tous  ceux  qui  sont 
dans  la  région  hachée,  les  trois  racines  de  l'équation  en  A 
sont  réelles.  Pour  tous  les  points  du  plan  compris  dans 
cette  région,  les  cercles  auront  donc  quatre  points  réels 
ou  quatre  points  imaginaires  communs  avec  la  courbe,  et 
pour  tous  les  points  situés  en  dehors,  les  cercles  auront 
seulement  deux  points  réels  communs  avec  la  parabole. 

Distinguons  maintexLant  les  parties  de  cette  région  qui 
correspondent  à  quatre  points  réels  ou  à  quatre  points 
imaginaires  communs.  Pour  le  point  O,  le  cercle  en  ques- 
tion n'a  aucun  point  réel  commun  avec  la  parab^^e  \  il  eo 


est  donc  de  même  pour  tous  les  points  cpmpris  dans^  la 
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botelè  CD.  Ali  xuAUrtire^  ks  panais  compris  cntl«  kss 
deux  brailcbcB  infinies  dotitieront  des  cercles  ayant  quatre 
points  réels  commuiis  «vec  la  parabole. 

DoB^^  en  résutné  : 

t®  Pour  les  points  compris  dans  la  boacle  Q),  les 
cercles  ne  rencontreront  pas  la  parabole. 

2®  Pour  les  points  situés  sur  la  boucle  même,  les  cer- 
cles seront  tangents  et  ne  la  couperont  pas  autrement. 

3^  Pour  tous,  les  points  compris  dans  l'espace  laissé 
en  blanc,  les  cercles  ne  rencontreront  la  parabole  qu'en 
deux  points. 

4*^  Pour  les  points  situés  sur  les  branches  de  courbe  ED, 
DG,  les  cercles  seront  tangents  à  la  parabole  et  la  cou- 
peront en  deux  autres  points. 

5®  Enfin,  pour  les  points  compris  entre  ces  deux  bran- 
ches, dans  l'angle  curviligne  EDG,  les  cercles  couperont 
les  paraboles  en  quatre  points. 

Note  du  Rédacteur,  —  Cette  copie  a  mérité  la  note  ig.  Plusieurs  autres 
élèves,  saDS  .avoir  aussi  bien  fait  dans  l^ensemble,  ont  noté  plusieurs 
choses  dignes  de  rem^que.  Quelques-uns  ont  employé  les  coordonnées 
polaires,  qui  conduisaient  plus  immédiatciment  à  une  équation  simplç. 
Qikaht  auk  pré^riétéè  dé  la  cou^,  partie  vague  eft  mal  limitée  de  là 
question»  on  «n  trouvera  quelques- a  ti«s  dans  le  travail  suivatit.        P. 


PMPRliTÉS  m  LA  OMUUffi  PRÉClîMNTE; 

Par  mm.  BARBIER  et  LUCAS, 

Astronomes  de  l'Observatoire  de  Paris  C^). 


1 .  La  perpendiculaire  NP  au  milieu  du  rayon  vecteur 
de  la  parabole  touche  la  courbe  au  point  P  ;  en  effets 


{*)  Nous  supprimons  les  deux  premières  parties  de  ce  travail  qui  font 
àtunhh  emploi  «ivèe  Tartiete  ^précédent. 
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dans  le  mouvement  de  l'angle  droit  FNP,  le  centre  instan- 
tané de  rotation  est  le  point  O,  intersection  de  là  per- 
pendiculaire FO  élevée  sur  FM,  et  de  la  normale  NO  au 
lieu  du  point  N  ;  la  similitude  évidente  des  lieux  du  point 
N  et  du  point  M  fait  voir  que  NO  est  parallèle  à  MP5 


FO  est  égal  à  NP,  OP  est  perpendiculaire  sur  NP,  donc 
le  point  P  est  le  point  où  NP  touche  son  enveloppe. 

La  parabole  6N  est  donc  la  podaire  de  la  courbe,  le 
pôle  étant  au  foyer;  la  podaire  de  la  parabole  est  sa  tan- 
gente au  sommet;  on  peut  donc  dire  que  la  podaire  de  la 
podaire  de  la  courbe  est  une  ligne  droite. 

2.  Le  rayon  de  lumière  FP  se  réfléchirait  sur  la  courbe 
dans  la  direction  MP  prolongée,  c'est-à-dire  dans  la  di- 
rection de  la  normale  à  la  parabole  au  point  N  ;  il  résulte 
de  cette  remarque  que  la  caustique  par  réflexion  de  la 
courbe  est  la  développée  de  la  parabole.  Le  point  lumi- 
neux est  au  foyer  de  la  parabole. 

3.  L'ordonnée  NI  et  la  droite  NP  sont  également  incli- 
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ûées  sur  la  normale  JNO  à  la  parabole  BN.  Il  résulte  de 
là  que  la  courbe  est  la  caustique  par  réflexion  de  la  para* 
bole  BN  pour  des  rayons  incidents  perpendiculaires  à  Vsixe 
de  la  parabole. 

Cette  courbe  est  étudiée  à  ce  titre  dans  Yjénaljse  des 
infiniment  petits  du  marquis  de  THôpital. 

4.  Le  point  O  est  le  milieu  du  rayon  de  courbure  de  la 
parabole  BN  au  point  N. 

Cette  proposition  n'est  qu'un  cas  particulier  d'une  pro- 
position connue  :  Si  une  courbe  réfléchit  des  rayons  pa- 
rallèles, la  projection  du  milieu  du  rayon  de  courbure  de 
cette  courbe  sur  le  rayon  réfléchi  correspondant  donne  un 
point  de  la  caustique. 

5.  Soit  L  la  projection  du  point  P  sur  l'axe  AX  et  I  la 
projection  du  point  N  sur  le  même  axe  5  on  a  BL  =  3  BI. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  remarquons  que  si 
l'on  prend  sur  le  prolongement  NCy  de  la  normale  à  la 
parabole  BN  une  longueur  NCV  égale  à  la  moitié  du  rayon 
de  courbure  au  point  N,  le  point  O'  est  un  point  de  la  di- 
rectrice AO'  de  cette  parabole. 

De  l'égalité  de  NO  et  de  NO'  résulte  celle  des  projec- 
tions AI  et  IS  de  ces  deux  longueurs  ;  on  voit  donc  que  FL 
est  égal  à  3FI-I- AF  ou  SFI-haBF;  à  ces  deux  quan- 
tités égales  il  suffit  d'ajouter  BF  pour  avoir  l'égalité 

BL  =  3(FlH-BF) 

qui  devient  évidemment  celle  que   nous    voulions  dé- 
montrer. 

6.  L'arc  de  courbe  BP  a  pour  longueur  le  chemin  INP 
parcouru  par  le  rayon  de  lumière  entre  l'axe  de  la  para- 
bole et  la  caustique. 

Cette  proposition  revient  à  la  suivante  :  Si  l'on  prend^ 
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sur  le  prolongement  de  PN,  Nrx=NI,  le  lieu  du  point  F 
est  uoe.  déyeloppanta  de  la  courbe  BP.  Il  suffit  de  faire 
voir  que  ce  lieu  de  ï  est  normal  i  PF. 

Cette  dernière  proposition  peut  être  démontrée  ainsi  : 
Appelons  N'F  une  position  de  NI'  infiniment  voisine 
de  NF.  L'élément  de  parabole  NM^  a  des  projections  égaies 
sur  NI  et  sur  NP,  on  verra  facilement  d'après  cela  que  la 
projection  de  F  sur  NF  doit  tomber  au  point  I  pqur  que 
N'F  puisse  être  regardé  comme  égal  à  sa  {Hrojeclioo 
sur  NF.  Donc  le  lieu  de  F  est  normal  à  PF. 

7.  Lés  tangentes  aux  points  où  Taxe  FY  rencontre  la 
courbe  BP  se  coupent  sous  un  angle  de  60  degrés  ;  nous^ 
avons  déjà  dit  que  les  tangentes  au  point  double  se 
coupent  sous  le  même  angle  de  60  degrés.  Ces  proposi- 
tibns  sont  des  cas  particuliers  de  la  suivante  : 

Si  rem  nièiie  une  droite  par  le  point  F,  elle  coupe  la 
courbe  en  trois  points  ^  les  tangentes  en  ces  trois  points 
forment  un  triangle  équilatéral. 

Cette  élégante  proposition  est  elle-même  comprise 
dans  le  théorème  suivant  : 

Les  tangentes  à  la  courbé  BP  aux  extrémités  de  deux 
rayons  vecteurs  font  un  angle  égal  aux  |  de  l'angle  de  ces 
rayons  vecteurs. 

Plus  généralement,  les  tangentes  aux  extrémités  de 
deux  rayons  vecteurs  d'une  courbe  pcosP-  =  a  se  cou- 


p—i 
ces  rayons  vecteurs 


p^t  sous  un  angle  égal  à  la  fraction de  T^ngle  de 


8.  La  polaire  réciproque  de  la  courbe  par  rapport  à 
une  circonférence  dont  le  centre  est  au  foyer  F  est  une 
cardioïde.  Cela  résulte  de  cette  proposition  connue  :  La 
polaire  réciproque  d'une  courbe  par  rapport  a  un  cercle 
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eêt  ht  transformée  par  tajWlB  Veetetirs  réciproques  de  la 
podaire  de  la  coiirbé,  le  pôle  étant  le  centre  du  <«rcle. 

9.  Si  Ton  considère  toutes  les  courbes  obtenues  en  fai- 
sant varier  le  paramètre  de  la  parabole,  on  obtient  une 
seriede  courbes  dont  les  trajectoires  orthogonales  apnt4ef 
courbes  égales  aux  premières.  Il  en  est  de  même  pour  les 
trajectoires  coupant  chacune  des  courbes  de  la  série  sous 
un  angle  constant. 

10.  Remarquons  enfin  que  la  courbe  étudiée  rentre  dans 
la  famille  des  courbes  dont  réquatiou  est  p"=:a'^co8/»Q». 
Ces  courbes  se  substituent  les  unes  aux  autres  par  la 
transformation  p'zsrp'*,  &>'=«a),  et  on  sait  que  cette 
transformation  n'altère  point  les  angles;  on  peut  donc 
déduire  la  plupart  des  propriétés  précédentes  des  pro- 
priétés correspondantes  de  la  droite,  du  cercle  ou  de.  la 
parabole,  courbes  de  la  famille  considérée. 


REMARQUES 

sir  les  €O0p«sUiois  4e  Trigeiienftrie  et  k  Mathénatifnes  faites  en  iSfiS 
«pour  Tajnissioi  à  TÉcele  Pelyteehniqne. 


Trigonométrie. 

On  proposait  de  calculer  les  angles  d'un  triangle  dont 
on  donnait  les  trois  côtés.  Sur  3  20  candidats  admissibles, 
121  ont  résolu  la  question  sans  faute  ou  avec  une  seule 
faute  légère.  La  moyenne  générale  des  notes  a  été  14^86  : 
la  moyenne  des  candidats  de  Paris,  i4)2i;  de  province, 
16,07.  ^^  somme,  le  résultat  est  satisfaisant.  H  le  serait 
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^core  plus  si  les  élèves  prenaienit  certaines  précautions 
fort  siihples  sans  lesquelles  le  meilleur  calculateur  peut 
se  tromper.  Par  exemple,  si  Ton  a  fait  la  somme  de  plu- 
sieurs logarithmes,  il  faut  recommencer  immédiatement 
l'opération  dans  un  ordre  inverse.  De  même,  quand  on 
a  pris  la  moitié  d'un  nombre,  il  faut  doubler  le  résultat 
et  voir  si  l'on  obtient  le  nombre  proposé.  En  un  mot, 
chaque  opération  partielle  doit  être  suivie  immédiatement 
de  sa  preuve.  Une  des  erreurs  les  plus  fréquentes,  et  que  la 
preuve  ferait  connaître  et  corriger  de  suite,  est  celle  que 
Ton  commet  en  prenant  la  moitié  d'un  logarithme  à  ca- 
ractéristique négative  et  impaire.  Au  lieu  de  prendre  la 
moitié  de  la  caractéristique  augmentée  de  i,  on  prend  la 
moitié  de  celte  caractéristique  diminuée  de  i .  On  trouve 
une  dernière  vérification  en  ajoutant  les  trois  angles  cal-^ 
çulés.  Il  faut  que  la  somme  soit  i8o  degrés,  ou  n'en  dif- 
fère que  de  quelques  centièmes  de  seconde.  Une  erreur 
de  plusieurs  degrés  indique  que  le  résultai  est  fautif:  on 
doit  alors  repasser  son  calcul  pour  voir  où  peut  être  la 
faute,  et  si  on  la  trouve,  la  signaler  quand  même  on 
n'aurait  pas  le  temps  de  la  corriger-,  cela  augmentera  la 
note  d'une  ou  deux  unités.  Comme  Tannée  dernière, 
nous  répéterons  qu'il  faut  se  borner  aux  calculs  deman- 
dés. Faire  plus,  c'est  montrer  peu  de  jugement,  puisqu'on 
emploie  à  un  travail,  dont  il  ne  sera  tenu  aucun  compte, 
le  temps  qui  serait  beaucoup  mieux  employé  en  vérifiant 
les  calculs  déjà  faits. 

Composition  de  Mathématiques, 

Un  examen  a  pour  but  de  faire  connaître  si  les  can* 
dldats  possèdent  les  théories  exigées^  par  la  composi- 
tion, on  s'assure  qu'ils  savent  les  appliquer  et  exposer 
d'une  manière  convenable  les  résultats  d'uu  travail  per- 
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sonael.  Comme  il  ne  s'agit  pas  de  mettre  en  évidence  des 
organisations  exceptionnelles,  un  problème  donné  en 
composition  doit  être  assez  simple  pour  être  traité  par  la 
grande  majorité  des  candidats,  et  assez  difficile  pour  être 
différemment  traité  par  des  élèves  de  forces  différentes» 
La  question  de  cette  année  satisfaisait  à  ces  deux  condi* 
tions  :  nous  aurions  désiré  pourtant  que  la  recherche  du 
lieu  géométrique,  auquel  devait  conduire  Fénoncé,  eût 
été  indiquée  tout  d'abord. 
Voici  les  résultats  du  concours  : 

Moyenne  générale i o ,!20 

Moyenne  de^  départements 11,21 

Moyenne  de  Paris 9,67 

Sur  les  3ao  admissibles  : 

44  ont  été  notés  de i5  à  19 

80  t  10  à  i4 

196  »         au-dessous  de         10 

On  voit  qu'il  y  a  du  bon  et  du  médiocre,  mais  le  mau-» 
vais,  domino^  Tous  les  candidats  savaient  pourtant  com- 
ment la  question  devait  être  traitée  et  eu  ont  exposé  la 
théorie,  d'une,  manière  irréprochable,  mais  ils  se  sont 
trompés  dans  l'exécution  des  calculs  :  ce  qui  montre 
combien  il  y  a  Ipin  de  la  théorie  à  Tapplication.  Une 
chose  a  surtout  frappé  le  correcteur,  c'est  que  la  plupart 
des  élèves,  calculent  pour  ainsi  dire  les  yeux  fermés, 
acceptant  aveuglément  les  résultats  de  leur  calcul.  Un 
élève  trouvera  par.  son  calcul  que  le  lieu  est  une  courbe 
fermée, ;et  il  mettra  sur  sa  copie  :  «  Donc  le  lieu  e$t  une, 
courbe  fermée  j  »  et  cependant  il  suffit  de  regarder  l'énoncé 
avec  un  peu  d'attention  pour  voir  que  la  question  revient 
à  chercher  le  lieu  des  points  également  éloignés  d*une 
parabole  et  de  son  foyer.  Le  lieu  doit  donc  être  illimité. 

I  Ann,  de  Mathémat.,  a«  série,  t.  Y.  (Janvier  1866).  3 
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Mais  personne  ne  fait  de  ces  vérifications  si  aisées  et  ne 
suppose  qu^il  puisse  se  tromper  en  calculant. 

Nous  dirons  du  calcul  algébrique  ce  que  nous  avons 
dit  du  calcul  numérique.  Il  ne  peut  se  bien  faire  que  si 
chaque  pas  est  assuré  par  quelque  vérification.  Dans  une 
théorie  exposée  au  tableau,  il  n'y  a  rien  d'imprévu,  et  s'il 
échappe  quelque  faute,  le  résultat  connu  d'avance  sert  i 
la  découvrir  et  k  la  corriger.  Il  n'en  est  pas  de  même  dans 
une  question  d'application.  C'est  surtout  au  commence* 
ment  que  Ton  dojt  faire  le  plus  d'attention  et  ne  pas 
craindre  de  répéter  deux  ou  trois  fois  le  même  calcul. 
Plusieurs  candidats  ont  trouvé  le  moyen  de  se  tromper 
dans  l'équation  de  la  parabole  rapportée  à  son  foyer.  Il 
est  clair  que  tout  le  reste  de  la  composition  devait  se  res- 
sentir de  cette  première  faute,  pourtant  si  facile  à  éviter. 

Les  élèves  qui  ont  trouvé  l'équation  exacte  de  la  courbe 
n^ont  pas  toujours  su  en  déduire  la  forme,  tant  on  est 
peu  exercé  sur  la  construction  des  -courbes  d'après  leurs 
équations.  Quelqueà-uns  ont  commencé  la  discussion  par 
rechercher  si  la  courbe  n'avait  pas  de  points  d'inflexion  à 
l'infini  ;  mais  le  point  placé  i  égale  distance  dti  sommet  de 
k  parabole  et  de  son  foyer  leur  a  échappé. 

La  composition  de  Mathématiques  étant  une  épreuve 
sériense  et  qui  a  une  grande  importance,  il  convient  que 
les  candidats  s'y  préparent  en  traitant  avec  le  pltts  grand 
soin  des  questions  d'application.  On  ne  devrait  étudier 
aucune  théorie  un  peu  importante,  sans  traiter  une  ques- 
tion qui  s'y  rapporte.  Malheureusement  il  n'en  est  pas 
ainsi  :  nous  avons  vu  des  élèves  intelligents  ne  point  faire 
les  compositions  données  par  leurs  professeurs.  Ils  aiment 
mieux,  disent-ils,  repasser  leur  cours.  C'est  une  mau- 
vaise spéculation  dont  ils  s'aperçoivent  quand  il  n*est 
plus  temps.  (E.  P.) 
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SOLUTION  DE  tOESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Questions  429  et  430 

(▼olrUXYII,  p.  139); 

Par  m.  BAUQUENNE, 
Candidat  à  TÉcole  Normale.  * 

Par  le  centre  tTun  polygone  sphérique  régulier,  on 
fait  passer  une  circonférence,  de  grand  cercle ,  et  Von 
projette  sur  cette  circonférence  tous  les  arcs  menés  du 
centre  aux  dii^ers  sommets^  comment  varie  la  somme 
des  puissances  n  des  tangentes  des  projections  quand 
varie  la  direction  du  grand  cercle  p  Question  analogue 
pour  un  polygone  régulier  dans  un  plan,      (  Vanwsow.  ) 

Soient  O  le  centre  d'un  polygone,  A  un  quelconque  de 
ses  sommets,  A'  la  projection  de  ce  sommet  sur  l'arc  de 
grand  cercle  considéré.  En  désignant  par  rie  rayon  polaire 
du  polygone,  le  triangle  sphérique  rectangle  AO A'  donne 

tang  0  A'  =  taDg  r  cos  AOA' . 
Si  N  est  lé  nombre  des  côtés  du  polygone,  —  est 

Tangle  au  pôle.  Appelons  a  l'angle  caractéristique  du 
grand  cercle  choisi,  et  k  un  nombre  entier  ii^férieur  à  N, 
on  aura 

AOA'==a-f-^?^ 

N 


et 


tangOA'  =  tangrcos  fa-4-  ^  —y 


3. 
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En  désignant  par  S„  la  somme  cherchée, 

A=N-i 

S«  =  tang"r  ^  ^^"  (*  "*~  '^  if  )  " 
k=zo 

On  a,  d'après  une  formule  connue,  si  n  est  pair, 


■  .2...(^-.) 


COS  2 


h'¥) 


n{n^i). 


(H  . 


-  •  — » 


n  2 

1.2. . .- 
2 


et  SI  n  est  impair, 
2"-'cos"  la-+-  ^  —  I 


=:cos«^a-h/  ^j  +^cos(/i~2)  ^a  +  A^j 

H---^y-^COs(;i-4)fa-4-X— j  -+-.-. 

w(/î  — i).  .  .  ( 

'           \       2      /  /  ,   27r\ 
^ ^COs(^a-h/'— j. 


-+ 

«  —  I 
1.2. . . 


2 

Tout  revient  donc  à  former  des  sommes  telles  que 
À  =  N— I 


2  cos/wU-f-^^V 


A  =  o 
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m  étant  un  nombre  entier  quelconque.  Le»  arcs  considé- 
rés étant  en  progression  arithmétique,  il  suffit  d'appli- 
quer une  formule  connue,  et  l'on  trouve  que  le  numéra- 
teur est  nul  sans  que  le  dénominateur  le  soit,  toutes  les 

fois  que  ~  n'est  pas  entier,  ce  qui  arrive  en  particulier 

si  m  est  inférieur  i  N.  La  plus  grande  valeur  de  m  étant 
n,  la  somme  précédente  sera  nulle  si  le  degré  de  la  puis- 
sance est  inférieur  au  nombre  des  côtés  du  polygone. 
Donc,  si  n  est  impair, 

S,=:o, 
ei  si  n  est  pair  et  égal  à  a^, 

*^  1.2. 3.../?  2,^f 

Cette  somme  est  donc  constante. 

Si  Ton  avait  considéré  le  polygone  dans  un  plan,  on 
aurait  eu 

OA'=:rcosAOA', 

et  une  suite  de  calculs  identiques. 

Dans  le  cas  où  /?  ==  i,  la  dernière  formule  se  simpliGe 
et  donne 


S,  2=  -  langV. 


C'est  la  question  429. 


Question  590 

(voir  tome  XX,  page  141); 

Par  m.  a.  S. 

Si  Von  prend  les  polaires  des  points  milieux  des  côtés 
d'un  triangle,  relativement  à  une  conique  quelconque 
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inàcrUe  dans  h  triangle ,  ces  polaires  déterminent  un 
uiangte  gui  a  unfi  surface  constante.      (Faure.) 

ï^renons  le  premier  triangle  dont  les  longueurs  des 
côtés  sont  a,  &,  c  pour  triangle  de  référence;  une  co- 
miqùe  quelconque  inscrite  dans  ce  triangle  aura  pour 
équation 

/*«•  -h  /w»p^  -f-  /i*y  —  im>ip^  —  ^nlya,  —  i/motp  t=^  o* 

La  polaire,  par  rapport  à  cette  conique^  d^un  point 
quelconque  a\  ^%y'  a  pour  équation 

(/a  —  /wp  —  ny)  lof  -h  (/wp  —  ny  —  la)  m^' 

-\-  {ny  —  /a  —  /iîp)/i/r=  o. 

Les  coordonnées  du  premier  point  milieu  sont 
,  ^.      ^^ti€         ,      âsinB 

celles  du  second, 

„-  ,      ^sinA         ,      6sînC 

et  celles  du  troisième, 

,  ,      csinB        ^,      rsinA 

En  portant  ces  différentes  valeurs  dans  Téquation  gêné" 
raie  de  la  polaire,  on  obtient 

(i)    (/wc-h  nb)  Ict  —  [me —  nb)  wp  H-  [me —  nb)  ny=  o> 

(2)  [le  —  na)  loc  —  [le  -h  nà)  m^  —^  [le  —^  na)  nyz=  o, 

(3)  [Ib  — ma)  la,  —  [Ib  — ma)  m^  —  [Ib  -{-ma)  ny  =  o* 

Les  distances  des  trois  sommets  du  triangle  de  référence 
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a  droite  (i)  sont  (t.  XX,  p.  aa4) 


me  -h  nb 


a  droite  (2), 


Ib  —  ma 

* y 


à  la  droite  (3), 

le  —  na 
l 9 


me  —  ttb 

—  m y 


Ih  —  ma 
—  m ; > 


!e 


me  —  nb 


Ib 


le  —  na 


Imn 

abe 


Imn 
abc 


Imn 
abe 


Imn 
abc 


S  étant  l'aire  du  triangle  de  référence,  S'  celle  du 
angle  formé  par  les  droites  (i),  (2)  et  (3)»  on  a  [voir 

droit  cité) 

P» 

8'=  S—- — ♦ 
P.P1P3 

I  posaut,  conformément  à  une  notation  connue^ 

te  —  na  le  -h  na         le  —  na 

Ib  —  ma  ib  —  ma       ib  -f  ma 

me  -+-  nb  me  —  nb  —  me  -^  nb 

Ib  —  ma  ib  —  ma        ib  H-  ma 

me  -{-  nb  me  —  nb  —  me  -h  nb 

a  b  '      e 

i  m  n 

me  -\-  nb      me  —  nb      —  me  -h  nb 

le  —  na       ie  -\-  na         le  —  na 

abe 
l  m  n 

le  —  na       le  -h  na        le  —  na 

Ib  —  ma     Ib  —  ma       ib  -f-  ma 

abe 

i  m  n 


p» 


P.^ 


=  P., 


=  P.. 


(4o) 

Ces  quatre  déterminants  se  réduisent  facilement  à 

P=z:8/*/iï»«%     ?t  =  ^rmn,     ?,=;:  4/m'yï,     P,=  4//if/i'; 
on  en  déduit,  en  portant  dans  la  formule  ci-dessus, 

S'=S, 

ce  qui  démontre  le  théorème  et  donne  la  valeur  de  la 
constante 


Question  649 

(TOlrt*série,t.  Il»p.  189); 

Par  m.  Charles  CAYLA, 
Maître  d'études  au  collège  Rollin.    . 

On  donne  une  surface  conique  du  second  degré  sur 
laquelle  on  peut  placer  un  trièdre  trirectangle  ;  on  sait 
quon  peut  alors  en  placer  une  infinité^  par  les  trois 
arêtes  de  F  un  de  ces  trièdres,  on  mène  des  plans  nor- 
maux à  cette  surf  ace  ^  ces  trois  plans  se  Coupent  suivant 
une  même  droite,  dont  on  demande  le  lieu,  lorsquon 
déplace  le  trièdre  sur  la  surface  conique.   (  Maititheim.  ) 

J&  suppose  d'abord  la  surface  conique  rapportée  à  Tun 
des  trièdres  tri  rectangles  que  Ton  peut  placer  sur  sa  sur- 
face. Son  équation  sera 

B/z'^  +  B'z'x'  -h  B'V/  z=  o- 

Le  plan  tangent  à  la  surface  suivant  Taxe  des  x  a  pour 
équation 

Véquatiou  du  plan  normal  correspondant  est 
By  ~  Wz'  =  o. 


(  4i  ) 
Par  symétrie,  on  aara  pour  les  équalions  des  deux 
autres  plans  normaux 

B'^z'  — Bx'=o, 
Bx'  — By=o. 

Ces  trois  plans  normaux  passent  par  la  droite 

Bar'  =  By  =r  B"z'. 

Rapportons  maintenant  la   surface  à  ses   axes.   Son 
équation  prendra  la  forme 

Sx^4-S'y-f-S"z»=:0. 

On  a  pour  tous  les  points  de  l'espace  les  relations  con- 
nues 

Byz'  -f-  B';3V-h  B"a:'/=  Sx'-i-  Sy»4-  S"z% 
a/i  -f-y»  H_  z'»  =  x2-f-y -f-  z». 

Or  nous  pouvons  écrire  les  équations  de  la  droite 


«'  _  y  _  «^  __    y/j/'-ny-f-z^^ 


i      i.     _L     .  /i       I        I 

B       B'       B"       y  B^'^W^'^W' 

__  v^By  z^-f-  B^zv  -H  B^vy 


V  B'B" 


B'  B'' 


B'B"       B'^B       BB' 


Élevant  au  carré  les  deux  derniers  rapports  et  tenant 
compte  des  relations  précédentes,  on  a  Téquation  du  lieu 


^'  -+- y  -+-  3'        _    Sa?»  -f-  S'y  -4-  s"z' 


B'2B"2  -f-  B"'B'2  -4-  B^B"*       BB'B"  (B^  -f-  B'^»  -h  B''^) 

Posant 

BB'B"(B»-I-B'»-I-B"») 


B'>B^'»-hB'''B'^-f-B»B'* 


=  X, 


(4>) 

Tëquation  devient 

(k  —  S)  x^-h  [k  —  S') j>-4-  (A-  —  S") «»=  o. 

Cette  équation  représente  un  cône  du  second  degré  rap- 
porté à  ses  axes. 


BULLETIN. 

(Tous  les  ouvrages  annoncés  dans  ce  BuHetin  se  tromrent  II  la  librains 
de  Gauthier^VillarSy  quai  des  Augustins,  55.) 


I. 

Traité  de  Géométrie  élémentaire;  par  MM.  Eugène 
Bouchéj  professeur  au  lycée  Charlemagne,  répétiteur 
â  rÉcole  Polytechnique,  etc.,  et  Charles  de  Combth 
rousse,  professeur  au  collège  Chaptal,  répétiteur  à 
l'Ecole  Centrale,  etc.  —  Première  partie  :  Géométrie 
plane.  In-8  avec  265  figures  dans  le  texte;  i864* 
Prix  :  4  francs.  —  Deuxième  partie  :  Géométéie  dahs 
l'espace  et  courbes  usuelles.  In-8  avec  3o5  figures 
dans  le  texte;  i866.  Prix  :  6  francs.  —  Paris,  chez 
Gauthier-Villars . 

En  rendant  compte  de  la  première  Partie  de  ce  Traité  {Nou- 
pelles  Annales,  janvier  1865)^  nous  avons  fait  connaître  le  hnt 
de  Touvrage  :  développer  avec  le  plus  grand  soin  la  partie 
classique  et  résumer  dans  un  Appendice  les  principales  mé- 
thodes de  la  Géométrie  moderne.  Cette  seconde  Partie  montre 
encore  mieux  que  la  première  le  but  que  les  auteurs  se  sont 
proposé.  Les  Appendices  y  tiennent  une  plus  grande  place;  car 
ce  n^est  que  quand  on  possède  un  nombre  suffisant  de  principes 
qû*on  peut  entreprendre  efficacement  l'analyse  des  travaux  les 
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plus  sérieux.  Occupons-nous  d'abord  de  la  partie  classique  de 
l'ouvrage. 

Le  cinquième  Livre  a  subi  une  heureuse  modification  rela- 
tive à  la  perpendiculaire  au  plan.  On  sait  combien  cette  théo- 
rie est  minutieuse  quand  on  veut  l'établir  rigoureusement,  et 
combien  elle  donne  de  peine  à  ceux  qui  l'étudient  pour  la  pre- 
mière fois.  La  démonstration  du  théorème  fondamental  offrait 
l'inconvénient  de  prouver  la  propriété,  en  quelque  sorte,  d'une 
manière  aveugle^  sans  que  l'esprit  aperçât  les  motifs  qui  le 
guidaient  dans  la  série  des  raisonnements  ;  en  outre,  la  défini- 
tion de  la  perpendiculaire  au  plan  était  donnée  d'une  manière 
trop  restreinte;  il  fallait  chaque  fois,  dans  les  applications, 
transporter  les  droites  du  plan  parallèlement  à  elles-mêmes; 
de  là  des  longueurs,  des  redites  fastidieuses.  En  commençant 
par  définir  d'une  manière  générale  Tangle  de  deux  droites,  et 
profitant  d'une  démonstration  très-lucide  et  très-simple  qui 
leur  a  été  suggérée  par  M.  Ossian  Bonnet,  les  auteurs  sont 
parvenus  à  rendre  cette  théorie  à  la  fois  logique,  facile,  et  sur- 
tout commode  dans  les  applications^  le  théorème  des  trois  per- 
pendiculaires, la  proposition  qui  consiste  en  ce  que  deux 
droites  parallèles  ont  leur  plan  perpendiculaire  commun,  et 
beaucoup  d^autres,  deviennent  ainsi  évidentes.  Protons  d'ailleurs 
qa'on  obtient  tous  ces  avantages  sans  renverser  Tordre  établi^ 
car  il  suffit  de  déplacer  deux  théorèmes.  Il  y  a  donc  là  une 
véritable  amélioration,  et  non  une  de  ces  innovations  inutiles 
que  les  auteurs  ont  constamment  évitées  dans  tout  le  cours  de 
l'ouvrage. 

Ce  cinquième  Livre  renferme  toutes  les  propositions  nécea* 
saires  au  début  de  la  Géométrie  descriptive,  et  nous  appellerons 
encore  l'attention  sur  l'exposition  de  la  théorie  des  angles  triè- 
dres  et  polyèdres. 

Dans  le  sixième  Livre,  la  mesure  du  parallélipipède,  celle  de  la 
pyramide  et  du  prisme  tronqués  ont  été  simplifiées,  grâce  à 
quelques  remarques  heureuses;  nous  citerons  particulièrement 
une  démonstration  nouvelle  du  volume  des  troncs  de  pyra- 
mide triangulaire,  la  distinction  entre  les  troncs  de  première 
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et  de  seconde  espèce  qui  facilite  les  applications  de  TAIgèbre, 
un  théorème  très-général  sur  le  volume  de  certains  polyèdres 
dû  probablement  à  Steiner,  et  la  théorie  de  la  symétrie,  qui  a 
été  amenée  au  dernier  degré  de  simplicité  à  Taide  des  travaux 
de  Bravais,  que  M.  Prouhet  avait  déjà  mis  à  profit  dans  son 
édition  des  Éléments  de  Lacroix. 

Le  septième  Livre  comprend  Tétude  des  corps  ronds  et  des 
notions  générales  sur.  les  surfaces.  On  sait  combien  la  Géométrie 
sphérique  a  pris  d*importance  dans  les  examens  pour  TÉcole 
Polytechnique.  Les  élèves  trouveront  dans  cet  ouvrage  tous  les 
développements  désirables  sur  ce  sujet.  Les  volumes  des  corps 
ronds  sont  donnés  d'une  manière  rigoureuse  et  très-simple,  en 
profitant  de  l'amélioration  que  les  auteurs  avaient  déjà  intro- 
duite dans  la  mesure  de  la  circonférence.-  Nous  avons  encore 
remarqué  la  démonstration  relative  au  plan  tangent  à  une  sur- 
face quelconque,  que  M.  Rouché  professe  depuis  plusieurs  an- 
nées dans  son  cours  de  Géométrie  descriptive,  et  celle  du  pins 
court  chemin  entre  deux  points  sur  la  sphère,  qui  a  été  comma- 
niquée  aux  auteurs  par  M.  Bonnet. 

Enfin  le  huitième  Livre,  consacré  aux  courbes  usuelles,  ren- 
ferme d*abord  Tétude  de  Tellipse,  de  Thyperbole  et  de  la  para- 
bole, d'après  leur  propriété  focale,  d'où  découlent  les  pro- 
priétés des  tangentes  dont  la  démonstration  a  été  améliorée. 
Puis  vient  un  chapitre  sur  la  section  du  cône  et  de  la  surfiioe 
gauche  de  révolution,  où  Ton  établit  d'une  manière  simple  que 
la  projection  d'une  conique  sur  un  plan  est  encore  une  conique. 
Ici  s'est  glissée  une  faute  que  les  auteurs  nous  ont  prié  de  si- 
gnaler. A  la  page  669,  entre  les  lignes  27  et  28,  il  faut  insérer 
la  phrase  suivante  qui  a  été  omise  dans  la  composition  :  «  àont 
le  diamètre  est  égal  au  petit  axe  de  l'ellipse,  »  Les  tracés  qui 
dérivent  de  l'ellipse  comme  projection  du  cercle  et  l'étude  de 
l'hélice  terminent  la  partie  classique  de  ce  huitième  Livre. 

Passons  aux  Appendices.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  sur 
celui  du  cinquième  Livre  où  se  trouvent  réunies  les  propriétés 
du  quadrilatère  gauche  et  du  rapport  anharmonique  de  quatre 
plans.  Celui  du  sixième  Livre  contient  déjà  des  travaux  d*une 
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importance  capitale  :  les  propriétés  des  polyèdres  convexes  qui 
découlent  du  fameux  théorème  d'ËuIer  ;  Tétude  difficile  des  con- 
ditions nécessaires  et  suffisantes  pour  déterminer  un  polyèdre 
convexe,  d'après  les  travaux  de  Legendre  et  de  Gauchy;  la 
théorie  géométrique  des  centres  de  gravité,  son  application  à  la 
détermination  du  volume  du  tronc  de  pyramide  à  base  qud-- 
conque,  etc. 

Mais  les  deux  Appendices  les  plus  importants  sont  sans  con- 
tredit les  deux  derniers,  l'un  de  cinquante  pages,  l'autre  de 
soixante-dix,  imprimés  en  petits  caractères,  et  remplis,  non 
de  faits  isolés^  mais  de  théories  fondamentales  résumées  avec 
beaucoup  de  précision  et  de  clarté.  Il  nous  serait  impossible 
d'en  donner  ici  une  analyse  complète  ;  nous  appellerons  seule- 
ment l'attention  sur  les  points  principaux. 

Dans  le  premier,  on  trouve  d'abord  la  théorie  des  polyèdres 
réguliers  ordinaires  et  celle  des  polyèdres  d'espèce  supérieure  : 
«  les  mémorables  découvertes  de  Poinsot,  matière  ardue  que  » 
(suivant  les  paroles  prononcées  par  M.  Chasles,  en  présentant 
l'ouvrage  à  l'Académie  des  Sciences)  «  les  auteurs  sopt  parve* 
»  nus  à  exposer  avec  une  grande  lucidité,  en  analysant  les  tra- 
»  vaux  de  Gauchy  et  de  M.  Bertrand  sur  ce  sujet.  »  On  a  en 
outre  rectifié  quelques  erreurs  relatives  à  l'espèce  des  nouveaux 
polyèdres  et  représenté  ces  corps  au  moyen  de  quatre  belles 
%ures  gravées  par  Dulos.  Une  autre  partie  remarquable  de  cet 
Appendice  est  celle  qui  est  relative  aux  compléments  de  Géo- 
métrie sphérique,  au  problème  du  contact  des  sphères,  et  sur- 
tout à  l'étude  des  figures  tracées  sur  la  sphère,  où  l'on  a  généra- 
lisé les  propriétés  du  rapport  anharmonique,  des  axes  radicaux, 
des  pôles,  des  polaires,  des  centres  de  similitude,  etc.  On  y 
trouve  en  outre  le  complément  de  la  méthode  des  rayons  vec- 
teurs réciproques,  la  projection  stéréographiqùe,  le  théorème 
de  Guldin  et  la  démonstration,  suivant  Steiner,  de  la  propriété 
dont  jouit  la  sphère  d'être  maximum  parmi  les  corps  de  même 
surface. 

Le  deuxième  Appendice  débute  par  une  exposition  succincte, 
mais  complète,  des  divisions  homographiques  et  de  l'involu- 
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tioD,  en  partant  de  Tcquation  à  quatre  termes.  On  est  ainsi 
conduit  natureHement  et  rigoureusement  à  l'introduction  des 
imaginaires  en  Géométrie  et  à  la  notion  féconde  des  points  du 
cercle  situés  à  l'infini,  due  à  M.  Poncelet.  Cette  partie  du  livre 
a  valu  à  leurs  auteurs  de  justes  élc^cs  de  la  part  de  M.  Ghasles, 
dont  Tautorité  est  si  grande  en  pareille  matière,  et  qui  eir 
a  conseillé  la  lecture  aux  auditeurs  de  son  cours  &  la  Sor- 
bonne. 

Les  principes  n'offrant  d'intérêt  que  par  les  applications 
qu'on  peut  en  faire,  MM.  Rouché  et  de  Comberoosse  ont  tenu 
à  montrer  toute  la  fécondité  des  théories  précédentes  en  les 
appliquant  aux  coniques  considérées  comme  intersection  de 
deux  faisceaux  homographiques.  Leur  but  a  été  d'établir  par 
la  Géométrie  pure  les  propriétés  des  coniques  que  Ton  expose 
ordinairement  par  l'analyse  dans  les  cours  de  Mathématiques 
spéciales.  Toutes  les  démonstrations  y  sont  très-simples,  et  un 
grand  nombre  d'entre  elles  sont  dues  aux  auteurs  de  ce  livre* 
Ifous  signalerons  surtout  celle  du  théorème  fondamental,  Hn- 
trodnction  des  foyers,  la  recherche  des  équations  des  trois 
courbes,  etc.  Après  cette  exposition  des  propriétés  fondamen- 
tales, on  trouve  une  rapide  esquisse  des  méthodes  générales, 
les  principes  de  la  méthode  des  polaires  réciproques,  la  théorie 
des  figures  homologiqnes,  la  méthode  par  projection  conique, 
suivies  d*un  grand  nombre  d'applications  propres  à  en  Inen 
faire  comprendre  l'esprit  et  la  fécondité,  et  K  inspirer  aux 
jeunes  gens  studieux  le  désir  de  lire  les  savants  écrits  de 
MM.  Chasles  et  Poncelet. 

Deux  Ilotes  terminent  cet  ouvrage.  Dans  la  première  on  a 
reproduit  la  démonstration,  convenablement  élucidée,  de  Lam- 
bert sur  l'incommensurabilité  de  tt.  Dans  la  seconde,  on  fait 
cdnnaitre  sous  forme  de  déterminants  quelques  relations  fon« 
damentales  dues  à  Euler,  Lagrange,  Camot,  et  pour  la  démons- 
tration desquelles  on  a  mis  à  profit  les  travaux  importants  de 
Joachimsthal,  Brioschi  et  Cayley. 

Cette  analyse,  que  le  grand  nombre  de  matières  renfermées 
dans  l'ouvrage  ne  nous  a  pas  permis  de  réduire  à  des  propor* 
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lions  plus  courtes,  permet  de  reconnaître  que  les  auteurs  ont 
bien  atteint  le  but  qu'ils  s'étaient  proposé  :  donner  à  ceux  qui 
feront  une  lecture  attentive  de  ce  livre  une  connaissance  exacte 
de  tontes  les  méthodes  nouvelles,  et  les  mettre  dès  lors  à  même 
de  lire  avec  facilité  les  ouvrages  spéciaux  dans  lesquels  elles  se 
trouvent  développées. 

I9ous  ne  reviendrons  pas  sur  ce  que  nous  avons  dit  dans 
notre  premier  article  relativement  à  la  partie  matérielle  de  ce 
Traité.  Toujours  le  même  soin  et  la  même  élégance  dans  l'im- 
pression; les  énoncés  des  propositions,  écrits  en  lettres  ita- 
liques, permettent  de  résumer  en  un  instant  toute  la  marche 
d'une  théorie  très-étendue;  les  nombreuses  figures  intercalées 
sont  dessinées  très-nettement,  et  sous  tous  les  rapports  cet  ou- 
vrage occupera  une  place  distinguée  parmi  les  belles  éditions 
sorties  des  presses  de  M.  Gauthier-Yillars. 

Nous  avons  déjà  parlé  des  nombreuses  questions  proposées 
comme  exercices  dans  la  première  Partie;  la  seconde  n'est  pas 
moins  riche  en  applications;  le  choix  des  théorèmes  et  des  pro- 
blèmes est  fait  avec  la  même  attention  ;  leur  nombre  est  de  654, 
ee  qui  porte  à  iiSy  le  nombre  total  des  exercices  proposés 
dans  ce  Traité. 

Nous  ne  terminerons  pas  sans  signaler  au  lecteur  une  Pré- 
face intéressante  dans  laquelle  les  auteurs  ont  donné  une  his- 
toire succincte  de  la  Géométrie  depuis  ses  origines  jusqu'à  nos 
jours.  Ce  travail  était  d'autant  plus  utile,  comme  introduction 
à  l'ouvrage  que  nous  venons  d'analyser,  que  peu  de  lecteurs 
peuvent  se  procurer  aujourd'hui  le  magnifique  ouvrage  de 
M.  Chasles  sur  l'origine  et  le  développement  des  méthodes  en 
Géométrie. 

S.  Hauser, 

Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée 

Charlemagne  et  au  collège  Cbaptal. 
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QUESTIOHS. 

749.  My*  -hNx' —  1  =  0  étant  l'ëquation  d'une  co- 
nique; 

oc,  6,  y  représentant  les  angles  faits  avec  l'axe  des  x 
par  les  trois  côtés  d'un  triangle  inscrit  dans  la  conique; 

Xo^yo^  r  représentant  les  coordonnées  du  centre  et  le 
rayon  du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle  ; 

On  a  les  relations  suivantes  : 

sm  a  810  6  8107  = —7—; ^779 

r{M  — N) 

r(M-W) 
cosacosScosv  =  9 

M[^a-*-rcos(a-+-6-l-7)p-l-N[xo-hrsin(a-*-€-4-7)p— 1=0. 

(J.-J.-A.  Mathieu.) 

750.  Si  on  fait  la  projection  gauche  (*)  d'une  figure 
plane  sur  un  tableau  plan,  et  si  on  fait  ensuite  tourner 
l'un  des  deux  plans  autour  de  leur  intersection  com- 
mune ,  les  deux  figures  demeureront  toujours  les  projec- 
tions gauches  Fune  de  Tautre. 

(Âbel  Trànson.) 

751 .  La  surface  de  révolution  engendrée  par  une  ellipse 
de  Cassini  tournant  autour  de  son  axe  non  focal  est  cou- 
pée par  un  plan  bi tangent  suivant  deux  cercles. 

En  général^  si  on  coupe  le  tore  par  un  plan  parallèle  à 
l'axe  du  tore,  la  surface  engendrée  par  la  révolution  de  la 
section  plane  ainsi  obtenue  autour  de  son  axe  (parallèle  à 
celui  du  tore)  sera  coupée  par  un  plan  bitangent  suivant 
deux  cercles .  -  (  Darbodx.  ) 


{*)  Voir  Tarticle  intitulé  :  De  la  projection  gauche  (  Nouvelles  Annales, 
septembre  i865.) 
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THEORIE  DES  SURFACES  POLAIRES  R1IN  PLAN 

(Tolrl*férie,  t.  IV,p.4l3); 

Par   m.    PAINVIN. 


Définition  et  propriétés  principales  des  surfaces 
polaires  d'un  plan. 

l .  L'ordre  d'une  surface  est  égal  au  nombre  des  points 
en  lesquels  elle  est  rencontrée  par  une  droite  quelcon- 
que; l'ordre  est  égal  au  degré  de  V équation  ponctuelle. 

La  classe  d'une  surface  est  égale  au  nombre  des  plans 
tangents  qu'on  peut  lui  mener  par  une  droite  quelconque  ; 
la  classe  est  égale  au  degré  de  V équation  tangentielle. 

Soient  une  surface  de  n'^""  classe  et  un  planfixe  P  \  par 
une  droite  quelconque  D,  située  dans  ce  plan,  menons 
à  la  surface  ses  n  plans  tangents  Tj,  Tj,."»  ^n^f^P" 
pellerai  polaire  [n  — ^)'«"»*  du  plan  P  V enveloppe  d'un 
plan  Q  passant  par  la  droite  D  et  tel,  que 

!2Ll  \  rang  PDQ  "*"  tang  PDT, }  \  tang  PDQ  ^  lang  PDT,/ 
V       ^  \  tang  PDQ  "^  tangPDT^j  ^  ^' 
la  somme  s'^ étendant  àtdutes  les  combinaisons  p  àp  def 
différences  correspondant  aux  n  angles  dièdres  PDTi, 

^,...,^„. 

L'ordre  des  lettres  indique  le  sens  de  rotation  des 
angles;  on  regardera  ces  angles  comme  positifs  ou  néga- 
tifs, suivant  que  la  rotation  ainsi  indiquée  a  lieu  dans 
un  sens  ou  en  sens  contraire. 

Ann,  de  Mathémal.,  a«  série/ 1.  Y.  (Février  1SG6.)  4 
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Cette  relation  peut  aussi  s'écrire 

/UN  v'sinQDTt.sinQDT»      sinQDT. 

p  sinPDT,  sinPDTa       sinPDTp 

S.  Pour  déterminer  les  sUrfa/^es  polaires  d*un  plan, 
je  désignerai  par  (xq^  yoi  Zq^  Iq)  les  coordonnées  du 
plan  P;  par  (x,  y^  z,  i)  celles  du  plan  variable  Q;  et 
enfin  par  [xi^ji ,  ^/,  //)  celles  du  plan  tangent  T;  passant 
par  Fintersection  D  des  plans  P  et-Q;  nous  aurons,  d'a- 
près les  formules  (i  i)  (i'''  partie), 


P     •  P 

^  ^    ^  XU'^u.t  ,      sinQDT,       \ 

tiZ=Z  S~?  ou         --p;;;;^==-. 

^  sinT.DP      ^ 

Soit  alors 

réqùation  tangentielle  de  la  surface-,  les  solutions  de 
cette  équation  donneront  les  coordonnées  des  plans  tan- 
gents à  la  surface.  Si,  dans  Téquation  (2),  nous  rempla- 
çons Xij  ji^  Zi,  ti  par  leurs  valeurs  (i),  nous  obtien- 
drons une  équation  en  -9   dont  les  racines  seront  les 

rapports  des  sinus  des  angles  des  plans  tangents  T.-  avec 
Iqs  pUns  Q  (x,  j,  z^  t)  et  P  {x^^.yo^  Zq^  fo)%  E»  égalant 

à  zéro  le  coefficient  de  (  -  j  oude  (  ^  j  j  nous  expri- 
merons que  la  relation  (II)  est  satisfaite,  car  ce  coeffir 
çient  sera^  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire, 

SsinQDTi   sjnQDT^       sinQDÏ- 
-  sinT.DP  sinTaDP       sinT^P 


Nous  aurons  ainsi  une  relation,  entre  Ici  coordonbëcs 
(x,  j',  z,  t)  du  plan  Qj  cette  équation  en  représentera 
donc  Tenveloppe  et  sera,  d'après  notre  définition,  \ équa- 
tion tangentielle  de  la  polaire  [n  —  ^ )»«'"«  du  plan  P. 

L'équation  (a)  étant  homogène,  la  si^stitution  des  va* 
leurs  (i)  donne 

(3)     1]  {Ix^-j-yLo:,  >Jo -+- pr»  Xz^-HfAZ,  \to -{- lit)  =z  o. 

La  formule  de  Taylor 

/(ar-ta,^+p,z-f-7,r-|-(î) 

'  i    d.        ^  c/.  d,       \,d,\    ^ 

l  I     d.        ^  d.  d.         .d.\P^ 

i  .7..  .  .p  \    dx  dy  dz  dt  ) 

appliquée  à  l'équation  (3),  en  regardant  a,  |3,  y,  ^  comme 

respectivement  égaux  à  ^x,  r/j  r  ^j  r  ^>   »0U8   con-; 
doit  à 

(4)  '  "^^  •       ■•' 


après  avoir  adopté  les  notations  symboliques 

d,  d.  d.  d,\ 

dx  dy  dz'  dt.'J 
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.      *T  /         ^-  ^'  ^-  ^•\'',r 


J       _         /      d,  d,  d.  d,\P 


.      U:=U{x,r,2,t),       .. 


(  5a  ) 
Car  il  esl  facile  de  se  convaincre  que 

l       c'est-à-dire 

,^x         J  f    d.  d.  d.  d.\P^^ 

^    '         \\    dx      -^  df  dz  dt  J      • 

f  f     d.  d.  d.  d.Y-P^^ 

[     -\C^di'''^^Tr'^'^Tz-^'^di)     ^^ 

il  suffit  pour  cela  de  développer  l'équation  (3),  en  y  con« 

sidérant  a,  P,  y,  d  comme  respectivement  égaux  à  -  Xe, 

f* 

-  ro ,  -  Zo,  -  fo)  et  d'identifier  le  résultat  obtenu  avec  le 

f*  f*         V- 

premier  développement. 

D'après  cela,  la  (n  —  ^)'^'»«  polaire  du  plan  (x^^  j^) 
z^  t^)  a  pour  équation 

(     d.  d.  d.  d.\P,^ 

ou 
.       TT        /     ^-  ^-  d.  d.\^P^^ 

^-^'^=\C^T.'^^^Ty'^'^Tz'^'^di)       ^  =  ^' 

OU  bien  la  p''""'  polaire  du  plan  (a:©?  /oj  ^o>  ^o)  «  poiw 
équation 

I.      TT       /    d.  d.         d.         d.y-p^^ 

A.-,U.==^a:^^4-r5^-^^5--»-^5jr)       U.=o, 
ou 
/      d.  d.  d,  d.\P 

Nous  conclurons  de  ce  calcul  que  : 

La  [n — pY""'  polaire  dan  plan  est  de  la  p'^^  classe^ 
ou  la  p'^"^  polaire  est  de  la  (n  — p )'*"*•  classe. 

La  [n  —  i)»*»»»»  polaire  est  un  point:  je  l'appellerai 
point  polaire  du  plan* 
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3.  On  peut,  dans  la  relation  (II),  remplacer  les  rap- 
ports des  sinus  par  les  rapports  des  distances  correspon- 
dantes. Désignons  par  di  et  X;  les  distances  d'un  point  du 
plan  tangent  T,  aux  plans  P  et  Q  5  celte  relation  de- 
viendra 

,  ^^  fl?i   d^        dp 

Mais  si  Ton  suppose  que  le  plan  P  s^ éloigne  à  Tlnflu!,  les 
plans  Q,  To  Ts,.**)  T^n-i  qui  se  coupent  suivant  une  même 
droite  située  dans  le  plan  P,  deviendront  parallèles;  les 
distances  di  pouvant  être  regardées  comme  égales,  la  re- 
lation ci-dessus  donnera 

(Itt)  ^i,x:..\p=o, 

li  étant  la  distance  du  plan  Q  au  plan  parallèle  T,-  et 
cette  somme  s' étendant  à  toutes  les  combinaisons  p  itp 
des  n  distances  ^i,  X^,...,  X„. 

Ceci  posé,  imaginons  qu'on  mène  à  une  surface  de 
j^ihme  classe  tous  ses  plans  tangents  parallèles  à  un  même 
plan  quelconque^  soit  alors  un  plan  Q  parallèle  à  ces 
plans  tangents  et  tel,  que 

^Xj.X,. .  Ap  =  o, 

quelle  que  soit  la  direction  considérée^  le  point  Q 
enveloppera  une  certaine  surface  que  j'appellerai  la 
(/i  — ^)**'"*  enveloppe  diamétrale  de  la  surface  primi- 
tive. 

On  voit,  par  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus,  que  les  enve- 
loppes diamétrales  sont  les  polaires  du  plan  à  Tinfini. 

Les  coordonnées  du  plan  à  Tinilni  sont  infinies  ;  mais 
ou  voit  facilement,  par  les  formules  de  la  première  par- 
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tip)  qu6  ces  coordonnées  sont  entre  elles  comme  les  con- 
stantes m,  Hy  p,  g  (i^*  partie,  1,  3,  4).  Donc  : 

La  (n  —  p )'*'"*  enveloppe  diamétrale  se  déduira  de 
la  (n  —  pY^"*"  polaire  du  plan  (oto,  Jo,  ^o?  'o)>  ^^  Y 
remplaçant  ces  coordonnées  respectivement  par  les  con- 
stantes m,  n^  p,  y. 

4.  Avant  de  passer  à  Fétude  des  principales  propriétés 
des  polaires,  je  ferai  quelques  remarques  sur  les  form^ 
symboliques  que  j'ai  employées.  Et  d'abord  je  prendrai 
la  notation  plus  générale 

qui  donne,  sous  deux  formes  différentes,  la  p'^"""  polaire 

duplanP.(a:,,  j/,  ^/,  ti). 

Je  vais  démontrer  les  deux  identités 


1 


(9)  A',{AJ,U)  =  A|,(A^U), 

(10)  A;,(ai,u)  =  À'p^u. 

La  première  de  ces  relations  rendue  explicite  donne 


{,•) 


H 


Or  le  terme  général  de  la  fonction  H  est 
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it,  par  suite,  le  terme  général  du  premier  membre  de 
'égalité  (i^')  sera 

^^ x""'^  Y^^  z^'  ^^»  .ar<^  r^  z^  ^ 

a!  pi  7!^!  a,!  p,!  7.1^,1     i^i    i    i  '   i^^^'i'i 

m  admettant  que  les  nombres  entiers  positifs  a,  «i ,  etc., 
vérifient  les  relations 

'  \  a,H-pi+7,+  ^,  =  ç. 

En  opérant  de  la  même  manière  sur  le  second  membre  de 
Tégalité  (i^),  on  retrouve  la  même  expression  pour  le 
:erme  général.  L'identité  (9)  est  donc  vraie.  On  démon- 
Tcra  l'identité  (10)  en  introduisant  Thypothèse  /  =  « 
lans  l'expression  (2°),  et  en  ayant  égard  à  l'identité 
X  -4-  dy  [x  -h  a)^  =\x  -h  aY^. 

5.  Théorème  I.  —  Si  par  une  droite  fixe  D  on  mène 
es  plans  tangents  à  une  surface  donnée  par  son  égua-* 
ion  tangentielle,  le  produit  continu  des  sinus  des 
ingles  d'un  plan  quelconque  Q  passant  par  cette 
iroàe  D  avec  les  plans  tangents  çst  proportionnel  au 
^sultat  de  la  substitutipn  des  coordonnées  de  ce  plan 
dans  le  premier  membre  de  V équation  de  la  surface. 

Ce  théorème  n'est  que  la  traduction  de  l'égalité  sui- 
vante, qui  nous  est  fournie  par  Téquation  (4)) 

sin  QDT, .  sin  QDTJ . . .  sia  QDT»  _    U  (x,  y^z^t) 
sinPDT..sinPDT;...sinPDT;      ^^  (^•>  ^«^  ^«^ '•) 

6.  Théorème  II.  —  Le  point  polaire  d'un  plan  est  le 
centre  harmonique  par  rapport  au  plan  des  points  de 
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contact  des  plans  tangents  issus  d'une  droite  quelcon- 
que située  dans  ce  plan;  le  centre  harmonique  reste  donc 
invariable  lorsque  la  droite  se  déplace  dans  le  plan. 

Soient  Tj,  T,,...,  T„  les  points  de  conlact  des  plans, 
tangents  Tj,  T,,...,  T„  menés  à  la  surface  par  une 
droite  D  située  dans  un  plan  fixe  P;  \e  point  polaire  du 
plan  P  est  Tenveloppe  des  plans  Q  satisfaisant  (I)  à  la 
relation 
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tangQDP       UngPDT,       langPDT,  tangPDT, 


Or,  je  dis  que  le  plan  Q  passe  par  le  centre  harmo- 
nique C,  par  rapport  au  plan  P,  des  points  Ti,  Tt,.  *  •) 
T„.  Menons  {*),  en  effet,  par  C  un  plan  perpendiculaire 
à  la  droite  D,  et  désignons  par  £j,  ff9«  •  «9  ^n  1^  points 
d'intersection  par  ce  plan  auxiliaire  du  faisceau  (MTj, 
MTf,. . .,  MT„),  M  étant  un  point  quelconque  du  plan  P; 
et  soient  (O^i,  O/j,. . .,  Of„,  Op,  Oq)  les  intersections 
par  ce  même  plan  auxiliaire  des  plans  (DT,,  DTt,..., 
DT„,  DP,  DQ).  D'après  la  définition  du  centre  harmo- 
nique d'un  système  de  points  dans  Tespace,  le  point  G 
sera  le  centre  harmonique,  par  rapport  à  la  droite  Op, 
des  points  (fj,  ^i,. . .,  f»)  situés  dans  le  plan  auxiliaire. 
Menons  enfin  par  le  point  C  une  droite  perpendiculaire 
à  Op,  et  soient  (p',  q*,  «',,  ï',,. . .,  t'^)  les  intersections 
de  cette  perpendiculaire  avec  les  droites  (Op^  O^,  Otj, 
O/t,. . .,  Otn).  D'après  la  définition  du  centre  harmo- 
nique d*un  système  de  points  dans  un  plan,  le  point  C 
sera  le  centre  harmonique,  par  rapport  au  point  p\  des 
points  («', ,  «^,, . . . ,  t^)  situés  en  ligne  droite  avec  p'\  nous 


(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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aurons  par  conséquent 

Mais  si  nous  remarquons  que 


// 


tangQDP:=2j^,      tangPDT,  =  _, 

la  relation  (i°)  nous  donne 

n    I  I  1 

De  la  comparaison  des  égalités  (2°)  et  (3°)  résulte 
p'Ct  =  p' q'^  c'est-à-dire  que  le  point  C  coïncide  avec  le 
point  q'^  ou  enfin  que  le  plan  Q  passe  par  le  centre  har- 
monique C,  par  rapport  au  plan  P,  des  points  de  con- 
UctT„T„...,T„. 

Or  le  plan  Q  est  tangent  au  lieu  des  centres  harmoni- 
ques. EnefTet,  le  point  de  contact  d'un  plan  tangent  est 
Tinlei^section  de  ce  plan  avec  les  plans  tangents  infiniment 
voisins  ;  par  suite,  si  nous  considérons  des  faisceaux  de 
plans  tangents  infiniment  voisins  du  précédent,  le  point  C 
restera  le  même,  et  les  plans  Q'  correspondant  à  ces  fais- 
ceaux se  couperont  au  point  C;  donc  le  point  C  est  le 
point  de  contact  du  plan  Q.  Ainsi  les  plans  Q  envelop- 
pent le  lieu  des  centres  harmoniques  des  points  de  contact 
des  plans  tangents  issus  d'une  droite  quelconque  du 
plan  P;  or,  l'enveloppe  des  plans  Q  est  un  point,  point 
polaire  des  plans  P.  Donc,  etc. 

Lorsqu'on  suppose  le  plan  P  à  Tinfini,  le  centre  har- 
monique devient  le  centre  des  moyennes  distances,  et 
nous  avons  ce  théorème  : 

Si  Von  mène   à  une  surface  de   n'*"*'  classe  tous 
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ses  plans  tangents  parallèles  à  un  même  plan,  leurf 
points  de  contact  auront  pour  centre  des  moyennes  dis- 
tances un  point  fixe,  quelle  que  soit  la  direction  da 
plan  considéré,  et  ce  point  fixe  est  le  point  polaire  du 
plan  à  Vinfini. 

Je  donnerai  à  ce  point  le  nom  de  centre  des  moyennes 
distances  de  la  surface. 

7.  Théorème  III.  —  Si  deux  surfaces  de  n**'"'  classe 
sont  tangentes  aux  mêmes  points  à  un  même  faisceau 
de  n  plans,  Iç  point  polaire  d^un  plan  quelconque  pas- 
sant par  V  arête  du  faisceau  sera  le  même  pour  les  deux 
surfaces. 

Car  le  point  polaire  coïncide  avec  le  centre  harmo- 
nique, lequel  est  évidemment  le  même  pour  les  deux 
surfaces. 

Corollaire  I.  —  Si  P  est  le  plan  considéré  passant 
par  r arête  du  faisceau^  et  si,  par  une  droite  quetcon^- 
que  D  située  dans  ce  plan  y  on  mène  les  plans  tangents 
Ti,  T|,. . .,  T^  à  la  première  surface^  puis  les  plans 
tangents  ti^t^,. .  .^t^à  la  seconde,  on  aura  la  relation 

tangPDT.  UogPDf/ 

Le  point  polaire  du  plan  P  est  en  effet  le  même  pour 
les  deux  surfaces;  or,  si  Q  est  le  plan  passant  par  la 
droite  D  et  le  point  polaire  commun,  on  a  (I) 


°^      ^  tangPDT,       tangPDQ  tengPDrJ 

ce  qui  démontre  la  relation  énoncée. 

CoaoLLÀiRB  II.  —  Par  une  droite  fixe  D^  menée  dans 


(59) 
un  plan  P,  soient  m^néslef'n  plan$  tangents  Ti,  Ttv, 
Tn  à  une  surface  de  n'*"**  classe;  maintenant^  par  une 
droite  quelconque  D' située  dans  le  même  plan,  conduit' 
sons  les  n  plans  tangents  ti,  ff , . . . ,  if„;  pttw,  par  cefte 
même  droite  D'  e^  /i9#  points  de  contact  des  plans  tan** 
gents  Ti,  Tj, . . .,  T„,  menons  les  n  plans  D'/'i,  D'r«,«.*9 
D'r„;  o/i  azira  la  relation 

fapgPD'rî  tangPDV, 

Nous  pouvons  en  effet  regarder  les  n  points  de  con- 
tact des  plans  tangents  primitifs  comme  une  surface  de 
YifimM  classe;  et  alors  les  plans  tangents  menés  à  cette  sur- 
face par  la  droite  D'  ne  sont  autres  que  les  plans  DVj, 
D'r,, . . . ,  D'r„5  le  théorème  énoncé  n'est  donc  qu'un  eas 
particulier  du  corollaire  précédent. 

CoROLLÂiiLE  III. — Lorsque  deux  si^rf aces  de  n***"*  clause 
sont  tangentes  aux  mêmes  points  à  un  même  faisçeai^ 
de  n  plans  parallèles^  ces  deux  surfaces  ont  le  même 
centre  des  moyennes  distances. 

En  effet,  le  théorème  (III)  est  encore  vrai  lorsque  la 
droite  d'intersection  des  plans  est  à  l'infini  ;  et  alors,  le 
point  polaire  d'un  plan  quelconque'P  parallèle  aux  plans 
tangents  communs  sera  le  même  pour  les  deux  surfaces  ; 
or,  lorsque  le  plan  F  est  à  Tinfini,  le  point  polaire  e9t  le 
centre  des  moyennes  distance^, 

8.  Théorème  IV.  -^  L enveloppe  des  plans  dont  les 
p^èmt»  polaires  touchent  un  plan  donné  Tq  est  la 
[n — p)""*  polaire  de  ce  plan. 

La  ^**"**  polaire  d'un  plan  Pi  est 
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cette  surface  devant  toucher  le  plan  fixe  Pe,  on  aura 

ou,  en  regardant  (a?i,  jKn  ^u  ^)  comme  des  coordonn 
courantes, 

/     d.         d.         d.         d.y-p^^ 

c'est  précisément  la  [n  — ^)'*'"'  polaire  du  plan  P©. 

De  ce  théorème  nous  concluons  les  cas  particuliers  ! 
vants  : 

L'enveloppe  des  plans  dont  les  premières  polaires  t 
chent  un  plan  fixe  est  le  point  polaire  de  ce  plan^  d 
ces  plaiis  passent  par  un  point  fixe. 

L'enveloppe  des  plans  dont  les  points  polaires  parc 
rent  un  plan  fixe  est  Ja  première  polaire  de  ce  plan. 

L'enveloppe  des  plans  dont  les  p**'«"  polaires  touch 
le  plan  à  l'infini  est  la  [n  — py^"^  enveloppe  diaméti 
de  la  surface. 

9.  Théorème  V.  — Les  premières  polaires  de  tous 
plans  passant  par  un  point  fixe  ont  [n  —  i)'  plans  t 
gents  communs^  qui  sont  les  (n  —  i)'  plans  ayant  p 
point  polaire  le  point  fixe. 

Nous  venons  de  voir,  en  effet,  que  Tenveloppe 
plans  dont  les  points  polaires  sont  sur  un  plan  fixe  es 
première  polaire  de  ce  plan  5  et  réciproquement,  tout  { 
tangent  à  la  première  polaire  d'un  plan  a  son  point  poL 
sur  ce  plan;  cette  réciproque  résulte  du  même  calcul, 
soit  un  point  fixe  O  5  imaginons  un  plan  P  passant  pa 
point-,  les  plans  dont  les  points  polaires  décrîveni 
plan  P  sont  tangents  à  la  première  polaire  S  de  ce  p 
surface  de  (n — i)**'"'  classe.  On  voit  do  même  que 
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plans  ayant  pour  point  polaire  le  point  O  doivent  aussi 
être  tangents  aux  premières  polaires  S',  S'*^  de  deux  antres 
plans  P',  P''  passant  par  le  point  O.  Ainsi  tout  plan  tan- 
gent commun  aux  trois  surfaces  S',  S'',  S"'  a  pour  point 
polaire  le  point  O,  et  réciproquement.  Mais  ces  trois  sur- 
faces, qui  sont  toutes  trois  de  (n  —  i)'^***  classe^  ont 
(n  —  i)'  plans  tangents  communs.  Donc  le  point  O  est  le 
point  polaire  de  (ti  —  i)'  plans,  etc. 

10.  Théorème  VI.  —  Le  point  polaire  d'un  plan  tan- 
gent  à  la  surface  est  le  point  de  contact  de  ce  plan  tan^ 
gent^  et  réciproquement^  lorsqu^un  plan  contient  son 
point  polaire^  ce  plan  est  tangent  à  la  surface  au  point 
polaire. 

Car  le  point  polaire  du  pian  P^  est 

or,  si  ce  plan  est  tangent  à  la  surface,  on  a 

(2")  U(aro,7o,  aîo,  ^o)  =  o; 

ces  équations  donnent  précisément  le  point  de  contact 
du  plan  Po  (première  partie).  Réciproquement^  en  expri- 
mant que  le  point  polaire  est  sur  le  plan,  on  a 

/^U\  (dV\  /ciV\  /dV\ 

=  /iU(a:o,jr.,  2o,  ^o)==o; 
c'est-à-dire  que  le  plan  Po  est  tangent. 

1 1 .  Théorème  VII.  —  Les  plans  tangents  aux  points 
ail  un  plan  fixe  coupe  une  surface  sont  en  même  temps 
tangents  à  la  première  polaire  de  ce  plan. 

Nous  avons  vu  en  eifet  que  la  première  polaire  d'un 
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flmBk  P  e$%  Tedveioppt  «les  plans  dont  le»  pointA  polaire» 
décrWenl  le  plad  P  (8)^,  par  suite,  si  le  point  polaire  est 
un  des  points  de  l'intersection  du  {dan  P  arec  la.snrface, 
le  plan  dont  il  est  le  point  polaire  sera  en  même  lemps 
tangent  k  la  surface  en  ce  point  (10).  Donc  ka  plans  tan- 
gents à  la  surface  aux  points  où  elle  est  coupée  par  le  plan  P 
•Ont  en  même  temps  tangents  à  la  première  polaire  de 
ce  plan.  Réciproquement,  tout  plan  tangent  commun  k 
la  surface  et  à  la  première  polaire  du  plan  P  est  tangent 
en  un  des  points  d'intersection  du  plan  avec  la  surface^ 
car  le  pomt  polaire  est  à  la  fois  sur  le  plan  P  (8)  et  isur  le 
plan  tangent  (10). 

12.  Théorème  VIII.  —  Les  plans  tangents  auxpoinis 
où  une  droite  rencontre  la  surface  sont  tangents  en 
même  temps  à  la  première  polaire  d^un  plan  qtietconque 
passant  par  cette  droite.  Une  surface  de  n^'^'  classe 
est^  en  général^  de  V ordre  n  (n  —  i)'. 

Soit  D  la  droite  donnée,  P  un  plan  passant  par  cette 

droite,  et  S  la  première  polaire  de  ce  plan  -,  les  plans  tan- 
gents aux  divers  points  de  la  courbe  d'intersection  de- 
vront toucher  la  surfaces  (11).  il  en  sera  de  ttiêm«  ponr  la 
première  polaire  S'  d'un  second  plan  P^  passatit  par  la 
droite  D.  Ainsi  tout  plan  langent  à  la  surface  en  un  poifit 
où  elle  est  rencontrée  par  la  droite  D  devra  toucher  aussi 
les  premières  polaires  S  et  S'.  La  réciproque  est  visible, 
car  le  point  polaire  d'un  plan  tangent  à  S  cl  S'  est  sur  la 
droite  D  (8)  ;  et  comme  le  plan  louche  la  surface  primi- 
tive, le  point  polaire  est  le  point  de  contact  (10).  Or^  les 
trois  surfaces  considérées  étant  des  classes  respectives  n, 
{n — i)  et  [n — i)}elles  auront,  en  général,  n  [n — i)*  plans 
tangents  communs.  Donc  la  droite  D  rencontre  la  surface 
en  n  {n  —  i)*  points. 

{La  smite  prockaim^Henu) 
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BB  U  PROJECTION  (UfiCHE  (soile) 

(Toirsraéiie.  klT,  p.  88S); 

Pae  m.  Abu;  TRANS(»f. 


XI.  Objet  de  ce  second  article,  —  On  a  vu  que,  par 
la  projection  gauche,  toute  ligne  de  Tordre  n  est  trans- 
fonnée  en  une  ligne  de  Tordre  a  n  ;  à  moins  que  la  ligne 
primitive  ne  passe  par  certains  points,  circonstance  qui 
en  réduisant  Tordre  à  n'être  plus  que  Tun  des  nombres 
a» — I,  a» — a,  a» — 3,. ..,  permet  d'obtenir  des  trans- 
formées  d'ordre  impair  aussi  bien  que  d'ordre  pair* 
J'ajoute  que  toute  ligne,  après  sa  transformation^  passe 
par  trois  points  particuliers  du  tableau,  lesquels  trois 
points  sont  pour  chacune  des  transformées  des  points 
multiples  de  Toidre  n,  si  n  marque  Tordre  de  la  ligne 
primitive. 

Ces  propriétés,  qu'on  pourrait  croire  caractéristiqii^f 
de  la  projection  gauche,  lui  sont  communes  avec  la  trans* 
iormatioa  par  rayons  vecteurs  réciproques  telle  qn  elle  a 
été  récemment  généralisée  par  M.  Hirst  (*).  IV  après  eeU) 
et  probablement  aussi  à  cause  de  la  très^grande  dîver** 
rite  de  eonditioBs.  que  comrporte  cette  nouvelle  mélliode^ 
comparativement  à  la  détermination  unique  des  condi* 
tions  de  la  projection  gauche,  plusieurs  personnes  ont 
présumé  que  les  résultats  de  M.  Hirst  devaient  com^ 
prendra,  comme  des  cas  particuliers,  ceux  que  j^ai  pr^ 
sentes  dans  un  précédent  article.  Je  me  propose  de  mon-r 


(*)•  O»  ite  fuaébie  im^ershm  qfplane  cmves,  by  f.-A.  HmST»  F.  R.  S.j 
from  the  Prùceedings  qfihe  Royal  Sœietr»  Marsh  3,  i865. 
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trer  ici  qa*une  telle  opinion  serait  inexacte.  Je  rendrai 
raison  de  ce  que  les  deux  méthodes  ont  en  commun  cer- 
taines propriétés,  et  cependant  je  ferai  voir  qu^elles  ne 
sont  pas  réductibles  l'une  à  Tautre.  Je  ne  crains  pas 
d'entrer  dans  cette  discussion,  parce  que  le  lecteur  y  trou- 
vera au  moins  l'avantage  de  connaître  les  principes  de 
l'intéressante  méthode  due  à  M.  Hirst. 

XII.  Théorème.  —  Si,  après  avoir  construit  une  pro* 
jection  gauche^  on  fait  tourner  le  plan  du  tableau  au- 
tour de  son  intersection  av^ec  le  plan  primitifs  les  deux 
figures  ne  cessent  pas  d'être  les  projections  Vune  de 
Vautre  (*). 

Cette  propriété,  qui,  comme  on  sait,  appartient  aussi  à 
la  projection  centrale  ou  perspective,  nous  permettra  de 
rabattre  le  plan  du  tableau  sur  le  plan  primitif,  ou  mieux 
encore,  de  faire  la  transformation  gauche  d'une  figure 
plane  dans  son  plan  ;  ce  qui,  en  supprimant  toute  considé- 
ration des  trois  dimensions  de  Tespace^  facilitera  la  com- 
paraison de  cette  sorte  de  transformation  avec  la  méthode 
des  rayons  vecteurs  réciproques. 

Xm.  Transformation  gauche  dans  le  plan,  —  Soient 
A  et  B  les  pieds  des  directrices  dans  le  plan  primitif;  A' 
et  B'  leurs  pieds  sur  le  tableau,  celui-ci  étant  supposé 
rabattu  sur  le  premier  par  une  rotatioa  autour  de  Tinter- 
section  commune  //'. 

On  verra  aisément  que  pour  obtenir  le  point  O'  cor- 
respondant ou  transformé  du  point  O,  il  faut  joindre  ce 
dernier  aux  points  A  et  B;  prolonger  les  lignes  OA,  OB 


(*)  Je  laisse  aux  jeunes  lecteurs  des  Nouvelles  Annales  le  soin  de  dé- 
montrer ce  théorème,  et  aussi  la  correspondance  des  points  du  plan  pri- 
mitif et  du  tableau  indiqué  au  n^  XIII. 
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jusqu'à  leurs  rencontres  a  et  /3  avec  //',  puis  pousser 
aA'et  (3B' jusqu'à  leur  rencontre  qui  sera  le  point  O'. 

FiG.    I. 

A'/      \ 


'■'Ly-         ^'-   "^ 


\\ 


a        i7  § 

1/ 


f 


On  peut  appeler  //'  ïaxe  de  transformation  \  A,  B,  /' 
seront  les  trois  points  principaux  de  la  figure  primitive; 
et,  conoime  il  y  a  une  réciprocité  parfaite  entre  les  deux 
figures,  A',  B'  et  l  seront  les  trois  points  principaux  de  la 
seconde. 

Les  plus  simples  principes  de  la  Géométrie  supérieure 
donneront  les  propriétés  de  cette  transformation  plane. 

Supposant,  par  exemple,  que  O  décrive  une  ligne  droite, 
le  lieu  de  O'  est  une  conique  comme  étant  déterminé  par 
les  rencontres  des  rayons  homologues  de  deux  faisceaux 
homographîques  ayant  pour  centres  A'  et  B'. 

De  là,  et  par  un  raisonnement  employé  dans  le  pre- 
mier article,  cette  conséquence,  que  toute  courbe  se  trans- 
forme en  une  autre  dont  l'ordre  est  double. 

A  un  point  déterminé  de  Tune  des  figures  correspond 
généralement  un  point  unique  de  l'autre  figure;  mais  il  y 
a  exception  pour  les  points  des  droites  qui  joignent  deux 
a  deux  les  points  principaux.  C'est  ainsi  que  : 

i^  A  un  point  quelconque  de  AB  correspond  un  seul 
point,  le  point  l  du  tableau  \ 

Ann.  ée  MathémuL,  3«  série,  t.  V.  (FéTrier  1866.)  5 
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a^  A  un  point  quelconque  de  A/'  correspond  le  Mnl 
point  B'; 

3°  A  un  point  quelconque  de  B/'  correspond  le  seul 
point  A'. 

On  peut  dire  aussi  qu'au  seul  point  A  correspondent 
indifféremment  tous  les  points  de  /B';  au  point  B  tous 
ceux  de  /A';  au  point  /'  tous  ceux  de  A'B',  et  ceci  peut  se 
voir  directement  ou  bien  être  conclu,  par  voie  de  récipro- 
cité, des  trois  remarques  précédentes. 

D'ailleurs,  de  ces  remarques  et  du  fait  qu'une  droite 
quelconque  de  la  figure  primitive  rencontre  nécessaire- 
ment AB,  AZ'  et  B/',  il  s'ensuit  que  la  conique  dans  la- 
quelle cette  droite  se  transforme  passe  nécessairement 
par  les  trois  points  l^  B'  et  A' 5  ce  qui  motive  suffisam- 
ment leur  dénomination  de  points  principaux  du  taBIean. 

Et  plus  généralement,  comme  une  courbe  l'ordre  w, 
tracée  sur  le  plan  primitif,  a  n  rencontres  avec  les  mêmes 
trois  droites  AB,  A/',  B/',  il  est  manifeste  que  sa  trans- 
formée aura  un  point  multiple  de  Tordre  n  en  cbacundes 
mêmes  points  /,  B'  et  A'. 

XIV.  Transformation  par  rayons  vecteurs  récipro- 
ques {méibode  de  M.  Hirst).  —  Au  lieu  de  considérer,, 
comme  à  l'ordinaire,  un  cercle  (de  rayon  OR)  et  de 
prendre  sur  chaque  droite  issue  du  centre  deu^L  points 
conjugués  a  et  a\  dont  les  distances  à  ce  même  cemre 
constituent  les  deux  rayons  réciproques  et  sont  liées  par 
la  relation 

Oa.Oa'  =:ÔK  j 

M.  Hirst  prend  pour  courbe  fondamentale ,  now  pins  un 
cgrcle,  maÎ3  une  conique  queloonque  5  îl  donne  pour  ori- 
gine aux  rayons,  non  pas  le  centre  de  cette  conique,  mais 
uïi;  poîat  quelconque  A  de  son  plan  ;  puis,  sur  chaque 
droite  AR  issue  de  ce  point,  il  appelle  conjugués  deux. 
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jKÂntsp  et  p'  tels,  que  Tua  d'eux  appartienne  à  là  polaire 
de  l'antre,  condition  qui  entraîne  entre  ces  deux  points 
une  parfaite  réciprocité. 

La  position  du  point  A  qui  peut  être  intérieur  ou  exté- 
rieur à  la  conique  ou  placé  sur  son  périmètre;  le  choix 
même  de  la  conique,  qui  peut  être  soit  Tune  des  trois 
coarbes  générales,  soit  quelqu'une  de  leurs  variétés, 
comme  cercle,  hyperbole  équilaière,  couple  de  droites 
réelles  ou  imaginaires...;  ces  circonstances  très-<liYerses 
offrent  à  l'auteur,  indépendamment  des  lois  propres  à  la 
transformation  généralisée,  une  foule  de  résultats  très- 
dignes  d'intérêt. 

Sans  entrer  dans  ce  détail,  je  me  bornerai  à  signaler  les 
propriétés  principales  qui  rapprochent  la  transformation 
gauche  de  la  nouvelle  méthode  des  rayons  réciproques  et 
quelques-unes  de  celles  qui  l'en  distinguent  essentielle- 
ment. 

A  cet  effet,  je  prends  pour  exemple  de  la  méthode  de 
M.  Hirst  le  cas  où  le  point  A,  origine  commune  des  rayons 
réciproques,  est  à  l'extérieur  de  la  conique. 

Fie.  3. 


Ayant  mené  du  point  A  les  deux  tangentes  AB,  AC  et 

5. 
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la  corde  de  contact  BG,  on  verra,  d*après  la  définitioi^  des 
points  conjugués,  que  si  un  point  quelconque  du  plan  se 
transforme  en  un  point  unique,  il  y  a  cependant  excep- 
tion : 

i^  Pour  tous  les  points  de  la  corde  de  contact,  lesquels 
ont  pour  leur  conjugué  commun  le  point  Â; 

*L^  Pour  tous  les  points  de  Â6  qui  ont  leur  conjugué 
enB; 

3°  Pour  tous  ceux  de  AC  qui  ont  leur  conjugué  en  C. 

D^ailleurs  deux  points  conjugués  p  etp'  sont  toujours^ 
par  définition,  sur  une  même  ligne  (comme  AR)  issue 
du  point  A. 

D'après  cela,  l'ordre  d'une  courbe  transformée  se  dé- 
duit aisément  de  l'ordre  de  la  courbe  primitive.  Celle-ci, 
par  exemple,  étant  de  l'ordre  n,  rencontre  toute  droite 
comme  AR  en  n  points  p  qui  donnent  lieu  sur  cette  même 
ligne  à  n  points  p'  de  la  transformée^  mais  de  plus,  la 
courbe  primitive  rencontre  aussi  la  corde  de  contact  en 
n  points  qui  donnent  lieu  pour  la  transformée  à  un  point 
multiple  de  Tordre  tï  en  A.  Ainsi,  la  transformée  a  an 
rencontres  avec  toute  ligne  issue  du  point  A;  donc  elle  est 
de  l'ordre  aw,  et  on  verra  aisément  que  les  points  B  et  C 
lui  sont,  comme  A,  des  points  multiples  dont  la  multi- 
plicité est  d'ordre  w. 

J'omets  les  exceptions  qui  peuvent  résulter  du  passage 
de  la  courbe  primitive  par  l'un  de  ces  trois  points.  Il  suffit 
de  dire  qu'ils  sont  analogues  aux  trois  points  principaux 
du  tableau  de  la  projection  gauche  (*)• 

Mais  outre  que  la  réciprocité  ne  fait  pas  naître  ici  des 
points  principaux  qui  soient  particuliers  à  la  figure  pri- 
mitive, j'observerai  que  dans  la, méthode  des  rayons  réci- 


(*}  On  remarquera  que,  si  le  point  A  est  intérieur  à  la  conique,  les  deux 
points  B  et  G  Bofit  imaginaires* 
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proques  (simple  ou  généralisée),  les  points  de  la  conique 
fondamentale  sont  h  eux-mêmes  leurs  conjugués,  et  possè- 
dent cette  propriété  à  l'exclusion  de  tous  les  autres  points 
de  la  figure.  Dans  la  transformation  gauche,  les  points  de 
Taxe  de  transformation  sont  à  eux-mêmes  leurs  conjugués, 
et,  hors  de  cette  ligne,  il  y  a  un  points  un  seul  point,  doué 
de  la  même  propriété  :  c'est  le  point  de  rencontre  de  AA' 
avec  BB^ 

C'est  ici  une  dîflférence  essentielle  ^  car  la  conique  fon- 
damentale de  l'autre  méthode  ne  saurait  donner  lieu 
parmi  ses  variétés  à  cet  ensemble  :  une  droite  et  un  point. 

D'ailleurs,  les  points  conjugués  pelp'de  isijig.  2  sont 
toujours  en  coUinéation  avec  un  même  point  A.  Or,  on 
trouve  bien  dans  la  transformation  gauche  {^g*  i)  que  le 
conjugué  d'un  point  de  AA'  est  sur  cette  même  ligne  AA', 
et  que  le  conjugué  d'un  point  de  BB'  est  aussi  sur  BB^ 
n  faudrait  donc,  pour  pouvoir  affirmer  la  coïncidence 
des  deux  méthodes,  que  les  points  conjugués  O  et  O' 
fussent  en  coUinéation  avec  le  point  y,  rencontre  de  AA' 
et  BB'.  Ainsi,  les  deux  triangles  AOB,  A'O'B',  auraient 
leurs  sommets  de  même  nom  en  coUinéation  avec  un  même 
point;  mais  alors  il  faudrait,  d'après  un  théorème  bien 
connu,  que  les  points  l  et  l'  fussent  confondus  en  un 
seul,  c'est-à-dire  que  les  deux  côtés  homologues  AB  et  A'B' 
se  rencontrasssent  sur  la  droite  a  (3  qui  joint  les  rencon- 
tres (AO,  A'O')  et  (BO,  B'O').  Or  cela  n'est  pas  admis- 
sible, yu  l'indépendance  essentielle  des  quatre  points  A, 
A',  B,  B',  relativement  à  là  droite  //'. 

XV.  Explication  de  V analogie  des  deux  méthodes. — 
Après  avoir  établi  surabondamment  que  les  deux  modes 
de  transformation  sont  bien  distincts,  je  dirai  que  leur 
propriété  commune,  de  doubler  l'ordre  des  courbes  trans- 
formées avec  apparition  constante  de  trois  points  mul- 


(70) 
djdes,  ûeml  maiiîfestemeiit  it  ce  que  telle  e&t  1«  loi  géné- 
rale des  trattafonaalions  où  un  point  correspond  à  un 
foimt  vmkfoek  el  iMScîproquement. 

C'est  ce  que  M.  Magiius  a  dëmositré  à  Taidedes  foiviules 
générales  que  j'ai  rapportées  précédemment.  J'ajoute  que 
par  ces  mêmes  formules  on  trouvera  saus  difficulté  que, 
généralement,  il  y  a  dans  ces  sortes  de  transformation 
quatre  points  qui  sont  à  eux-mêmes  leurs  propres  traons- 
formés,  mais  que,  sous  des  conditions  particulières  qui 
sont  inconciliables  entre  elles,  ces  points  peuvent  ètreen 
nombre  infini  : 

i^  Sur  une  conique  quelconque^  ce  qui  coiurespond  à 
la  métbode  de  M.  Hirst  \ 

a^  Sur  wie  droite  accompagnée  dua  pomt^  ce  .cpi 
cm:'respondà  la  transfojcmation  gauche. 

Nota.  —  On  vient  de  voir,  en  réalisant  la  transfor- 
mation gauche  dans  le  plan  de  la  figure  primitive,  qu^il 
n'existe,  en  dehors  de  l'axe  de  transformation,  qu*un  seul 
point  qui  soit  à  lui-niéme  son  transformé.  Ce  résultat, 
qui  s'explique  par  les  formules  générales  de  M.  Magnns, 
et  qui  est  décisif  pour  l'objet  du  présent  article,  se  voit 
très-facilement  par  la  projection  gauche  elle-même.  *En 
effet,  si  le  pointO',  projection  du  point  O,  est  lél,qil\apfés 
le  rabattement  du  tableau  sur  le  plan' primitif  ces  deux 
points  coïncident,  il  est  manifeste  que  la  ligne  OO' ddit 
être  perpendiculaire  au  plan  qui  partage  en  deux  clé- 
ment l'angle  dièdre  du  plan  primitif  et  du  tableau.  iCc- 
pendant  cette  même  ligne  rencontre  à  la  fois  les  deux 
directrices  -,  elle  est  donc  Tîntersection  des  deux  plans  qui 
pr9Jettent  orthogooalement  ces  mêmes- directrices  sur  ce 
,  plan. bissecteur:  Or  la  déteiviination  d'une  telle  ligne  est 
unique.  Donc,  etc. 
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NOTE  SDR  LES  LIGNES  D OMBRE  ET  D'OMRRE  PORTÉE; 

•Par  m.  OssiAir  BONNET. 


Considérons  une  surface  à  courbures  opposées  Z  et  cir- 
conscmvms  a  loetle  surface  «n  cylkBfdre  dont  tes  généra- 
trices soient  pavaUèles  à  l'use  des  asjaptotes  AS  de  Tin- 
dîcatrice  relative  au  point  A.  On  sait  que  la  courbe  de 
contact  passera  par  le  point  Â  et  y  sera  tangente  à  la 
ligne  AS;  que  la  courbe  d*ombre  portée,  c'est-à-dire 
Tintersection  du  cylindre  circonscrit  avec  la  surface  2, 
passera  aussi  par  le  point  A  et  y  aura  même  tangente  AS  ; 
enJBn  on  peut  ajouter  que  les  plans  osculateurs  ea  A  des 
deux  courbes  il<>ailM>e  et  d'ombre  perlée  se  confondent 
avec  le  plan  tangent  eu  A  à  la  surface  £.  Tous  ces  i:^ 
anUats  sojaft  bien  connus  et  servent  en  Géométrie  descrip- 
tive pour  la  détermânatioa  des  points  renàavquables  -èxa^ 
^pidis  on  a  donné  le  nom àe  fi^HMts Âe passage i  maison 
n*a  point  encore  déteroûné,  ^ue  j«  .sache,  les  rayons  de 
oouilittre  «t  de  torsîoa  au  point  A  des  deux  lignes  d'onubre 
et  d'ombre  portée  dont  il  s'agit.  Or,  si  Ton  appdle  p^  «t 
To  ks  Tayons  de  toourbure  et  de  torsion  au  point  A  de  la 
l^gne  asymptoiique  tacigente  à  AS  (j'ai  détermiioé  p^  en 
fonction  des  rayons  de  courbure  principaux  et  des  dérÎFçes 
de  ces  rayons  de  courbure  dans  une  J^ote  insérée  au 
tomçt  IV,  p.  aS^,  de  ce  jonroali  ^nant  à  To,  il  est  ^al  à 
^o— KR',  c'est-jndirea  l'inver6edelaço«8i)areâeG«iXBs), 
f  et  r  les  myona  de  ooudbure  i^  de  Mrsîo»  de  la  ligne 
d'ombre,  ji«  et  r^  les  rayons  de  onud^nre  dt  de  tornon  4e 
la  ligne  d'ombre  postée,  on  trouve^  soit  par  le  calcul,  soit 
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par  des  considérations  simples  de  Géométrie  infinitési- 
male, 


p  =^p,f     r  =-^ro, 


p,»i=r2pa         ''i  =  —  '*•• 


SUR  LA  PLUS  COURTE  DISTANCE  DE  DEUX  POINTS 
SUR  LA  SURFACE  DE  LA  SPHÈRE; 

Par  m.  JARRIGE, 

Professeur  au  lycée  de  Saint-Étienne. 


Soient  A  et  B  deux  points  situés  sur  la  surface  de  la 
sphère,  AB  Tare  de  grand  cercle  moindre  qu'une  demi- 
circonférence  qui  passe  par  ces  deux  points,  et  M  un 
point  pris  sur  AB.  Du  point  A  comme  pôle,  avec  le 
rayon  spbérique  AM,  je  décris  un  petit  cercle;  du  point.B 
comme  pôle,  avec  le  rayon  BM,  je  décris  un  autre  petit 
cercle.  Ces  petits  cercles  se  touchent  au  point  M  et  sont 
extérieurs  Tun  à  l'autre,  puisque  Tare  AB  est  moindre 
qu  un  demi  grand  cercle. 

Cela  posé,  je  dis  que  le  plus  court  chemin  de  A  en  B 
passe  par  le  point  M.  En  effet,  tout  chemin  ApqB  ne 
passant  pas  par  le  point  M  coupe  les  petits  cercles  en  p 
et  ^;  or  le  plus  court  chemin  de  A  en  p  est  égal  au  plus 
court  chemin  de  A  en  M  (lemme  connu),  le  plus  court 
chemin  de  B  en  ^  est  égal  au  plus  court  chemin  de  B 
«n  M  (même  lemme).  Donc  le  chemin  ApgB  surpasse  le 
plus  court  chemin  de  A  en  M  plus  le  plus  court  chemin 
de  M  en  B  d'une  quantité  au  moins  égale  au  ftlus  court 


(73) 
chemin  de  p  en  ç.  Donc  le  plus  court  chemin  de  A  en  B 
passe  par  le  point  M 3  donc  il  se  confond  avec  AB,  puis- 
que M  est  un  point  quelconque  de  AB. 


EXPRESSIONS  GÉNÉRALES  DU  RAYON  ET  DE  LA  SURFACE 
DES  POLYGONES  GIRGONSCRIPTIBLES  ; 

Par  m.  Georges  DOSTOR, 

Docteur  es  Sciences  mathématiques» 
Professeur  au  lycée  impérial  de  Tîle  de  la  Réunion. 


1.  La  question  que  nous  nous  proposons  de  résoudre 
est  la  suivante  : 

Un  poljrgone  de  n  côtés  est  circonscrit  à  un  cerxle^ 
on  connaît  les  tangentes  a,  (3,  y^  â,  e,. . .  menées  des 
différents  sommets  du  polygone  à  la  circonférence  :  cal- 
culer,  en  ^valeur  de  ces  tangentes,  le  rayon  du  cercle  et 
la  surface  du  polygone, 

2.  Désignons  par  2  A,  2B,  2C, . . .  les  angles  du  poly-^ 
gone  respectivement  compris  sous  les  tangentes  («>«), 
((3,  j3),  (y,  y) , . . .  ,  nous  avons  régalité 


A  -4-  B  -4-  C  ^ . . .  =±  (/i  —  2)  - . 
^            ^  2 

On  sait  que  si  n  est  pair, 

cot(A-^-B  +  C-h...)  =  ±'~^'"^'''""' 
'            c,— C3-4-C5  — .. 

—  ? 

et  si  /»  est  impair^ 

cot(A^B  +  C-f-...)— ^-^'"'''"^^'"••^ 

—  j 

^4 


on  Ci  désigne  la  somme  des  cotangentes,  c,  la  somme  des 


.prodoiu  de  ces  cotaDgenles  denx  à  êeax^  et  «tnsi  de  soise. 
"Otj  lorsque  n  est  pair,  (n  —  2)  -  exprime  un  nombre 
pair  d'angles  droits,  et  Ton  a 

cet  (A  H- B  -4- C -f  . .  .)  =  00  , 
ce  tjni  exige  que 

^1  —  ^3  -+-  <^i  — . . .  =  o  ; 

et  lorsque  n  est  impair,  [n  —  2)  -  représente  un  nombre 
impair  d^angles  droits,  et  il  vient 

cet  (  A  +  B  -4- C  + . . .)  =  o, 

ce  qui  donne  la  même  relation.  On  a  donc,  "pour  les 
angles  d\in  polygone  fermé  quelconque»  convexe,  à 
angles  rentrants  ou  étoile,  la  formule  générale 

\1)  c,  —  C3  -h  C5  —  c.  H- .  .  .  =  o. 

3,  Rayon  du  cercle  inscrit.  —  Représentons  -ce  rayoïi 
par  R;  nous  avons 

tjt  fi  7 

C0tA=:—-î        COtB=-^j        C0lC  =  -^î'»-* 

R  Ix  A 

Si  nous  substituons  ces  valeurs  dans  la  formule  (I),  nous 
aurons  Téquation 

S|        S3        Ss^ S7 

R"^R^R'^""R'  ' 

où  nous  désignons  par  Si  la  somme  des  quantités  x^^y^ 
5,  e, . . .  5  par  S»  la  somme  de  leurs  produits  trois  à  trois,  etc. 
Deux  cas  sont  à  considérer  ici  : 

1  ^  Si  n  est  impair,  le  dernier  terme  sera  =^9  et  Téqua- 
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tkm  pourra  s'écrire 

[      (H)  StR—'—^jK—'-f-SsU— •—...  — o. 

1         2®  Si  n  est  pair,  le  dernier  terme  sera  ^^  et  Téqua- 

I      tioQ  se  réduira  i 

\      (IH)  S.R— «  — S.R'^^-hS.a»-"-.  ..=:o- 

Telles  sont  les  deux  premières  relations  que  nous  nous 
proposons  d'établir. 

4.  Remarque.  —  Lorsqu^on  permute  entre  eux  les  seg- 
r     ments  tangentiels  a,  (3,  y,  d, . .  .,  les  coefficients  Si,  Ss, 

Ss,...    ne  changent  pas^    les  équatians   (II)   et   (lU) 
donnent  donc  toujours  les  mêmes  valeurs  pour  R.  Donc  : 

Lorsqu'un  polygone  est  circonscriptible  à  un  cercle^ 
quel  que  soit  V ordre  dans  lequel  on  dispose  la  mite  des 
segments  tangentiels  des  côtés ,  le  nou\feau  polygone  sera 
encore  circonscriptible  au  même  cercle. 

5.  Applications.  —  i°  Triangle  : 
a°  Quadrilatère  : 

6.  Surface  du  polygone.  — £n  ap{>elaat  Q  Faire  4u 
polygone  circonscriptible,  nous  avons 

Q  =:  (  a -f- p -t- 7 -f- ^  + .  . .  )  R  —  S ,  R , 

R=i. 

s. 
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Substituons  cette  valeur  dans  les  deux  éqnïitioiis  (II)  ' 
et  (III)  et  effectuons  :  nous  obtenons  les  nouvelles  équa- 
tions 

(TV)     Q»-'  — SiSaQ^-^'-f-SISiQ"-^—  .  ,.z=zo     pour  «  impair, 
(V)       Q"—^  —  S, S3Q"-*  -f-SJ  SiQ"-*^  —  . . .  =0    pour  n  pair, 

qui  donnent  l'aire  du  polygone  en  fonction  des  quantités 

a,  P,7,  a, 

7.  Remarque.  —  L!aire  est  constante,  quel  que  soit 
V ordre  de  succession  des  segments  tangentiels  a,  (3,  7, 
î»  e, 

8,  Applications.  —  1**  Triangle  : 


(5)  Q^/^a  +  p_|_.y)^PY. 

2^  Quadrilatère: 

(6)  Q  —  v/(a  H-  ,8  -H  7  --h  (?)  (ap7  -I-  ap^  -h  ay^  -f-  ^7^). 


MÉTHODE  DE  GAIICBY  POUR  LE  CALCUL  DES  FONCTIONS 
SYMÉTRIQUES  DES  RACINES  DES  ÉQUATIONS  C"). 


177.  Cauchy  a  publié,  dans  ^es  anciens  Exercices  de 
Mathématiques  (4®  année,  p.  io3),  une  méthode  nou- 
velle et  fort  élégante  pour  obtenir  la  valeur  d'une  fonc- 


{*)  Extrait  du  Cours  d' Algèbre  supérieure  par  M.  J.-A.  Serret,  membre 
de  l'Institut,  etc.;  3«  édition,  1866,  t.  I,  p.  Sgi.  L*ouTrage  aura  deux  vo- 
lumes. Aussitôt  que  le  second  aur^  paru,  nous  rendrons  compte  de  cette 
troisième  édition  qui  se  distingue  des  deux  précédentes  par  d'impor- 
tantes améliorations.  .  P. 
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tion  symétrique  et  entière  des  racines  d'une  équation. 
Cette  méthode  consiste  à  éliminer  successivement  de  Tex- 
pres'sion  de  la  fonction  symétrique  qu'on  veut  évaluer 
chacune  des  racines  de  Téquation  proposée;  elle  repose 
sur  la  proposition  suivante  : 

Soit  V  une  fonction  symétrique  et  entière  des  racines 
a,  i,  c, . . . ,  z,  A,  /  d'une  équation 

que  nous  représenterons  aussi,  pour  abréger,  par 
Xr=:o; 

et  supposons  qu'ayant  éliminé  de  l'expression  de  V,  par 
un  moyen  quelconque,  toutes  les  racines  excepté  a,  on 
ait  mis  la  valeur  de  cette  fonction  sous  la  forme  d'un  po- 
Ipôme  entier  et  rationnel  ordonné  par  rapport  aux  puis- 
sances de  a,  que  Ton  ait,  par  exemple, 

Ao,  Al,  etc.,  étant  des  quantités  composées  rationnelle- 
ment avec  les  coefficients  de  l'équalion  proposée,  je  dis 
que  si  l'on  divise  celte  expression  de  V  par  le  polynôme 

A  =  a*  -+-  /?,  a*-*  -i- /?,«"—'  -f- . . .  +  pm-x  a  +  /?„„ 

obtenu  en  remplaçant  x  par  a  dans  X,  le  reste  de  la  di- 
vision ne  contiendra  pas  a,  et  sera  précisément  la  valeur 
de  la  fonction  V. 

En  effet,  si  Q  et  R  désignent  le  quotient  et  le  reste  de 
la  division  de  V  par  A,  on  aura  V=  AQ-f-R,  et  comme  A 
est  nul, 

V  =  R. 

D'ailleurs,  ce  reste  K  est  au  plus  du  degré  m  —  i  en  a  j 
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nems  le  représcntertms  par 

q^aP"'  •  -h  ^,  rt^-'  -f- .  . .  -*-  qw^^a  -f-^«^,» 

et  ron  aura 

V  :=  -7o«^'  -»-  7i «"^  -f- . . .  -4-  qm^^a  4-  7«-i. 

Mais  V  étant  une  fonction  symétrique,  on  peut  changer 
les  lettres  a  et  i  l'une  en  l'autre,  ainsi  que  a  et  c,  etc. 5  et 
comme,  par  ces  changements,  ^o»  (Ju  ^^^c.,  conservent 
leurs  valeurs,  il  s'ensuit  que  l'équation 

q,ar-'  H-^,.r^-2-4-...-t-^^,j:-|-(^^_,  __  V):=o 

sera  satisfaite  en  remplaçant  x  par  l'une  quelconque  des 
m  racines  a,  &^. . .,  /l,  /;  ce  qui  est  impossible,  à  moins 
que  les'  coefficients  ne  soient  tous  nuls,  car  cette  équa- 
tion n'est  que  du  degré  m —  1  ;  on  aura  donc,  en  partica* 
lier, 

^„,_,  —  V  =  o 
ou 

V  ~-  q„,^,y 

comme  nous  l'avions  annoncé. 

La  démonstration  précédente  suppose  que  les  tn  racines 
a,  i,  c, . . . ,  Âr,  /  sont  inégales  5  mais  les  conclusions  pré- 
cédentesne  subsistent  pas  moins,  si  quelques-unes  de  ces 
racines  sont  égales  entre  elles.  Nous  emploierons,  pour 
justifier  cette  assertion,  un  raisonnement  dont  on  fait  on 
fréquent  usage  en  analyse. 

Si  Féquation  X  ^=  o  a  des  racines  égales^  on  considé"* 
rera  d'abord  à  sa  place  une  équation  Xi  =  o,  dont  toules 
les  racines  seront  inégales,  et  qu'on  obtiendra  en  faisant 
subir  des  modifications  insensibles  aux  coefficients  de  X; 
pai'  exemple,  si  l'équation  X  ==  o  a  trois  racines  égales  i 
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Oj  et  cpe  les  antres  racineB  soienl  différentes,  on  prendra 

L«  polynôme  Xi  ne  diffère  de  X  (ju'cn  ce  que  deux  des 
trois  racines  égales  à  a  sont  remplacées  par  a  +  A  et 
a-^-V:  on  voit  aisément,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d*în- 
sîster  davantage,  comment  on  devrait  choisir  le  poly- 
nôme Xi,  si,  outre  les  trois  racines  égales  à  a,  l'équation 
proposée  avait  plusieurs  racines  égales  à  S,  à  c,  etc.  Cela 
posé,  substituant  l'équation  X^  =  o  à  X  =  o,  et  conser- 
vant d'ailleurs  les  notations  précédentes,  on  arrivera  à 
Féqualion 

et  cette  équation  aura  lieu,  quelque  petites  que  soient  les 
quantités  A,  h\  etc.;  elle  aura  donc  lieu  aussi  h  la  limite, 
qaand  on  fera  A  =  o,  //  =  o,  etc. 

178.  Voici  maintenant  la  méthode  donnée  par  Cancliy 
pour  calculer  la  valeur  d'une  fonction  symétrique  et 
entière  T  des  racines  «,  i,  c, . . . ,  /,  A,  /  de  l'équation 

X  =  ar*  H-  /?,  a:"*"'  -¥-  p^  x^'-  H-  .  .  .  -h  /?„  =  O. 

Divisons  X  par  x  —  a,  et  désignons  par  Xi  le  quotient  ; 
divisons  de  même  Xi  par  x  —  i,  et  désignons  par  Xj  le 
qjBOtient,  puas  X»  par  x  —  c,  et  soit  Xj  \e  quotient,  et 
continuons  amn  d'enlever  de  X  tons  les  facteurs  linéaires 
jwsqn'à  x  — k  inclusivement,  en  sorte  que  X,„_i  ne  coiï- 
tiendra  plus  que  le  seul  facteur  x  —  /.  Cefe  posé,  consîdé^ 
r^ns  les  m  écpiatiofis 

X  :=  O,       X|  =  O,      X2  =  0,..»,      Xa,w|=0. 

Laprenaière  i&est  autre qne  1» proposée,  et etle  a  pour  ra- 
cines, a^.  i-,  cy. .  ^,  ft,  Z^  la  seQonde  a  poar  racines-  b^  <^v •> 


(  8o  ) 
/r,  /,  et  ses  coefficients  sont  exprimés  sous  forme  entière 
en  fonction  de  a  el  des  coefficients  de  la  proposée  -,  la  troi- 
sième a  pour  racines  c,  • .  . ,  /r,  /,  et  ses  coefficients  sont 
exprimés  sous  forme  entière  en  fonction  de  b  et  des  coef- 
ficients de  la  précédente,  c'est-à-dire  en  fonction  de  a,  b 
et  des  coefficients  de  la  proposée^  et,  en  général,  les  coef- 
ficients de  l'une  quelconque  de  ces  équations  sont  expri- 
més sous  forme  entière  en  fonction  des  coefficients  de  la 
proposée  et  des  racines  qui  n'appartiennent  pas  à  Téqua* 
tion  que  l'on  considère.  Désignons  enfin  par  A  la  valeur 
de  X  pour  x=  a^  par  B  la  valeur  de  Xi  pour  a:  =  i,  par 
C  celle  de  Xj  pour  a:=  c,  et  ainsi  de  suite,  en  sorte 
que  I  sera  la  valeur  de  X,„_3  pour  a:  =  z,  K  celle  de  X„^j 
pour  x  =  A,  et  L  celle  de  X;„«i  pour  x  =  l]  ou  aura 

A=:0,       BrrrO,       C=::0,...,       I  =  O,       K  =  O,       L  zrz  O. 

Cela  posé,  V  est  une  fonction  symétrique,  non>seulement 
des  racines  de  l'équation  X  =  o,  mais  aussi  des  racines* 
de  Tune  quelconque  des  équations 

X  =  o,        X,  =  Q,  .  .  .  ,       Xro_3  =3  o,       X„,_2  ^=  o,        Xa,_,  =::  O. 

Nous  allons  faire  voir  comment,  en  s' appuyant  sur  cette 
remarque,  on  peut,  à  l'aide  du  théorème  fondamental 
démontré  plus  haut,  éliminer  successivement  chaque  ra- 
cine de  l'expression  de  V. 

D'abord  l'équation  L  =  o,  où  /  entre  au  premier  degré, 
permet  de  chasser  immédiatement  /  de  l'expression  de  V. 
Considérant  alors  V  comme  fonction  symétrique  des  deux 
racines  ^  et  /  de  l'équation  X,„_j  =  o,  dont  l'une  /  est 
déjà  éliminée,  on  l'ordonnera  par  rapport  à  Àr,  et  on  la 
divisera  par  K,  conformément  à  ce  qui  a  été  dit  plus  haut; 
le  reste  de  la  division  ne  contiendra  pas  k  et  sera  la  va- 
leur de  V  débarrassée  des  racines  k  et  /.  On  considérera 
alors  y  comme  fonction  symétrique  des  trois  racines/,  Ar,  / 
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deréquation  X^^s  =  o,  dont  les  deux  dernières  n'entrent 
plus  dans  son  expression,  et  l'ayant  ordonnée  par  rap- 
port à  i\  on  la  divisera  par  I  à  Teffet  d'éliminer  / ^  le  reste 
de  la  division  ne  contiendra  pas  î  et  sera  la  valeur  de  V 
débarrassée  des  trois  racines  i,  A,  /.  On  continuera  de  la 
même  manière,  jusqu'à  ce  qu  on  ait  éliminé  de  chacune 
des  racines  a,  b^  c^ . . . ,  z,  /r,  /^  on  aura  alors  la  valeur 
de  cette  fonction  exprimée  par  les  coefficients  de  l'équa- 
tion proposée. 

Il  importe  de  remarquer  que  l'expression  définitive 
de  V  s'obtient  par  de  simples  divisions,  et  que  les  pre- 
miers termes  des  polynômes  A,  6,  C, . . . ,  I,  K,  L,  qui 
servent  successivement  de  diviseurs,  ont  tous  l'unité  pour 
coefficient:  par  conséquent,  ces  divisions  n'introduiront 
aucun  dénominateur-,  en  sorte  que  si  l'expression  primi- 
tive de  V  est  entière,  non-seulement  par  rapport  aux 
racines  a,  i,  c,...,  /,  À,  Z,  qui  y  entrent  symétriquement, 
mais  encore  par  rapport  aux  coefficients  pi^p%,  etc.,  qui 
peuvent  eux-mêmes  y  figurer,  l'expression  définitive  de  Y 
sera  aussi  entière  par  rapport  à  ces  coefficients  ;  enfin,  si 
ces  mêmes  coefficients  sont  des  nombres  entiers,  V  sera  pa- 
reillement un  nombre  entier.  Ce  résultat  important,  que 
nous  n'avions  pas  établi  complètement  par  notre  première 
méthode,  mais  qui  résulte  immédiatement  de  la  méthode 
de  Waring,  se  déduit  aussi,  comme  on  voit,  de  la  mé- 
thode de  Cauchy. 

application  de  la  méthode  de  Cauchj  à  un  exemple. 

179.  Nous  allons  appliquer  la  méthode  de  Cauchy  à  la 
détermination  du  produit  des  carrés  de  toutes  les  diffé- 
rences des  racines  d'une  équation  donnée,  prises  deux  à 
deux.  Cet  exemple  suffira  pour  montrer  comment  on 
peut,  par  des  artifices  convenables,  simplifier  dans  cer- 
tains cas  l'emploi  de  la  méthode. 

Ann.  de  Maihémat.,  2«  série,  t.  V.  (Février  iS66.)  6 
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Soient  toujours  a^b^  c^..,^k^l  les  m  racines  de  l'équa- 
tion 

(l)     X  — ar»4-/?,j:'"-'  -4-;?, 0:^-2 -f-.  ,  ,  ^  p^^x -^ p^  =  o\ 

soient  aussi 

V~  (a  —  by  [a  —  c)».  .  .{k  —  ly 
et 

V  sera  le  produit  des  carrés  des  différences  des  racines  de 
Téquation  (i),  prises  deux  à  deux,  et  Vi  le  produit  des 
carrés  des  différences  des  racines  de  Téquation 


ou 

(2)       x«-'  -+-/?,   I  a:"-2_|_^^ 
-\-  a    \  -^  P\0 


-\-Pmr-^a 


Cela  posé,  on  a 

V  i^  V.  {a  -.bY{a-cy.,  .(a  —  l-y  (a  -  If. 

Mais  le  produit  (a—  i)  (a  —  c).,  ,(a  —  k)  (a  —  /)  est 
égal  (n**  49)  à  la  valeur  que  prend  la  dérivée  du  poly- 
nôme X  pour  j:  =  a,  c'est-à-dire  égal  à 

/wa*""'  H-  (/w  —  I  )  /?,  «•"-'  -:-...-+-  pm-i  ; 

donc  on  aura 

V  =:  V,  [ma""-'  H-  {m  —  i)  p^a"*-^  -h'.  .  .  4-/?„_,]^ 

D'après  cela,  si  nous  admettons  qu'on  sache  former  la  va- 
leur de  la  fonction  V  pour  une  équation  du  degré  m  —  i, 
on  pourra  également  trouver  la  valeur  de  cette  fonction 
pour  une  équation  du  degré  m.  Effectivement,  par  bypo- 
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thèse,  on  sait  exprimer  la  valeur  de  V|  par  les  coefficienti 
de  l'équation  (2),  c'est-à-dire  en  fonction  de  a  et  des  coef** 
iicients  de  la  proposée-,  donc  la  fonction  V  pourra  elle- 
même  être  mise  sous  la  forme  d'un  polynôme  ordonné  par 
rapport  aux  puissances  de  a^  et,  en  divisant  ce  polynôme 
par  le  premier  membre  de  l'équation  proposée,  dans  le- 
quel on  aura  remplacé  x  par  a,  le  reste  de  la  division 
donnera  la  valeur  chercbée  de  V.  Or  on  sait  calculer  la 
fonction  de  V  pour  une  équation  du  deuxième  degré  5  on 
pourra  donc  calculer  cette  fonction  pour  Téquation  du 
troisième  degré,  puis  pour  celle  du  quatrième,  et  ainsi 
de  suite. 

Cas  de  réquathn  du  troisième  degré,  —  L'équation 

proposée  est 

x'  -\-  px^  -^  qx  -\-  r  =  o, 
et  l'on  a 

Vi  étant  relatif  à  l'équation  du  deuxième  degré 


x'-f-p 

xH-  q  — 0 

H-fl 

•4-/?fl 

-f-fl^ 

On  a  immédiatement 

V,  nr  (p  4- /ï)^  —  4(y -h /?a -4- û^)— —  3«^ 

d'ailleurs 

■2;?fl-f-(/?'— 4^); 

[a  —  h)  (a  —  c)  rrz  3o*  +  2/?ûf  +  ^, 


par  suite, 


r9< 


--a-jo*  — 54i0'û*—  27/7Mflr<-4-  4/>'    U*+  4/? 

—  27?* 


a^-h^p*q 
—'iSpq^ 

6. 


a-^p'^q* 

~4^' 
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Divisant  celte  valeur  de  V  par  a'  -^-pa*  -h  7a  -H  r,  on 
trou-ve  pour  quotient 

—  27 «* —  l'jpa^ —  2770  -h  (4/>^  H-  27r —  iSpq)y 

et  pour  reste, 

—  4^*~"  27r^+  iSpqr  -\-  p^f/-  —  ^p^r, 

ce  qui  est  précisément  la  valeur  de  V  que  nous  cberchoDS. 
On  trouvera  dans  le  Chapitre  suivant  une  méthode  plus 
expéditive  pour  résoudre  la  même  question. 


RAPPORT  DU  GÉNÉRAL  SABINE, 

Président  de  la  Société  Royale  de  Londres, 
SUR  LA  MÉDAILLE  DE  COPLEY  ACCORDÉE  A  M.  CHASLES. 


Note  du  Rédacteur.  —  La  médaille  de  Copley  est  la 
plus  haute  distinction  que  la  Société  de  Londres  puisse 
accorder  à  un  savant,  et  parmi  ceux  qui  l'ont  obtenue, 
on  ne  trouve  que  les  hommes  du  premier  mérite.  Pois- 
son, Sturm  et  M.  Chasles  sont,  à  notre  connaissance, 
les  seuls  géomètres  français  qui  Taient  obtenue. 

Nous  croyons  être  agréables  à  nos  lecteurs  en  don-* 
nant  le  Rapport  lu  à  la  Société  Ptoyale  sur  les  travaux  de 
M.  Chasles  qui  lui  ont  valu  cette  récompense  exception- 
nelle. On  y  verra  combien  les  œuvres  de  notre  illustre 
compatriote  feont  justement  appréciées  en  Angleterre. 
L'organe  de  la  Société  Royale,  devançant  la  postérité, 
n'hésite  pas  à  placer  la  nouvelle  méthode  de  M.  Chasles 
au  rang  des  plus  belles  découvertes  de  notre  siècle.  Un 
tel  hommage  honore  et  T Académie  qui  le  décerne  et  le 
savant  qui  le  reçoit. 
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La  médaille  de  Copley,  d'un  module  un  peuplusgrand 
que  notre  pièce  de  cinq  francs,  est  en  or.  Sur  la  face  se 
trouye  une  figure  personnifiant  la  Science,  entourée  des 
attributs  des  sciences  et  des  arts  et  offrant  une  couronne; 
au-dessus  :  G.  Copley,  Bar.,  Dignissimo;  au-dessous: 
Michel  Chasles,  i86'5«  Le  revers  porte  les  armes  de  la 
Société  Royale,  avec  ces  inscriptions  :  au-dessus,  Socie^ 
iatis  Meg.  Londini'^  au-dessous,  Nullius  in  verba^  expres- 
sion abr^ée  de  la  devise  de  la  Société  (Nullius  in  verba 
]urare  magistri), 

La  traduction  qu'on  va  lire  est  tirée  du  journal  les 
Mondes  (^),  rédigé  par  M.  Tabbé  Mbigno.  Mous  Tavons 
revue  sur  le  texte  anglais.  P. 

((  Les  travaux  historiques  et  les  recherches  originales 
de  M.  Chasles  ont  rempli  une  période  d'environ  quarante 
années.  Pendant  ce  long  intervalle  de  temps,  il  a  consacré 
toute  son  énergie^  avec  une  persévérance  rarement  égalée, 
à  la  restauration  et  à  Textensiou  des  méthodes  purement 
géométriques  que  l'antiquité  nous  avait  léguées,  dont  le 
développement  avait  été  arrêté  pendant  le  moyen  âge,  et 
dont  Futilité  avait  été  momentanément  éclipsée  par  la 
brillante  découverte  de  la  Géométrie  des  coordonnées  due 
i  Descartes.  Dans  son  Histoire^  bien  connue,  de  V ori- 
gine et  du  développement  des  méthodes  en  Géométrie^ 
publiée  en  1837  et  couronnée  par  l'Académie  de  Bruxelles, 
M.  Chasles  expose  comme  il  suit  ce  qui  de  fait  est  devenu 
l'objet  principal  des  travaux  de  sa  vie  :  «  • . .  Nous  avons 
»  pensé  qu'il  ne  pouvait  être  qu*utile  de  montrer,  autant 
»  que  nos  faibles  moyens  nous  le  permettaient,  que,  dans 


.  (*)  Les  Mondes,  Revue  hebdomadaire  des  sciences  et  de  leurs  applioa- 
lions  aux  arts  et  à  Tindusirie.  Paris,  J.  Rothschild,  éditeur.  Prix  :  35  fr. 
par  an.  Cette  Revue,  qui  forme  trois  yolumes  chaque  année,  comprend 
d^  neuf  Tolumes.  Le  dixième  commence  une  nouvelle  série. 
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»  une  multitude  de  questions,  les  dodrines  de  la  fiore 
»  Geomëirie  offrent  souvent,  et  dans  une  foule  de  ques» 
»  tionsi  cette  Yoie  aisée  et  naturelle  qui,  pfaétram  jn»* 
p  qu'A  Torigine  des  vérités,,  met  a  no  la  chaîne  mysié* 
»  rieuse  qui  les  unit  entre  elles,  et  les  fait  connaître 
»  individuellement  de  la  manière  la  plus  lumineuBe  et  la 
»  plus  complète  (*)*  » 

»  Le  travail  achevé  que  nous  venons  de  citer  est  unique 
en  son  genre  :  il  est  notre  plus  haute  autorité  dans  les 
matières  qui  touchent  à  l'histoire  de  la  Géométrie,  science 
dont  il  trace  avec  soin  les  développements  successifs  y  de- 
puis le  temps  de  Thaïes  et  de  Pythagore  jusqu'aux  pre* 
mières  années  de  ce  siècle.  Quoiqu'il  ne  s'offre  à  nous  que 
comme  un  simple  aperçu,  il  représente  cependant  une 
vaste  quantité  de  recherches  historiques,  et  il  est  en  outre 
enrichi  de  nombreuses  notes  renfermant  les  résultats  d'in- 
vestigations originales  importantes. 

»  Dans  l'année  1846,  la  fondation  d'une  chaire  de 
Géométrie  moderne  au  sein  de  la  Faculté  des  Sciences  de 
Paris  fut  arrêtée  en  principe,  et  M.  Chasles  fut  chargé 
de  donner  lui-même  l'enseignement  créé,  en  trè&-grandé 
partie,  par  ses  propres  recherches.  Il  commença  ainsi  i 
exercer  sur  les  jeunes  géomètres  de  la  France  cette  in- 
fluente personnelle  qui  n'a  pas  cessé  depuis,  et  dont  on 
trouve  la  preuve  dans  toutes  leurs  producdons.  Un  autre 
résultât  de  cette  nomination,  dont  les  géomètres  de  tontes 
les  nations  ont  grandement  profité,  fut  la  publication, 
en  i85a,  de  son  Traité  de  Géométrie  supérieure  j  ou- 
trage dans  lequel  les  trois  principes  fbndamenuux  delà 
Géométrie  pure  sont  pleinement  et  systématiquement 
exposés  pour  la  première  fois.  Ces  principes  embrassent 
les  théories  modernes  des  rapports  anfaarmoniques,  des 

(*)  Aperçu  historique f  p.  3. 
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divisions  et  des  faisceaux  bomc^raphiques,  et  de  l'inyo- 
lation.  Le  rapport  anharmonique  est  en  réalité  un 
rapport  de  deux  rapports,  qui  ont  lieu  entre  deux  cou-* 
pies  de  segments  déterminés  par  quatre  points  quelcon- 
ques d'une  ligne  donnée.  On  peut  dire  que  toute  la 
Géométrie  moderne  est  fondée  sur  une  propriété  par-» 
ticulière  de  ce  rapport,  la  propriété  de  n'être  nullement 
altéré  dans  sa  jprojection.  Les  divisions  bomographiques 
consistent  en  deux  séries  de  points,  situés  sur  une  même 
ligne  droite  ou  sur  deux  lignes  droites  différentes,  qui  se 
correspondent,  de  telle  sorte  que  le  rapport  anharmo^ 
nique  de  quatre  points  quelconques  d'une  série  soit  égal 
au  rapport  anharmonique  des  points  correspondants  de 
l'autre  série.  Enfin,  deux  séries  homographiques,  sur  une 
même  ligne  droite^  sont  dites  former  une  involution  lors- 
que, à  un  point  quelconque  de  cette  ligne,  correspond 
un  seul  et  même  points  quelle  que  soit  celle  des  deux 
séries  à  laquelle  le  premier  point  soit  censé  appartenir. 
Ordinairement  il  y  a  dans  une  semblable  involution  deux 
points  tels,  que  cbacun  d'eux  coïncide  avec  le  point  cor- 
respondant; par  un  pur  cbangement  de  position,  toute- 
fois, Fexistence  actuelle,  de  ees  deux  points  doubles  peut 
\être  détruite,  toutes  les  autres  propriétés  de  Tinvolution 
restant  inucles.  Cette  contingence  a  fait  naître  un  mode 
de  langage  de  la  plus  grande  utilité  en  Géométrie;  les 
deux  points  doubles  sont  dits  réels  dans  un  cas,  imagi* 
noires  dans  l'autre.  Nous  sommes  principalement  rede- 
vables à  M.  Chasles  de  l'introduction  non  déguisée  et 
philosophique  en  Géométrie  des  points  et  des  lignes  imar^ 
ginaires. 

»  Le  termede  rapportanharmonique,  aujourd'hui  uni- 
versellement employé,  est  du  à  M.  Chasles )  mais  ce 
rapport  lui-même  parait  avoir  été  connu  de  Pappus,  Vé^ 
minent  géomètre  d'Alexandrie,  au  iv'  siècle.  M.  ChasleS| 
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en  effet,  a  montré  que  ce  rapport  formait  probablement 
le  trait  essentiel  (essentialfeature\  de  ce  fameux  livre 
des  Porismes,  que  Ton  sait  avoir  été  écrit  par  Euclide, 
mais  qui  n^était  connu  que  par  des  inductions  de  nature 
très-vague,  transmises  jusqu'à  nous  dans  les  Collections 
mathématiques  de  Pappus.  Robert  Simson ,  de  Glasgow, 
le  célèbre  traducteur  des  Éléments  d'Euclide,  est  le  pre- 
mier qui  ait  résolu  d'une  manière  satisfaisante  l'énigme 
relative  à  la  nature  réelle  des  Porismes,  et  qui  ait  réussi  k 
restaurer  en  partie  les  trois  livres  perdus.  M.  Chasleis  est 
le  premier  qui  les  ait  restaurés  complètement;  et  iM*a 
fait  dans  un  ouvrage  qui ,  de  Taveu  de  tous,  est  à  la  fob 
une  précieuse  addition  n  l'histoire  de  la  Géométrie,  et 
le  modèle  d'une  divination  aussi  ingénieuse  que  philoso- 
phique. 

')  M.  Chasles  a  contribué  à  l'avancement  de  la  Géo- 
métrie pure,  non-seulement  par  les  trois  ouvrages  comr 
plets  auxquels  nous  avons  déjà  fait  allusion,  mais  encore 
par  la  publication  d'un  grand  nombre  de  Mémoires  de 
moindre  étendue.  Les  suivants,  qui  ne  sont  pas  les  seuls 
dignes  de  remarques,  méritent  d'être  signalés. 

»  Le  Mémoire  sur  les  projections  stéréo  graphiques 
convertît  une  méthode  employée  primitivement  à  la  con- 
struction des  cartes  en  un  puissant  instrument  de  trans- 
formation géométrique.  Deux  savants  Mémoires  sur  les 
cônes  du  second  ordre  et  sur  les  coniques  sphériques^ 
grâce  à  la  traduction  faite  en  1 84 1  par  M.  le  D' Graves,  de 
Trinily  Collège.  (Dublin) ,  a  exçrcé  une  influence  directe 
sur  la  Géométrie  pure  dans  notre  pays.  Le  Mémoire  sur 
le  principe  de  correspondance  entre  deux  objets  i^û- 
riables  nous  a  mis  en  possession  d^un  principe  de  la  plus 
grande  utilité  dans  les  recherches  de  Géométrie  supé-* 
rieure.  Dans  plusieurs  autres  Mémoires,  la  méthode  d'en- 
jendrer  les  courbes  d'ofdre  supérieur  par  les  faisceaux 
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homographiqnes  des  courbes  d'ordre  inférieur  est  ame- 
née i.ga  perfection,  et  conduit  à  de  nouvelles  pro- 
priétés des  courbes  planes  du  troisième  et  du  quatrième 
ordre.  La  théorie  des  courbes  non  planes,  spéciale- 
ment de  celles  des  troisième  et  quatrième  ordres,  a  son 
origine,  pour  la  plus  grande  partie,  dans  les  Mémoires 
de  M.  Chasles,  et  la  science  moderne  de  la  Cinéma- 
tique lui  doit  deux  Mémoires  remarquables  sur  les  dé- 
placemients  finis  et  infiniment  petits  des  corps  solides.  Le 
problème  de  Tattraction  des  ellipsoïdes,  devenu  célèbre 
par  les  recherches  de  Nev^ton,  de  Maclaurin,  dlvorj,  de 
Legendre,  de  Lagrange,  de  Laplace,  a  reçu  de  M.  Chasles 
la  première  solution  synthétique  complète.  C'est  dans  ce 
problème  qu'apparut  pour  la  première  fois  Tidée  de  sur- 
faces confocales  du  second  ordre  dont  la  théorie  a  été 
depuis  si  grandement  perfectionnée. 

»  Le  premier  volume  d'un  quatrième  ouvrage  de 
M.  Chasles,  Traité  des  Sections  coniques^  a  paru  cette  an- 
née (i  865 )  ;  c'est  une  suite  à  la  Géométrie  supérieure^  et  les 
trois  principes  que  nous  avons  rappelés  y  ont  trouvé  leur 
champ  d'application  le  mieux  approprié.  On  attend  avec 
d'autant  plus  d'intérêt  l'apparition  du  second  volume  de  ce 
Traité,  qu'il  doit  contenir  l'exposition  complète  des  admi- 
rables recherches  sur  les  sections  coniques  par  lesquelles 
M.  Chasles  vient  de  couronner  sa  carrière.  Ces  recher- 
ches, dont  un  court  aperçu  a  déjà  paru  l'année  dernière 
dans  les  Cçmptes  rendus,  nous  a  mis  en  possession  d'une 
méthode  entièrement  nouvelle,  dont  la  nature  et  l'utilité 
peuvent  être  rendues  intelligibles,  même  à  ceux  qui  n'ont 
pas  fait  une  étude  spéciale  de  la  Géométrie  moderne. 

»  Cinq  conditions  suffisent  en  général  pour  la  déter- 
mination on  la  construction  des  courbes  appelées  com- 
munément sections  coniques^  et  dont  l'hyperbole,  la  pa- 
rabole et  l'ellipse  sont  des  espèces.  La  nature  de  ces  cinq 


conditions  pent  être  telle,  cependant,  qu'elles 
èife  satisfaites  par  plus  d'une  conique.  Par  exemple,  quoi- 
qu'il ne  puisse  passer  qu'une  seule  conique  par  cinq  points 
donnés,  il  existe  deux  coniques  distinctes  passant  cha- 
cune par  quatre  points  donnés,  et  touchant  une  ligne  don- 
née» De  là  surgit  cette  question  générale  importante: 
Combien  de  coniques  satisfont  à  cinq  conditions  done^ 
nées?  Par  la  nouvelle  méihode  de  M.  Chasles^  nous  aooi- 
mes  en  état  de  répondre  avec  une  grande  facilité  k  cette 
question,  inabordable  jusqu'ici.   Partant  des  cas  âé- 
mentaires  où  les  cinq  conditions  sont  les  plus  simples 
possible,  et  consistent  seulement  à  passer  par  des  points 
ou  à  toucher  des  droites,  il  remplace  graduellement  ces 
conditions  par  de  plus  complexes,   et  arrive  enfin  i 
la  formule  simple   et  symétrique  qui   répond  pleine- 
ment à  la  question  posée  ci-dessus.  En  voyant  combien 
sont  nombreuses  les  questions  sur  les  coniques,  qu'on 
peut  ramener  à  la  question  unique  résolue  par  M.  Chasles« 
nous  pouvons  affirmer  sans  exagération  que,  dans  cette 
seule  formule,  se  trouve  condensée  virtuellement  la  théo- 
rie entière  des  sections  coniques. 

»  Cette  méthode  a  reçu  de  son  éminent  inventeur  le 
nom  très-juste  de  substitution  géométrique.  Elle  com- 
prend la  considération  des  propriétés  du  système  de  co- 
niques (en  nombre  infini)  qui  satisfont  à  quatre  condi- 
tions communes.  Un  semblable  système  est  défini,  pour 
la  première  fois,  d'une  manière  strictement  analogue  a 
celle  par  laquelle  on  partage  les  courbes  en  ordres  et  en 
classes.  Kous  avons  seulement  à  connaître  ;  première^ 
ment^  combien  de  coniques  du  système  passent  par  un 
point  pris  arbitrairement^  secondement^  combien  de  ces 
coniques  touchent  une  droite  donnée.  Ces  deux  nombres 
ou  aunctéristiques^  comme  on  les  appelle,  une  fois  trou- 
vés, toutes  les  propriétés  du  système  de  coniques  sont 
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immédiatement  exprimables.  Par  exemple >  la  somme  de 
deux  fois  la  première  caractéristique  et  de  trois  fois  la  se^ 
(xmde,  nous  donne  Tordre  de  la  courbe  sur  laquelle  sont 
situés  les  sommets  de  toutes  les  coniques  du  système. 

p  Cette  nouvelle  méthode  des  caractéristiques  a  déjà 
été  appliquée  à  des  courbes  d'ordres  supérieurs ,  comme 
aussi  à  des  surfaces,  et  si  Ton  considère  la  vaste  étendue 
du  nouveau  champ  ouvert  ainsi  à  nos  investigations,  ill 
est  très->-probable  que,  considérée  comme  instrument  de 
reoberclie  en  Géométrie  pure,  la  méthode  de  M.  Chasles 
peut  supporter  la  comparaison  avec  toute  autre  décou- 
verte de  ce  siècle.  » 

S'adressant  alors  à  M.  le  professeur  Miller,  le  Gé- 
néral Sabine  lui  a  dit  :  <(  M.  Chasles  n'ayant  pas  pu  venir 
recevoir  en  personne  la  médaille  qui  lui  a  été  décernée, 
j'ai  à  vous  prier,  comme  notre  secréuire  pour  Tétran- 
ger,  de  la  recevoir  pour  lui  et  de  la  lui  transmettre.  As- 
sureE«le  de  Testime  très-haute  que  nous  faisons,  en  cette 
contrée,  de  ses  travaux  dans  une  branche  des  recherches 
ma  thématiques  peu  suivie  et  peu  encouragée  depuis  plus 
d'un  siècle.  » 


CORRESPONDANCE. 


M.  JT.,  de  Bruxelles.  —  «  A  la  demande  d'un  abonné 
de  Belgique,  la  rédaction  des  Noui^elles  Annales  s'est 
constituée  en  tribunal  d'appel  pour  réformer  le  jugement 
d'une  cause  perdue  en  première  instance,  devant  un 
jury  scientifique  belge.  Permettez -moi.  Monsieur,  de 
venir  à  mon  tour,  dans  l'intérêt  de  la  vérité,  vous  expo- 
ser exactement  et  sans  réticences  les  faits  de  cette  cause. 


.      (  S'»  ) 
présenta  par  Tappelant  sous  un  point  de  vue  un  peu 
trop  approprié  à  sa  thèse. 

))  Le  susdit  abonné  vous  dénonce  deux' faits  :  i®  Fan- 
nulation  de  la  solution  mentionnée;  7?  les  motifs  allégués 
à  Tappui  de  cette  mesure  rigoureuse.  Il  vous  donne  ces 
faits  comme  certains,  comme  authentiques  et  officiels;  de 
plus^  il  les  donne  de  telle  manière,  que  Tavis  qu'il  solli- 
cite de  vous  devait  pour  ainsi  dire  forcément  concorder 
avec  sa  propre  opinion. 

»  Malheureusement  pour  les  conclusions  de  votre  cor- 
respondant, ses  prémisses  reposent  sur  une  base  excessive- 
ment fragile.  Vous  allez  en  juger,  Monsieur  le  Rédacteur. 
Le  concours  spécial  de  Mathématiques  en  Belgique  consiste 
èiï  une  double  épreuve,  l'une  écrite,  l'autre  orale;  &  cette 
dernière  sont  appelés  seulement  les  élèves  qui  ont  obtenu 
dans  l'épreuve  écrite  au  moins  les  deux  tiers  des  points 
attachés  à  un  travail  parfait.  L'épreuve  orale  est  publique; 
au  contraire,  les  délibérations  du  jury  sur  le  travail  écrit 
des  élèves  sont  absolument  secrètes,  et  les  intéressés  n'en 
connaissent  que  le  résultat,  c'est-à-dire  les  noms  des 
élèves  désignés  pour  le  concours  oral,  ainsi  que  le  nombre 
de  points  obtenus  par  ces  derniers.  D'où  il  suit  que  les 
assertions  de  M.  X.  ou  sont  de  pure  invention,  ou  bien 
ont  leur  source  dans  une  communication  confidentielle 
faite  par  un  membre  du  jury,  et  livrée  indiscrètement  à 
la  publicité  par  M.  X.  Dans  tous  les  cas,  il  est  impossible 
de  contrôler  l'exactitude  de  ces  assertions,  mais  on  ne 
peut  admettre  qu'un  membre  du  jury  ait  fait  une  commu- 
nication dans  le  sens  de  celle  que  rapporte  votre  corres- 
pondant. Comment  croire,  en  effet,  qu'un  membre  du 
jury  a  pu  s'octroyer  à  lui-même  et  donner  à  ses  collègues, 
ainsi  qu'au  gouvernement,  iin  brevet  de  ridicule  et  de 
sottise,  en  soutenant,  comme  le  prétend  M.  X.,  qu'une 
question  a  été  faite  aux  élèves  pour  avoir  réponse  à  une 
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autre  question,  qui;  n'est  point  indiquée,  et  qui  n'a  pas 
même;,  de  FaTeu  de  M.  X.,  un  rapport  direct  et  néces- 
saire avec  la  question  proposée?  Voyez-vous,  Monsieur, 
le  gouyernement  et  le  jury  transformés  en  une  sorte 
d';Oracle  qui 

Jamais  ne  se  laisse  comprendre  ; 

On  Tèntend  d'autant  moins  que  plus  on  croit  l'entendre? 

• 

Voyez-vous  les  inspecteurs  de  renseignement^  les  savants, 
les  professeurs  qui  préparent  les  questions  ou  jugent  les 
réponses,  s'ingéniant  à  poser  des  rébus  aux  jeunes  gens, 
sons  prétexte  de  concours  de  Mathématiques? 

»  Admettons  cependant  qu'un  concurrent  ait  donné  la 
solution  mentionnée  par  M.  X.  et  que  le  jury  Tait  comptée 
conune  nulle  :  pareille  décision  peut-elle  se  justifier  ? 
C'est  ce  que  je  vais  examiner  brièvement. 

»  Cette  solution,  dit  M.  X.,  me  parait  simple  et  irré- 
prochable. Oui,  si  l'on  a  égard  seulement  aux  termes  de 
l'énoncé,  tel  quil  est  indiqué  par  M.  X,,  et  abstraction 
faite  de  toute  autre  considération;  et  même  à  ce  point  de 
vue  elle  contient  quelque  chose  de  tout  à  fait  superflu, 
c'est  l'équation  du  lieu,  qui  n'est  pas  du  tout  demandée 
et  dont  cet  énoncé  ne  dit  mot.  Mais  il  en  est  tout  autre- 
ment pour  quiconque  est  au  courant  de  notre  enseigne- 
ment et  connaît  lés  circonstances  dans  lesquelles  la  ques- 
tion a  été  posée.  Or,  en  Belgique,  nous  n'avons  pas, 
conune  en  France,  l'étude  par  la  Géométrie  des  courbes 
usuelles^  et  le  programme  prescrit  Temploi  exclusif  des 
méthodes  algébriques  dans  l'étude  des  sections  coniques; 
de  sorte  que  la  question  du  concours  était  uniquement 
nne  question  d^ application  de  V  Algèbre  à  la  Géométrie. 
En  la  proposant  aux  élèves,  on  n'avait  donc  et  on  ne 
pouvait  avoir  .qu'un  seul  but  :  c'était  non  pas  de  faire 
déterminer,  par  n'importe  quel  procédé,  le  lieu  demandé. 
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inais  bien  de  faire  tronver  la  solution  par  les  procédés  de 
l'Algèbre,  et  de  constater  ainsi  que  les  élèves  étaient  fami* 
iiarisés  avec  les  méthodes  d'investigation  particulières  k 
la  Géométrie  analytique.  Voilà  ce  que  personne  ne  saurait 
contester,  et  ce  que  tout  le  monde  sait  ici.  Et  pour  que 
vous-même,  Monsieur  le  Rédacteur,  vous  n'ayez  aucun 
doute  à  cet  égard,  il  me  suffira  de  vous  mettre  sous  les  yeux 
le  véritable  texte,  le  texte  officiel  de  la  question  du  con- 
cours, texte  qui  a  été  quelque  peu  modifié  par  votre  cor- 
respondant et  dont  voici  la  copie  exacte  :  Rechercher 
V  équation  du  lieu  des  foyers  des  lignes  du  second  ordre 
qui  ont  une  directrice  commune  et  une  tangente  com-* 
mune  ai^ec  le  point  de  contact  donné  sur  la  tangente. 
Discuter  V équation  du  lieu. 

»  En  présence  de  cet  énoncé  et  de  ce  que  je  viens  de 
dire,  il  est  évident  que  la  solution  mentionnée  était  insuf- 
fisante; il  est  surtout  évident  qu'elle  avait  peu  de  valeur 
à  côté  d'autres  solutions  obtenues  par  un  emploi  judi- 
cieux des  méthodes  analytiques,  et  qui  dénotaient  chez 
leurs  auteurs  la  connaissance  approfondie  de  ces  mé- 
thodes en  même  temps  que  l'aptitude  à  en  faire  avec 
sûreté  et  promptitude  l'application  :  car  c'est  là  incon- 
testablement ce  qui  constitue  la  véritable  supériorité 
scientifique,  et  non  pas  la  connaissance  plus  ou  moins 
accidentelle  de  telle  propriété  secondaire  des  figures.  » 

'  Note  du  Rédacteur.  —  M.  Y.  se  trompe  quand  il  nous 
accuse  de  nous  être  érigé  en  tribunal.  Dieu  merci!  nous 
ne  sommes  coupable  d'aucune  usurpation  de  pouvoir.  On 
nous  a  consulté  sur  un  cas  singulier  sans  être  invraisem- 
blable. Nous  avons  donné  notre  opinion  motivée  sur  la 
question  de  principe,  admettant  le  fait  comme  une  pure 
hypothèse  et  sans  mettre  les  personnes  en  cause.  Nous  ne 
pouvons  donc  avoir  eu  Tintention  d'attaquer  ni  les  sa- 
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fioU  de  la  Belgique  ni  le  gouyernement  de  ce  pays.  H  est 
possible  que  M«  X.  ait  exagéré  dans  un  sens  :  M.  T.  a 
peut-être  exagéré  dans  le  sens  opposé,  cela  nous  est  indif- 
férent. Malgré  l'opinion  de  ce  dernier,  nous  croyons  que 
l'exclusion  du  concours  est  une  peine  trop  forte  contre 
un  candidat  qui,  après  tout,  s'est  montré  intelligent  en 
tirant  l'équation  du  lieu  d^une  propriété  delà  courbe. 


QUESTIONS. 


75S.  On  circonscrit  à  un  triangle  quelconque  une 
courbe  du  second  degré  telle,  que  les  normales  aux  trois 
sommets  du  triangle  passent  par  un  même  point.  On  de- 
mande de  prouver  que  le  lieu  de  ce  point  est  une  courbe 
à  centre  du  troisième  ordre.  Déterminer  cette  courbe. 

Lieu  du  pied  de  la  quatrième  normale.      (Darboux.) 

753.  Si  l'on  cherche  le  lieu  des  points  d'où  l'on  peut 
mener  à  une  ellipse  ou  à  une  hyperbole  des  tangentes 
faisant  un  angle  donné,  on  trouve  une  équation  de  la 
forme 

( -pî  -hy^Y  =  kx^  -f-  B/»  -f-  C. 

Réciproquement,  étant  donnée  une  équation  de  cette 
forme,  peut-on  trouver  une  ellipse  ou  une  hyperbole 
telles^  que  si  d'un  point  de  la  courbe  donnée  on  mène  des 
tangentes  à  l'ellipse  ou  à  l'hyperbole,  ces  tangentes  fassent 
un  angle  donné ."^  Le  problème  a-t-il  plusieurs  solutions? 

(G.  Darboux.) 

754.  Soient  «9^97  les  milieux  des  côtés  d*un  triangle 
ABC^  P  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  AD,  BE^  CF5 
O  le  centre  dû  cercle  circonscrit,  dont  le  rayon  =  R. 


(96) 
Sur  les  segments  PA,  PB,  PC;  Pa,  P/3^  Py,  on  prend 
les  points  p,  q,  /-j  p',  q'^  r^,  de  telle  sorte  que 

Vp—^'VAy      P^  —  i.PB,       Pr=:i.PC, 
n  n  n 

P/>'izr-.p«,      P^'^.-.PB,      Pr'nr-.Py; 

et  enfin  on  désigne  par  p^\  q"^  r"  les  pieds  des  perpen- 
diculaires abaissées  des  points /9^,  q'^  r'  sut  leshanteors 
AD,  BE,  CF,  respectivement.  Démontrer  que;?,  q^  r;  p', 
q'^  r'\  p"^  q"^  r"  sont  neuf  points  sur  la  même  circonfé- 
rence, dont  le  rayon  =  -.R,  et  dont  le  centre  est  un 
point  M  situé  sur  la  ligne  PO,  de  telle  sorte  que 

PM  — i.PO    (*). 

Si  on  cherche  la  condition  que  la  circonférence  dont  il 
s'agit  touche  la  circonférence  inscrite,  on  aura 

II  I  r* 

-—:-,       ou      -nrlH , 

ni.  n  f- 

r  étant  le  rayon  du  cercle  inscrit  et  p  le  rayon  du  cercle 
conjugué  au  triangle.  (Griffiths.) 

(*)  Si  l'on  pose  n  =  s,  on  a  un  théorème  bien  connu. 
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THÉORIE  DES  SIRFAGES  POLAlfti-S  D'UN  PLAN  (Fin) 

(voir  p.  49)  ; 

Pab    m.    pain  vin. 


13.  Théorème  IX.  —  La  q'^"^  polaire  rl'un  plan  P, 
relative  à  la  p**"**  polaire  de  ce  même  plan  par  rapporta 
la  surface  primitii^  est  la  (p  -h  ^j^"**  polaire  de  ce  plan 
relatii^e  à  la  surface  primitii^e. 

l^Qpième  polaire  du  plan  Po  relative  à  la  surface  primi- 
dve  est  en  effet 

la  q*'""  polaire  du  même  plan  par  rapport  à  la  surface  , 

ApUest 

Or,  d'après  Tidentité  (lo)  du  n^  4, 

/      d.  d.  d.  d.XP-*'^ 

4,(A,U)  =  A^U  =  \x.  -+jr,-+z.-+t,  -j        U=o; 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 
Ceci  revient  à  dire  que  : 

La  polaire  de  i'*'"*"  classr  d^un  plan  est  la  même, 
qu'elle  soit  prise  par  rapport  à  la  surface  ou  par  rapport 
à  une  polaire  quelconque  du  même  plan  et  de  classe  su-- 
périeure  à  s. 

Car  la  polaire  p***"''  est  de  la  classe  (n — p);  la  q'^'"' 
polaire  relative  à  la  /;'*"**  polaire  sera  de  la  classe 
{n — p)''^q  =  n  —  p — ^,   ce  qui   est  la  classe  de   la 

Ann.  de  HathémaU^l^  sérient,  V.  (Mars  i866.)  7 


(98) 
(p  +^)'^"*'  polaire  relative  à  la  surface  primitive.  Ainsi 
un  plan  a  le  même  point  polaire  par  rapport  à  la  surface 
et  aux  i'®,  2®, . . . ,  {n  —  2)*^"**  polaires,  etc. 

14.  Théorème  X.  —  La  polaire  g'^"^  d^un  plan  Py 
relatwe  à  la  p'^""'  polaire  cVun  plan  P,  [cette  dernière 
étant  prise  par  rapport  à  la  surface  primàii^e)  coïncide 
avec  la  ^*^"**  polaire  du  plan  P,-  relativ^e  à  la  q''"*"  polaire 
du  plan  Py  (cette  dernière  étant  prise  par  rapport  à  la 
surface  primitii^e)* 

Cette  propriété  est  la  traduction  de  Tidentité  (9),  n^it^ 
savoir  : 

Ai(A;u):-4(4u). 

45.  Théorème  XL  —  5/  la  polaire  q'^'""'  d'un  plan  P, 
relatii^e  à  la  polaire  p'^"*'  d^un  plan  P^  touche  un  plan  Pt, 
la  polaire  9''"**  du  plan  P,  relative  à  la  polaire 
(n  — p  —  qY^""'  du  plan  Pj  touchera  P^. 

En  effet,  la  ^'^'"*  polaire  de  P,  par  rapport  à  la  yt;'*"^  po- 
laire de  Po  est 

a;(a;u)  =  o, 

ou,  d'après  l'identité  (10),  n°  4, 

M  a;(4u)  =  o. 

Comme  la  polaire  A'^U  est  de  la  classe  {n  —  7)9  il  résulte 
deTidentité  (6),  n^  2,  que  l'équation  de  la  polaire  (1**) 
peut  s'écrire 

(2'')    \  f     ci.  ci.  d  d.Y-P-lf    i      , 

Mais  la  polaire  q'^'""  de  P,  par  rapport  à  la  polaire 


(99) 
(«  —  p  —  q)'*"'  de  Pj  a  pour  équation 

i  a;  (a^_p_,u)*=  aLp-,  «  u) 
(3°)  I         (  d.       d.       d.      d.y-p-i,  .•  , 

les  équations  (3**)  et  [t?)  mettent  en  évidence  le  fait  an- 
noncé ;  car  on  voit  que  si  la  polaire  (  2°)  touche  le  plan  Pj, 
on  aura  précisément  la  condition  pour  que  la  polaire  (3**) 
toache  le  plan  P«. 

16.  Théorème  XII.  —  Lorsquun  plan  em^eloppe  une 
surface  de  classe  n^  son  point  polaire  par  rapport  à  la 
surface  primitive  décrit ^  en  général,  une  surface  d* ordre 

Déterminons  le  nombre  des  points  en  lesquels  le  lieu 
cherché  est  rencontré  par  une  droite  quelconque  D. 
Soient  V  la  surface  de  classe  Wj ,  et  S  et  S' les  premières 
polaires  par  rapport  à  la  surface  primitive  U  de  deux 
plans  P  et  P'  passant  par  la  droite  D.  Les  points  polaires 
situés  sur  la  droite  D  seront  ceux  dont  les  plans  touchent 
à  la  fois  les  surfaces  S  et  S'  (8)  *,  ces  plans  doivent  en 
outre,  d'après  la  définition  du  lieu,  toucher  la  surface  V. 
Donc  le  nombre  des  points  polaires  situés  sur  la  droite  D 
est  égal  au  nombre  des  plans  tangents  communs  aux 
trois  surfaces  V,  S  et  S',  c'est-à-dire  à  n^[n  —  i)'. 
Donc... 

En  supposant  /ii  =  n,  on  retrouve  le  théorème  Vil,  et 
en  supposant  Wi  =  i ,  on  conclut  de  là  que  le  lieu  des 
points  polaires  des  plans  passant  par  un  point  fixe  est 
une  surface  d* ordre  [n  —  i)'. 

17.  Théorème  XIII.  —  Vens^eloppe  des  plans  dont 
les  points  polaires  décrivent  une  surface  d'' ordre  m  est 
une  surface  de  classe  m  (w  —  i),  e/i  général. 


(   «oo  ) 
Le  point  polaire  d'un  plan  (xo^fo')  ^o»  'o)  apoure^ua- 
tion  tangentielle 

\dx),       •"   \fl[r/o  \dzj,  \dtJo 

ses  coordonnées  tétraédriques  (X,  Y,  Z,  T)  seront  don- 
nées par  les  relations  (i*"®  partie,  n^7) 


(lO) 


W^/o         \dj)o        [dzjo        \clt). 


Si  la  surface  décrite,  d'ordre  m,  a  pour  équation  ponc- 
tuelle 

(2»)  F(X,Y,Z,T)  =  o, 

l'enveloppe  du  plan  P,,  s'obtiendra  en  éli  minant  (X, Y,  Z,T) 
entre  les  équations  {i°)  et  (2°),  ce  qui  donne 


Or  celte  équation  est  évidemment  du  de§ré  m[n  —  1) 
par  rapport  aux  coordonnées  du  plan  tangent  {xQ^y^^  -^oi  0  î 
donc ... 

18.  Théobeme  XIV.  —  Le  nombre  des  plans  qui  ont 
même  point  polaire  par  rapport  à  deux  surfaces  de 
classe  n  et  n^  est  égal  à 

(/l-t-  72,  —  2)  [(/l  —  l)2  -f-  («,  —  lY]. 

Soient  U  et  V  les  deux  surfaces,  et  (Ui,  Uj,  Us,  U4), 
(Vj,  V,,  Vg,  V4)  les  dérivées  respectives  par  rapport 
à  x^y^  z,  i  de  U  et  V,  les  plans  cherchés  sont  déterminés 
par  les  équations 

U,  __  U,  _  U3  _  U, 

V.  ~"V,"~  Va""  V/' 


(    loi    ) 
c'est-à-dire,  que  les  coordonnées  de  ces  plans  doivent 
vérifier  les  six  équations 

A,  =  U,V,  —  U,  V.  =  o,         A4  =  U,V3  —  U3  V,  z=z  o, 

(l»)      I   A,  =rr  U,  V3  —  U3  V.  =  0,  As  =  U,  V4  —  U4  Va  =  O, 

A,=:U,V4-U4V|  =  o,  A6  =  U3V4-U4V3  =  0. 

Considérons,  par  exemple,  les  solutions  communes  à  Aj 
et  A2,  lesquelles  se  composent  :  P  de  celles  qui  annulent 
Al  et  As  sans  annuler  Ui  et  V^  ;  11°  de  celles  qui  annulent 
Uj  et  Vi  à  la  fois. 

Les  solutions  communes  à  Ai,  As  et  As,  par  exemple, 
sont  en  nombre 

N  ==(«-+-/?,  —  2)^ 

Or  ces  solutions  se  composent  : 

1°  De  celles  qui  annulent  Ai,  Aj  (sans  annuler  Uf  et  Vj) 
et  A 6  [sans  annuler  ni  (U4 ,  V4),  ni  (U3 ,  V3)]  5  elles  satis- 
font à  la  question,  car  toutes  les  équations  (1°)  sont  véri- 
fiées; 

2°  De  celles  qui  annulent  Aj,  Aj  (sans  annuler  Ui  et  Vi) 
et  As  (en  annulant  U4  et  V4;  elles  satisfont  encore  à  la 
question  ; 

3°  De  celles  qui  annulent  Aj,  As  (sans  annuler  Ui  et  Vi) 
et  Ae  (en  annulant  U3  et  ¥3)5  elles  ne  satisfont  pas  à  la 
question,  car  les  six  équations  (1°)  ne  sont  pas  vérifiées  ; 
ces  dernières  solutions  étant  données  par 

(A,  =  0,  U3  =  o,  V3  =  o), 
leur  nombre  est 

4°  De  celles  qui  annulent  Ui  et  Vj  et  Ae  -,  leur  nombre 
est 

(7i-f-/î,  — 2)(/î  — 1)  (/»!  — i); 


{    I02    ) 

elles  ne  satisfont  pas  à  la  question,  car  il  faudrait,  pour 
que  les  équations  (i^)  fussent  vérifiées^  satisfaire  à  plus 
de  trois  relations  distinctes,  ce  qui  ne  peut  pas  avoir  lieu 
-dans  le  cas  général.  Donc  le  nombre  des  plans  cherchés 
est,  en  général, 

(n  -\-  rii  —  2)*  —  2(7-/  +  /?,  —  2)(«  —  i)  (/?,  —  i) 
=  (/îH-  71,  -~  2  )  [(/î  -  I)»  -+-  (/i,  -  r)»]. 

Pour  le  cas  de  deux  surfaces  de  deuxième  classe,  ce  nom- 
.  bre  est  égal  à  4*  En  supposant  ^1  =  1 ,  on  retrouve  le  théo- 
rème V. 

49.  Soient  les  quatre  surfaces  (U,  V,  R,  S)  de  classes 
respectives  tz,  n^  /i^,  n^;  les  points  polaires  d^un  même 
plan  Vf^  par  rapport  à  ces  quatre  surfaces  seront 

.df),  \dzj„  \dtj, 

(I) 


'(^)."^ 


/dV\  /rfVN  -/dV\  /d\\ 


o. 


Si  nous  exprimons  que  ces  quatre  points  sont  dans  un 
même  plan,  c'est-à-dire  que  les  équations  ci-dessus  ont 
une  solution  commune  en  x^j^  z,  t,  nous  trouvons,  en 
supprimant  l'indice  o, 


(2) 


A=: 


dl] 

du 

dV 

d\J 

dx 

dy 

dz 

dt 
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donc  : 
Théorème  XV.  —  L'enveloppe  des  plans  tels,  que  leurs 


(  >o3  ) 
points  polaires,  par  rapport  à  quatre  surfaces  de  classes 
n,  /II,  /2s 9  728  9  soient  dans  un  même  plan,  est  une  sur^ 
face  de  classe  (»H-/ïi-l-/2i-t-Ws  —  4)?  ^^  ^^^  équation 
^obtient  en  égalant  à  zéro  le  déterminant  fonction- 
nel A  des  premiers  membres  des  équations  des  surfaces 
considérées. 

Si  dans  les  équations  (i)  on  remplace  x^  y^  z^  t  par 
Xç,  j^jj,  ^0,  ^0  ^'  inversement,  nous  retrou vohs  encore 
Féquation  (  a)  en  éliminant  x^^j^^  z^^  t^^  c'est-à-dire  : 

Théorème  XVI.  —  La  surface  A  est  Vem^eloppe  des 
plans  touchés  à  la  fois  par  les  premières  polaires  d'un 
même  plan  relatives  aux  quatre  sw faces  U,  V,  R,  S. 

20.  J'appellerai  faisceau  de  n**'"*  classe  le  système  de 
toutes  les  surfaces  de  /ï""**  classe  assujetties  à 

r(/^-4-i)(/z  +  2)(/z  +  3)      1 

conditions  communes,  et  telles,  qaunplan^  donné  arbi- 
trairement, est  touché  par  une  seule  d'entre  elles  5  et 
réseau  de  n^'"*"  clause  le  système  de  toutes  les  surfaces  de 
j^ieme  dagge  assujcttics  à 


Y(n  +  i)[n 


•2)  (//-*- 3) 


2.3  J 

conditions  communes  et  telles,  que  deux  plans,  donnés 
arbitrairement,  sont  touchés  par  une  seule  d'entre  elles. 
Je  ne  ferai  qu'énoncer  les  propositions  suivantes,  car 
la  démonstration  est  facile. 

Théokème  XVII.  —  Les  p*^'»**  polaires  d'un  plan  fixe 
par  rapport  aux  surfaces  d'un  faisceau  forment  aussi 
un  faisceau^  elles  sont  inscrites  dans  la  développable 
circonscrite  aux  p'^"""  polaires  du  même  plan  par  rap'^ 
port  à  deux  des  surfaces  du  faisceau. 


(  io4  ) 

Les  plansy  dont  le  point  polaire  est  fixe^  sont  tati  - 
gents  communs  à  deux  surfaces  de  classe  2  (n — 1). 

Théorème  XVIII.  —  Les  p"""''  polaires  d'un  plan  fixe- 
par  rapport,  aux  sur/aces  d 'un  réseau  forment  un  / é- 
seau;  elles  sont  constamment  tangentes  aux  [n — p)* 
plans  tangents  communs  aux  p'^"""  polaires  du  même 
plan  par  rapport  à  trois  des  surfaces  du  réseau. 

Les  plans  dont  le  point  polaire  est  fixe  em^eloppent 
une  surface  de  la  classe  3  («  —  1). 

21.  La  démonsiralion,  rénuméralion  même  des  pro- 
priétés auxquelles  conduit  la  théorie  actuelle  serait  fort 
longue  et  donnerait  une  trop  grande  étendue  à  ce  Mé- 
moire. Je  ne  désirais  qu'ajouter  une  nouvelle  preuve  à 
cette  proposition,  déjà  mise  en  évidence  par  M.  Plûcker, 
que  l'analyse .  peut  aussi  traduire,  expliquer  et  démon- 
trer la  dualité  géométrique.  Les  définitions  et  les  prin- 
cipes généraux  que  je  viens  de  poser  nous  montrent  que 
toute  propriété  des  polaires  d'un  point  ou  dérivant  de  la 
ibéorie  des  polaires  a  nécessairement  sa  corrélative  dans 
la  théorie  des  polaires  d'un  plan;  et  qu'un  seul  calcul, 
interprété  à  ce  double  point  de  vue,  démontre  à  la  fois  la 
double  proposition. 

11  me  reste  néanmoins  à  ajouter  quelques  mots  sur  les 
singularités  des  surfaces,  afin  de  bien  préciser  l'interpré- 
tation des  calculs  dans  le  cas  des  équations  tangentielles  ; 
ce  sera  l'objet  d'un  second  paragraphe. 


(  io5  ) 

NOTE  SDR  LLS  CONES  BU  SECOND  ORDRE  ^ 

Pab  m.  mirza-nizam. 


I. 

RELATIOIIS  QUI  EXPRIMENT  QUE  LE  CÔNE  À  SOIT  TROIS 
PLANS  TANGENTS,  SOIT  TROIS  GÉNÉRATRICES  RECTANGU- 
LAIRES.   ~ 

L'équation  générale  des  cônes  du  second  degré  dont  le 
sommet  est  (Xi^jf^  2,)  peut  s'écrire  de  la  manière  sui- 
vante : 

A(j;  — .r,)»-|-A'(r— r.)'+A"(z— z,)'-h2B(j— j.)(z— 3.) 

-f-  2B'  [x  —  a:,)  (z  —  z.)  +  2B"  >  —  ;c,  )  (/-  J.)  =0. 
Les  équations  d'une  génératrice  sont  de  la  forme 

x  —  x^  _  x—yi  _  z  —  Zj 

a       ~"        p       —       7      ' 

a,  P,  y  étant  les  cosinus  des  angles  que  fait  celte  droite 
avec  les  trois  axes  supposés  rectangulaires.  Cette  droite 
devant  se  trouver  sur  le  cône,  on  doit  avoir 

(i)       Aa»  -f-  A'p'  -i-  A"7'  -f-  2Bp7  H-  2B'a7  -h  aB^ap  =  o. 

En  exprimant  que  deux  autres  droites  (a,  |3,  y),  (a',  (S',  y') 
se  trouvent  sur  le  cône,  on  obtient  deux  autres  relations 
qui  ne  diffèrent  de  la  précédente  que  parce  que  a,  jS,  y 
sont  successivement  remplacés  par  a\  ^' ^y'  et  a'',  (3'',  y" , 
Ajoutant  ensuite  ces  trois  relations,  en  ayant  égard  aux 
six  relations 

/  a'-i-a'»-f-a'''z=i,      ap  H- a' f' -f- a'' p"  =  O, 
(21         I  p2+p'2H_p"2~,,      a^_l_a'7'H-a"7'fz=o, 


(  io6  ) 
qui  expriment  que  les  axes  sont  rectangulaires^  ainsi 
que  les  trois  génératrices,  on  obtient  pour  cette  somme 

(a)  A^-A'-^A"  =  o. 

Telle  est  la  relation  cherchée. 

Remarque.  — La  relation  (a)  montre  que  si  le  cône 
a  un  système  de  trois  génératrices  rectangulaires,  il  en  a 
une  infinité;  car  pour  un  pareil  système,  il  faudra  ré- 
soudre par  rapport  à  (a,  /3,  y),  (a',  [3',  /),  («'',  ÇJ'.f) 
les  équations  (2)  et  les  trois  relations  analogues  à  (i).  Or 
Tune  de  ces  relations  peut  être  remplacée  par  la  rela- 
tion (a)  qui  ne  contient  pas  les  variables.  On  a  donc 
huit  équations  à  neuf  inconnues;  donc  il  y  a  une  infinité 
de  systèmes  de  trois  génératrices  rectangulaires. 

La  même  remarque  s'appliquerait  aux  trois  autres  cas 
que  nous  avons  à  traiter. 

Cherchons  maintenant  la  relation  qui  esqprime  que  le 
cône  a  trois  plans  tangents  rectangulaires.  Pour  cela,  sup- 
posons d'abord  la  surface  rapportée  à  trois  axes  parallèles 
à  ses  axes  principaux,  son  équation  sera 

Son  plan  tangent  aura  une  équation  de  la  forme 

(3)  a(^-x')  +  p(j.~/)-f-7(3-z')=:o, 

^9  Ç^f.y  étant  les  cosinus  des  angles  de  Taxe  de  ce  plan 
avec  les  trois  axes  de  coordonnées  et  x*^  y\  z*  les  coor- 
données du  point  de  contact.  Ces  dernières  vérifient  par 
conséquent  Téquation  de  condition 

(4)  A,[x'-a:,Y-^k'{y-y,y'\-M'[z'-z,Y=o, 
Or  Téquation  du  plan  tangent  au  point  x\y\  z'  est 

A(x-x.)  {x'^x^  -4-A'  (  j  -  j.)  (  / -y^)  +  A"(2  -  z.)  {z'  —  2.)zzi0; 
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on  doit  donc  avoir 

a^  —  X,  _y  —X\  __z'  —  z, 

L'équation  de  condition  (4)  devient  donc 


a' 


Z_.vl_. 


Telle  esl  la  relation  qui  exprime  que  le  plan  (3)  est  tan- 
gent au  cône.  Prenant  maintenant  deux  autres  plans 
(«',  j3',  y'),  [a"^  /3'',  y")  et  exprimant  qu'ils  sont  tangents 
aa  cône»  on  obtiendra  deux  autres  relations  analogues  ; 
ajoutant  ces  trois  relations  en  ayant  égard  à  ce  cpie  le» 
trois  plans  sont  rectangulaires,  on  obtient 

I         I  I 

ou  bien 

AA'-t-AA"4-A'A''=:o. 

On  voit  donc  que  si  le  cône  est  rapporté  à  trois  axes  pa- 
rallèles à  ses  axes  principaux,  la  relation  cherchée  ex- 
prime que  la  somme  des  produits  deux  à  deux  des  coeffi- 
cients de  J?*,/',  z^  est  nulle. 

Or,  dans  le  cas  où  les  axes  sont  quelconques,  par  un 
changement  d'axes,  on  ramènera  Téquation  à  la  même 
forme;  seulement  les  coefficients  de  j:*,  j^^  ^'  seront  les 
trois  racines  de  l'équation  en  S 

(A  -  S)  (A'  —  S)  (A''  -  S)  -  (A  —  S)  B'  -  (  A'  -  S)  B" 

—  (A"  —  S)  B''^  +  aBB'B"  =1  o, 

et  la  somme  des  produits  deux  à  deux  des  trois  racines  de 
cette  équation  égalée  à  zéro  donnera  la  relation  cherchée 
dans  ce  cas.  La  somme  des  produits  deux  à  deux  des  ra- 


(  io8  ) 
cines  de  cette  équation  étant 

A  A'  -t-  AA"  -4-  A'  k"  —  B»  —  B'^  —  B"% 
la  relation  cherchée  est 

(P)       (AA'—  B"»)  -f-(AA''—  B'»)  +  (A'A"—  B^)  =:  o. 

II. 

RELATIONS  QUI  EXPRIMENT  QUE  LE  CÔNE  A  TROIS  GÉNÉRA- 
TRICES, OU  TROIS  PLANS  TANGENTS  PARALLELES  A  TROIS 
DIAMÈTRES  CONJUGUÉS,  OU  TROIS  PLANS  DIAMÉTRAUX 
CONJUGUÉS    d'un    ELLIPSOÏDE. 

Prenons  les  trois  axes  de  Tellipsoïde  pour  axes  de 
coordonnées  :  Téquation  de  cette  surface  sera 

jp2  y'i  z^ 

l_  "!_   _; I  . 

Téquation  du  cône  sera 

-f- 2B' (a:  —  jr,  )  (z  —  z,)  4- 2B"(j:  —  x.)  (j^  —  j,)i=0. 

Transformons  ces  deux  surfaces  homographiquement  en 
prenant  pour  formules  de  transformations 

X  Y  Z 

X'=-,       y  =  {,       Z'zr:-, 

a  b  c 

rellipsoïde  se  change  dans  la  sphère 

et  le  cône  proposé  dans  le  cône 

^,B*.(y-Ç)(._5).,B.„(v-S)(..-i) 


ilors,  exprimer  que  le  premier  cène  a  trois  génératrices 
parallèles  à  trois  diamètres  conjugués  de  Tellipsoïde, 
c'est  exprimer  que  le  second  cône  a  trois  génératrices 
rectangulaires. 

La  condition  pour  que  le  cône  ait  trois  génératrices  pa- 
rallèles à  trois  diamètres  conjugués  de  relUpsoïde  est 
donc,  d'après  l'équation  («), 

a,  b^  c  étant  les  demi-axes  de  l'ellipsoïde.  De  même, 
d'après  la  relation  ((3),  la  formule 

(AA'  —  B"^)  a'b'  4-  ( AA"—  B'») a'c^ -\-  (A' A"  —  B^)  b'c^=o 

ou  bien 

AA'  —  B"2       AA"  —  B'2       A'  A''  —  B» 

exprime  que  le  cône  donné  a  trois  plans  tangents  paral- 
lèles à  trois  plans  diamétraux  conjugués  de  rellipsoïde 

(fl,  i,  c).  ' 

Remarque.  —  Les  relations  (y)  et  (J)  supposent  que 
les  axes  des  coordonnées  sont  les  axes  de  l'ellipsoïde. 

III. 

APPLICATIONS. 

Applications  de  la  relation  (a). 

Première  application.  —  Résolvons  le  problème 
connu  : 

Trouuer  le  lieu  des  sommets  des  trièdres  trirectangles 
dont  les  arêtes  sont  tangentes  à  une  surface  à  centre 
donnée. 

Prenons  trois  axes  rectangulaires  passant  par  le  centre 


} 


(  "o) 
de  la  surface  dont  Féquation  est 

+  2B'',xr-f-F=ro. 

Soit  (xi,  /i,  Zi)  un  point  du  lieu.  Le  cône  ayant  pour 
sommet  ce  point  et  circonscrit  à  la  surface  contiendra  les 
trois  arêtes  du  trièdre  trirectangle;  donc  les  coefficients  ' 
de  Téquation  de  ce  cône  vérifieront  la  relation  (a).  La 
relation  est  donc  !'équation  du  lieu,  puisqu'elle  a  lieu 
entre  a?i,  ji,  ^i  et  les  quantités  connues. 
L'équation  de  ce  cône  est 

dans  laquelle  f(x^  j^  z^  t)  est  le  premier  membre  de 
l'équation  de  la  surface  donnée,  rendu  homogène  en  rem- 
plaçant Xy  y,  z  par  -9  -5  -  et  multipliant  par  «*. 

On  obtient  Féquation  (c)  en  cherchant  Féquation  gé- 
nérale des  surfaces  doublement  tangentes  à  la  surface 
f  (x,  y^  z)  =  o  suivant  le  plan  polaire  du  point 
(•^1)  Ju  ^i)>  et  exprimant  que  cette  surface  passe  par  le 
point  (a:i,  ji,  Zi). 

Les  coefficients  de  Féquation  (c)  sont,  en  désignant 
par  A,  A',  A'^,  B,  B',  B''  les  coefficients  de  x*,  j*,  2', 
^yz^  2xzj  ixy^ 

A  =  A,/(ar„  ri,  z,)  —  tA'/> 
A' z=A'./(^.,j.,z.  )-!>;% 
A''=:A';/(:r.,j.,2.)-J/;/, 
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B'  =  B',/(x„r„z,)-|/;/;_, 

La  relation  (a)  est  donc,  dans  ce  cas, 

(A,  -H  A',  +A';)/(x„r..  z,)-^  (/;_'  ^-^' '+/;_«)  =o. 

Telle  est  l'équation  du  lieu.  C'est  une  surface  du  second 
degré.  Ordonnant  par  rapport  aux  variables  et  enlevant 
les  accents,  on  a 

-+-z^[(A.A';-BV)+(A',A';-BJ)] 

4-2(B,A,  — B',B';)jz-f-2(A,B',  — B,B';)xz 

-f-  î  (  A",  B';  —  B,B',)  ^rj  +  F  (A,  +  A^  H-  A",)  r=  o. 

C'est  une  surface  concentrique  à  la  surface  donnée  et 
qui  a  les  mêmes  axes,  car  si  on  avait  pris  pour  axes  de 
coordonnées  les  axes  de  la  surface  donnée,  on  aurait 
Bi  =  B',  =:  B",  =  o,  et  Téquation  du  lieu  se  réduirait  à 

A.  (A',  -h  A",)^'  -f-  À',  (A,  -¥■  A\)x'  -4-  A",  (A,  -H  A\)  z' 

-f-F(A, +  A; -hA'ÎJrzio 

qui  est  l'équation  d'une  surface  rapportée  à  ses  axes. 

Nous  n'avons  pas  pris  tout  d'abord  ce  système  de  coor- 
données, parce  que  nous  aurons  besoin  de  l'équation  (c) 
dans  ce  qui  va  suivre. 

Deuxième  application.  —  Cherchons  comme  seconde 
application  de  l'équation  (a)  le  problème  suivant  : 

Trouver  le  lieu  des  sommets  des  triedres  trirectangles 
dont  les  arêtes  passent  par  une  conique. 


(.,2) 

Soient 

E  zz:  A.X»  4-  A',  J2  +  A"  «2  —  I  z=  o, 
P  =:  ajc  H-  Pj  +  73  =  o, 

les  équations  de  la  conique,  a,  p  et  y  ayant  la  même  si- 
gnification que  précédemment. 

Soit  (Xi,  j^i,  ^i)  un  point  du  lieu-,  le  cône  ayant  ce 
point^i^out"  ^dïnihët  et  passant  par  la  conique  contieitidra 
les  trois  génératrices  du  trièdre  trirectangle  qui  a  son 
sommet  au  même  point  :  les  coefficients  de  l'équation  du 
cône  vérifiei^ônt  doYic  la  relation  (a);  cette  relation  est 
donc  l'équation  du  lieu. 

Or,  l'équatieivducôue  ayant  son  sommet  en  (xj,  j-,,  Zi) 
et  passant  par  la  conique,  est     ' 

(.r  —  ^.)=^[A,P,  (P,  —  %aLX,)  -f-  E.a^] 

+  (j-jOHa'.p.  (P.  -  2pr.)  +  E.p^] 

-^  [z  —  z,y  [a;?,  (P.  —  272.)  +  E.7'] 

~2(j-7.)(3-3.)[P.(A';pz.  +  A;7r.)-E.P7l 
—  2(0:  — ^,)(3— 3,)[P,(A';a3,H-A,7J7,)  — E,a7] 

~-2(jr  — ^,)(J— J.)[P.(A>J.-4-A,par,)— E,ap3=o,- 


W) 


.El  et  Pi  étant  ce  que  deviennent  E  et  P  lorsqu'on  rem- 
place a:,j,  z  par  Xu  y  il  2,. 

L'équation  du  lieu  est  donc,  d'après  la  relation  (a),  en 
ayant  égard  à  la  condition  a*  -f-  (3*  -h  y*  =  i , 

Pi[A,(P,  — 2ajr,)-f-A'.  (P,  — 2p7,)H-A';(P,— 27Z.)]-hE,=o 

qui  est  une  surface  du  second  degré  passant  par  la  co- 
nique donnée. 

Si  l'on  avait  pris  lé  plan  de  la  conique  pour  plan  dés  xy^ 
ses  axes  pour  l'axe  des  x  et  celui  des  y^  l'équation  du 
lieu  s'obtiendrait  en  faisant  dans  l'équation  précédente 
a=/3==o,  7  =  1  et  A'J  s=  o;  le  lieu  sera,  «n  remplaçant 


(  ii3) 
Pi  par  z  et  E|  par  Ai  x*  +  A', j^*  —  i , 

A,x»+  A',7»  +  (A,  -f-  A'Jz»—  I  =  o. 

Si  nous  n^avons  pas  pris  tout  d'abord  ce  système  d'axes, 
c'est  parce  que  nous  aurons  besoin  de  l'équation  de  ce 
c6ne  sous  la  forme  (c')» 

Remarque.  —  Nous  avons  fait  remarquer  que  si  le 
cône  contenait  un  système  de  trois  génératrices  rectangu- 
laires, il  en  contenait  une  infinité.  Donc  chacun  des 
points  des  lieux  cherchés  est  le  sommet  d'une  infinité  <cb 
trièdres  tri  rectangles  répondant  à  la  question. 

Cette  remarque  s'appliquera  également  aux  autres 
problèmes  que  nous  allons  traiter. 

Applications  de  V équation  (^). 

Première  application.  —  Trouver  le  lieu  des  sommets 
des  trièdres  trirectangles  dont  les  faces  sont  tangentes 
à  une  surface  à  centre.  (Théorème  de  Monge.) 

Considérons  le  cône  ayant  son  sommet  en  un  point 
quelconque  du  lieu  et  circonscrit  à  la  surface.  Ce  cône  a 
trois  plans  tangents  rectangulaires;  ses  coefficients  véri- 
fient donc  la  relation  (/3);  cette  relation  exprime  donc 
l'équation  du  lieu.  Dans  la  première  application  de 
l'équation  (a),  on  a  obtenu  les  coefficients  de  ce  cône; 
alors  calculant  les  trois  termes  de  (/3),  on  a 

AA'  -B"«=[X-z;  -I-FIA.  a;  -BV)]./(^.,ri,z.), 
AÀ'^  -  B'»=  [^rî  -^  F(A.  a:  ~Br,»)]./(x„r.,^.), 
A'A'^-  B>  =[*x;  +  F  (a;  A*;  -  B])]./[x,,x,,z,), 

en  posant 

*  =  A, a;  a*  -4-  2BX  K  —  A.BÎ—  A'.B',»-  A';B•.^ 
Âmm.  de  Mathémat,,  a«  série,  t.  V.  (Mars  t866.)  8 
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L'équation  du  lieu  est  donc,  en  enlevant  les  accents, 

x^-hy''^z*=—  ^[A,A',  — BV-f-A,A^  — B'.'-f-A'.A'  —  Bj]. 

a' 

C'çst  donc  une  sphère  concentrique  à  la  surface  donnée. 
On  voit  que  cette  sphère  a  pour  rayon  la  diagonale  dupa- 
rallélipipède  construit  sur  les  demi-axes  de  la  surface, 
car  là  surface  rapportée  à  ses  axes  atirâil  pour  équation 

_Sx\-h  S>^  -f-  SV  -4-  F  =  o, 

'  et  la  somme  des  caifrés  des  dçmi-axes  est  .  ^  • .  ^ 

'*'"^*''''--^(s""i"^^)., .■...; 

(S,  S',  S"  étant  les  racines  de  Téquation  en  S).  Or,  on  a, 
d'après  cette  équation  en  S, 

l        l_         i-  __^  ArA^--  BV-H^.AiAVr^.B<>-H.A^,-A';;—  B] 

donc 

rt»-f-ô'4-c»=:-^(A,A',~B",»-l-A,A';-B','-l-A;A';~By, 

ce  qui  prouve  ce  qu'on  a  avancé. 

->  Deuxième  APPLICATION.  •*—  Tromper  le  lieu  des  sommets 
;d^S  trièdrés  trirectangles  dont  les  faces  roulent  sur  une 
conique. 

On  voit  dfi  même  que  po\ir  avoir  Téquation  du  lieu,  il 
faudra  appliquer  la  relation  (j3)  aux  coefficients  de  /'équa- 
tion (c').  Des  coefficients  de  celte  équation  on  tire,  en 
reprësefataiït  par  À,  A',  A'^/B,  B',  B''  ces  coefficients, 

AA'  -B''2=P;[(A',A';a^  +  A,A';p»  +  A.A',7^)zî 

-(A.^^-f^A>?)], 


(  «i5  ) 

AA' -  B'»=Pf[(A'.  Al  a'-t- A.A' p'+ A,A',7')^Î 

-(A,7'  +  A',«')], 
A'A"—  B»=  Pf  [(  A',  A'  a»  +  A,  A",  p»  ■+-  A,  A', 7»)  x\ 

-(A'.y  +  Alp')]. 

L'ëquatioQ  du  lieu  cherché  est  donc 

(A',A';a»H-A,A';p»-l-A.A;7^)(^-f-^»4^2')     •  • 
=  a^(A;H-A^)  +  P^(A.+A';)  +  7UÂ.-f-A;)r 

une  sphère  concentrique  à  la  conique,  dont  le  rayon  est 
la  diagonale  du  rectangle  construit  sur  les  deux  demi- 
axes  de  cette  conique;  car  on  sait  que  les  axes  de  la  secT 
don  de  la  surface 

A,  x>  H-  A'.r'  H-  A*;  3»  — . r  =  o  ■ 
par  le  plan  -  -    l    . 

««■4-^^-4-73  =  0 

sont  donnés  par  l'ëquation  en  r* 

-r»[a^(A',  +  A*;)  +  p*(A.  H-  A')  +  y'(A.  -f-  A',)]  4-  1=0, 
d  où  l'on  tire 

...      :  1  . 

X.  ^  y^'-  «.'UV±A';)  +  pma.+.a:) +7»(a. + A'.) 

~"     -         a;  A"  a»  +  A,  A' 8»  + A,  A',  7» 
ce  qui  démontre  ce  qu'on  a  avancé.    î^     > 

application  jde lia  relation  (y),    

pBXMiÈiiB  iïPLicÂTibir .  — ^  Trouver  le  lieu  des  sommets 
destrihdres  dont  lès  arêtes  sont  tangentes  à  une  surface 
à  centre  et  parallèles  à  trois  diamètres  conjugués  d^iih 
ellipsoïde* 

Prenons  les  trois  axes  de  Tellipsoïde  pour  axes  de 

8. 
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coordonnées.  L^équation  de  la  première  surface  sera 

/(jT,  j^,  z)  •=  A.x*  -I-  A\x'  -^  K  «'  -^  2B,7»  H-  2B'.  jrx 
et  Téquation  de  Tellipsoïde  sera 

X^         y«  z^ 

Le  cône  ayant  pour  sommet  un  point  du  lieu  et  cir- 
conscrit à  la  première  surface,  contenant  trois  généra- 
trices parallèles  à  trois  diamètres  conjugués  de  rellipsoïde, 
les  coefficients  de  son  équation  doivent  vérifier  la  rela- 
tion (y).  Or,  on  a  trouvé  déjà  les  coefficients  de  ce 
cône  (c)  dans  la  première  application  de  la  relation  (a); 
donc,  remplaçant  dans  la  relation  [d)  ces  coefficients  par 
leurs  valeurs,  on  a  pour  Téquation  du  lieu 

+  7^[(A.A'.-B';')«'4-(A',Ar-BÎ)c»] 

-f-  z'[(A,A\  -  BV)û^  +  (A',  A",  — BJ)  b^] 

+  2  (B,  A,  —  B',  B",  )  a'yz  H-  Oi  (A\  B\  —  B,B^)  ù'xz 

-h  2  (A",  B",  —  BiB'Jc'x/  +  F(  A»û^  -h  A',  b^  -\-  A\  c»)  =  o 

qui  est  une  surface  du  second  degré  concentrique  à  la 
surface  donnée. 

Deuxième  application.  —  Trouv^erle  lieu  des  sommets 
des  trièdres  dont  les  arêtes  passent  par  une  conique  à 
centre  donnée  et  sont  parallèles  à  trois  diamètres  con^ 
jugués  d^un  ellipsoïde. 

On  peut  transporter  rellipsoïde  parallèlement  à  lui- 
même^  jusqu'à  ce  que  son  centre  coïncide  avec  celui  de  la 
conique.  Prenant  alors  pour  âxes  de  coordonnées  les  trois 
Axes  de  Fellipsoïde,  son  équation  sera 

x^       r^       z^ 

«'         0^         c^ 
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La  conique  peut  être  considérée  comme  l'intersection 

d'an  plan  passant  par  le  centre  et  d'nne  surface  à  centre 

du  second  degré,  ayant  les  mêmes  axes  que  l'ellipsoïde. 

Par  conséquent,  pour  avoir  Téquation  du  lieu,  il  faudra. 

écrire  la  relation  (^)  entre  les  coefficients  du  cône  (c') 

qui  a  son  sommet  au  point  (oTi,  j^i,  z^)  du  lieu  et  passant 

par  la  conique.  L'équation  du  lieu  est  donc 

P,[A|(P,  — 2aj:,)««-l-A;(P,  — 2px,)^'H-A';(P,--27X»)] 

-f-  E,  (a^a}  4-  h^p^  +  c^f)  =  o, 

qui  représente  une  surface  du  second  degré  passant  par 
la  conique  donnée  et  par  Tintersection  de  Tellipsoïde 
avec  le  plan  représenté  par  le  second  facteur  du  premier 
terme  égalé  à  zéro. 

^applications  de  la  relation  (d). 

Première  application.  —  Trouver  le  lieu  des  sommets 
des  trihdres  trirectangles  circonscrits  à  une  surface  à 
centre  donnée  et  dont  les  faces  sont  parallèles  à  trois 
plans  diamétraux  conjugués  d'un  ellipsoïde.  (Généralisa- 
tion du  théorème  de  Monge  et  concours  général  de  1860.  ) 

En  prenant  pour  axes  de  coordonnées  les  trois  axes  de 
rellipsoïde,  on  voit  que  pour  avoir  l'équation  du  lieu  il 
faudra  exprimer  la  relation  (c?)  entre  les  coefficients  du 
cône  (c).  L'équation  du  lieu  est  donc 

«'      ^»       2»      F/A,A',— B*'^      A.A",— B'»       A'.A'Î—Bn 

qui  représente  un  ellipsoïde  concentrique  à  la  surface 
donnée  et  homothétique  à  Fellipsoïde  donné. 

Deuxième  application.  —  Trottiner  le  lieu  des  sommets 
des  trièdres  dont  les  faces  sont  parallèles  à  trois  plans 
diamétraux  conjugués  d  ^un  ellipsoïde  el  qui  roulent  sur 
une  conique  à  centre  donnée^ 
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En  prenant  encore  les  axes  de  Tellipsoïcle  donné  ponr 
axes  de  coordonnées,  l*équation  dû  lieu  n'est  autre  chose 
que  la  relation  (â)  entre  les  coefficients  du  cône  (c'). 
L'équation  du  lieu  est  donc  . 

__  a;  7^  -f-  A^  p'       A,7^-f-A>^       A.p'-f-A>^ 
r"    .       û^  "^  b'  "*"  ^^  ' 

qui  est  un  ellipsoïde  concentrique  à  la  conique  donnée  et 
bomothétique  à  rellipsoïdedonné. . 

Jl  résulte  de  là  que  toutes  les  questions  sur  lestrièdres 
se  résolvent  par  une  marche  analogue  de  calcul. 


,     ^       ÉTUDE  DE  GPHÊTRIE  COMPARÉE, 
Avec  afplieations  aux  sections  cooifoe»  et  an  eomrbes  d'orére  sapérieir, 
partievlièrenent  à  une  fomille  de  mtht%  di  sliièiiie  ordre  et  de  kr 
quatrième  classe ',  \  ^ 

Par  M.  G.-G.  DE  LONGCHAMPS , 

Élère  de  l'École  Normale  supérieure. 


La  méthode  de  Géométrie  comparée  que  j'expose  ici 
repose  sur  le  théorème  suivant,  conséquence  évidente  du 
iHédrèïhe  rèlalîf  à  UHe  trimsversale  dans  un  triangle  et  de 
la  réciproque. 

1^  Une  transversale  étant  donnée  dans  le  plan  d'un 
triangle,  on  prend  les  symétriques,  par  rapport  aux  points 
milieux  des  côtés  du  triangle,  des  points  où  ces  côtés  sont 
rencontrés  par  la  transversale  5  les  trois  points  ainsi 
obtenus  sont  en  ligne  droite. 

Ces  deux  droites,  tellement  liées  Tune  à  l'autre  que  la 
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seconde  se<dëdiiise  de  la  première  en  inversement,  peuveni 
èlré  appelées  transversales  recîpmques»  Si  l'on  considère- 
les  segments  de  ces  transversale»  compris  entre  deul^ 
mêmes  côtés  du  triangle  et;  qu'on  appelle  les  segments' 
correspondants^  on  énoncera  ce  théorème  : 

2^  La  droite  qui  joint  les -points  milieux  de  deux  seg- 
ments correspondants  passe  par  le  milieu  de  la  médiane 
correspondant  au  sommet  de  l'anglo  considéré. 

3®  La  transversale  réciproque  est  parallèle  à  la  droite 
qui  joint  les  points  milieux  du  quadrilatère  complet  que 
forme  la  transversale  proposée  avee  le  triangle.  C?s  points 
milieux  et  les  peints  où  la  transversale  réciproque  ren- 
contre les  côtés  du  triangle  forment  deux  sy^tèmetf  de 
points  homothétiques  ;  le  centre  de  gravité  du  triangle 
est  centre  d'horaothétie. 

4^  Étant  données  trois  transversales  se  coupant  deux 
à  deux  sur  les  côtés  d'un  triangle  donné,  les  transversales 
réciproques  forment  également  un  triangle  dont  les  som* 
mets  reposent  sur  les  côtés  du  triangle  donné,  et  ces  deux 
triangles,  savoir  :  celui  des  transversales  et  celui  des 
transversales  réciproques,  jouissent  de  la  propriété  que  la 
droite  qui  joint  leurs  centres  de  gravité  passe  par  le 
centre  de  gravité  du  triangle  donné  et  y  est  partagée  en 
deux  parties  égales. 

Tous  ces  théorèmes  sont  assez  élémentaires  pour  que 
nous  puissions  nous  dispenser  de  les  démontrer  ici.  Avant 
d'aller  plus  loin  dans  cette  théorie,  je  cite  dès  à  présent 
Tapplication  qu'on  peut  faire  des  théorèmes  précédents  à  la 
recherche  de  la  loi  qui  unit  les  centres  de  gravité  des  divers 
triangles  qui  composent  un  polygone  complet,  c*est-à-dire 
un  polygone  dont  les  côtés  sont  indéfiniment  prolongés. 

On  déduit,  en  effet,  du  dernier  théorème  énoncé  ce 
corollaire  : 

Si  Ton  considère  les  deux  systèmes  de  trois  points 
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formés  par  les  c6tés  du  triangle  donné  sur  la  transversale 
et  sa  réciproque,  la  droite  qui  joint  les  centres  de  gravité 
de  ces  deux  systèmes  de  points  passe  constamment  pat 
le  centre  de  gravité  du  triangle  donné  et  y  est  parti^;ée: 
en  deux  parties  égales. 

On  déduit  delà  le  théorème  suivant  : 

Si  Ton  considère  un  quadrilatère  complet,  ce  quadri- 
latère définit  quatre  triangles  que  Ton  obtient  en  faisant 
successivement  abstraction  d^une  des  droites  données. 
Que  Von  considère  Tun  de  ces  triangles  en  particulier  el 
que  Ton  joigne  son  centre  de  gravité  au  centre  de  gravité 
du  système  des  trois  points  qui  se  trouvent  sur  la  qua« 
trième  drcHte,  les  quatre  droites  que  Ton  peut  ainsi  ob-- 
tenir  concourent  en  un  même  point  et  y  sont  partagées  en 
deux  parties  égales. 

Ce  point  situé  sur  la  droite  qui  joint  les  pmnts  milieux 
des  diagonales^  et  qui  se  trouve  être  le  centre  de  gravité  de 
ces  trois  points,  peut  être  appelé,  en  n'attachant  a  ce- 
mot  qu'un  sens  purement  géométrique,  le  centre  de  gra- 
vité du  quadrilatère  complet.  £n  se  laissant  guider  par 
quelques  idées  générales  semblables  à  celles  qui  m'ont 
servi  (*)  dans  une  recherche  analogue  sur  les  centres  des 
cercles  circonscrits  aux  triangles  formés  par  un  polygone 
complet,  on  arrive  au  théorème  général  que  j'énonce: 

Si  l'on  considère  un  polygone  complet  de  n  droites  défi- 
nissant n  polygones  de  (n  —  i)  droites,  que  l'on  joigne- 
le  centre  de  gravité  d'un  de  ces  polygones  (point  défini 
par  cette  même  loi  que  nous  énonçons  en  ce  moment)  au 
centre  de  gravité  des  {n  —  i)  points  qui  se  trouvent  sur 
la  /i'*""  droite  dont  on  vient  de  faire  abstraction,  lea^ 
n  droites  ainsi  obtenues  concourent  au  même  point  et  y 
sont  partagées  dans  le  rapport  de  ti  —  2  à  2. 

{*)  I^vue  des  Sociétés  savantes,  mai  i(^4* 
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Mais,  sans  insister  davantage  sur  ce  point,  j'expose  les 
principes  qui  font  de  ces  théorèmes  la  base  d'une  nouvelle 
méthode  de  déformation  des  figures.  On  sait  que  tout 
théorème  de  Géométrie  élémentaire,  dans  lequel  à  un 
point  ou  à  une  droite  correspond  un  point  ou  une  droite^ 
peut  servir  de  point  de  départ  à  une  méthode  de  Géométrie 
comparée,  et  ces  idées  ont  été  exposées  dernièrement  dans 
les  Annales  par  M.  Mathieu.  Cest  ici  le  premier  théo- 
rème qui  servira  de  point  de  départ,  en  faisant  corres- 
pondre une  droite  à  une  droite,  ainsi  que  nous  l'avons 
apliqué  en  commençant.  Si  ou  fait  tourner  une  droite 
aulour  d'un  point  et  que  l'on  cherche  l'enveloppe  des 
transversales  réciproques,  l'équation  homographique  du 
point  se  change  en  l'équation  homographique  d'une  co- 
nique, de  telle  sorte  qu'on  peut  dire  qu'à  un  point  cor- 
respond une  conique. 

Mais  le  point  ne  renfermant  que  deux  paramètres  arbi- 
traires, la  conique,  on  le  comprend  bien,  doit  être  assu- 
jettie à  remplir  trois  conditions.  On  reconnaît,  en  effet, 
qu'elle  est  tangente  aux  trois  côtés  du  triangle  qui  sert  à 
la  déformation,  et  que  suivant  un  langage  usité  nous  ap- 
pellerons désormais  triangle  de  référence.  Les  théorèmes 
énoncés  plus  haut,  et  le  théorème  de  Newton,  font  voir 
que  le  point  et  la  conique  corrélative  sont  liés  par  une 
loi  simple  : 

Un  point  a  pour  corrélatif  une  conique  tangente  aux 
trois  côtés  du  triangle  de  référence,  et  inversement  une 
telle  conique  a  pour  corrélative  un  point  :  ce  point,  le 
centre  de  gravité  du  triangle  et  le  centre  de  la  conique 
sont  trois  points  en  ligne  droite,  et  le  rapport  des  distances 
de  ces  trois  points  est  celui  de  2  à  i . 

La  simplicité  de  cette  loi  fait  tout  le  succès  de  ce  mode 
de  déformation  des  figures.  On  peut  dire  que  les  consé- 
quences nombreuses,  et  souvent  simples,  que  l'on  en  peut 
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déduire  soiit  renfermées  dans  ce  théorème  ou  dans  son 
corollaî  re  que  j 'énonce  : 

Si  deux  points  dans  la  figure  proposée  sont  situés  sur 
une  même  tangente  à  une  certaine  conique  tangente  ant 
trois  côtés  du  triangle  de  référence,  les  centres  des  co- 
niques corrélatives  de  ces  points  sont  situés  sur  line 
même  tangente  à  une  certaine  conique  tangente  aux 
droites  qui  joignent  les  points  milieux  du  triangle  de 
référence. 

Je  donné  quelques  exemples.  Comme  il  ne  sera  consi- 
déré dans  ce  qui  va  suivre  que  des  coniques  toujours  tan- 
gentes h  trois  droites,  ces  trois  conditions  seront  sous- 
entendues,  et  nous  dirons  par  exemple  :  soit  C  (O^i,  Oui) 
une  conique  tangente  aux  droites  Ofli^Oai,  ou  encore 
C(0<i,,  Oai)  une  conique  tangente  à  Oa^  au  point  O. 

I**  Étant  donnés  un  point  fixe  O,  trois  droites  aux- 
quelles seront  tangentes  les  diverses  coniques  dont  nous 
allons  parler,  et  deux  droites  O^i,  Oa,  partant  du 
point  O,  on  considère  les  trois  coniques  C  (Oûj,  Ofli), 
C(Oâf„  Oflj),  C(Ofli,  OûTî).  La  droite  qui  joint  le 
centre  de  celle  dernière  au  point  milieu  de  la  distance 
des  centres  des  deux  premières  passe  par  un  point  fixe 
quand  les  droites  O^j,  Oa,  varient  de  toutes  les  manières 
possibles.  Ce  point  partage  la  distance  du  pomt  fixe  au 
centre  de  gravité  du  triangle  dans  le  rapport  dé  2  à  i. 

a^  Etant  données  trois  droites  concourantes  Oui», 
Oaj,  Oû3  et  trois  droites  auxquelles  seront  tangentes  les 
diverses  coniques  dont  nous  allons  parler,  on  considère 
les  deux  coniques  C(Oûj,  0/ij)  et  C(Oa^^  Oa,)  et  la 
droite  qui  joint  leurs  centres.  Les  trois  droites  qu'on  peut 
ainsi  obtenir  concourent  au  même  point. 

3®  Etant  données  quatre  droites  concourantes  Oui, 
O^ij,  0^8,  Ofl4  et  trois  droites  auxquelles  seront  tan- 
gentes les  diverses  coniques  dont  nous  allons  parler,  on 


oonsidère  les  six  coniques SC  (Onj ,  Oa^)  dont  les  centrés, 
âtaés>  trois  à  trois  en  ligne  droite^  forment  un  qnadrila- 
tère  complet.  La  droite  qui  joint  les  points  milieux  des' 
diagonales  de  ce  quadrilatère  passe  par  un  point  fixe' 
quand  les  droites  concourantes  tournent  autour  du  point O' 
d'une  façon  quelconque. 

'tLes  propriétés  métriques  d'une  figure  donnée  se  re-' 
trouYent  sans  altération  dans  la  figure  corrélative;  ainsi, 
le>lhéorèrae  sur  la  cinquième  tangente  mobile  à  une 
conique  qui  en  rencontre  quatre  autres  fixes  en  quatre 
points  dont  le  rapport  anharmonique  est  constant  donne 
pour  corrélatif  ce  théorème  : 

'  4°  Étant  données  trois  droites  auxquelles  seront  tan- 
gentes les  diverses  coniques  dont  nous  allons  parler  et 
quatre  droites  O  ai,  Oai,  Oa,^  Oa^  •  concourantes,  on 
considère  une  cinquième  droite  Oa  mobile  autour  du 
point  O  et  les  quatre  coniques  £C  (Oa,  Oai  )  ;  ces  quatre 
eoniqnes,  on  le  sait,  ont  leurs  centres  en  ligne  droite,' 
eomme  tangentes  à  quatre  mêmes  droites  :  le  rapport  an- 
harmonique  de  ces  quatre  points  est  constant  quand  varie 
la  droite  Oâ, 

On  en  déduit  ce  corollaire  : 

Etant  données  qua;ire  droites  concourantes  Oa^^  Oa^, 
OatiO^^i  on  ccmsidère  les  six  coniques  ZC  (Oai,  Ont). 
Il:  y  a  sur  chacune  de  ces  droites  trois  points  de  contact^ 
si. l'on  considère  deux  des  systèmes  do  ces  points,  les 
droites  qui  les  joignent  deux  à  deux  concourent  au  même 
point. 

Je  borne  la  ces  exemples,  suffisants,  je  crois,  pour  faire 
apercevoir  l'esprit  de  la  méthode,  et  avant  dédire  quelques 
mots  de  l'application  de  cette  méthode  aux  courbes  du 
sixième  ordre,  je  cite  quelques  théorèmes  bien  faciles  h 
démontrer  et  dont  chacun  peut  donner  lieu  à  une  mé- 
thode de  Géométrie  comparée. 
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1°  Etant  doiiné  un  triangle,  on^cn  joint  fes  sommets 
anx  milieux  des  segments  correspondants  formés  par  les 
côtés  de  ce  triangle  sur  une  transversale,  et  Ton  prolonge 
ces  droites  d  une  quantité  égale  :  les  trois  points  ainsi  ob- 
tenus sont  en  ligne  droite. 

^^  Étant  donné  un  triangle,  on  joint  les  points  milieux 
de  ses  côtés  aux  points  milieux  des  s^ments  détermina 
par  le  triangle  sur  une  transversale;  si  Ton  prend  les 
points  milieux  de  ces  droites,  les  trois  points  ainsi  déter- 
minés sont  en  ligne  droite. 

3^  Si  d'un  point  on  abaisse  des  peq)endiculaîres  snr 
les  côtés  d'un  triangle,  et  qu'on  prenne  les  symétriques 
des  pieds  de  ces  perpendiculaires  par  rapport  aux  points 
milieux  des  côtés  du  triangle,  et  qu'en  ces  nouveaux 
points  on  élève  des  perpendiculaires  aux  côtés  du 
triangle,  ces  trois  droites  concourent  au  même  point. 

Ce  théorème  se  démontre  plus  généralement  pour  trois 
directions  choisies  de  façon. que  les  parallèles  à  ces  direc- 
tions menées  par  les  points  milieux  des  côtés  du  triangle 
concourent  au  même  point. 

4^  Si  l'on  joint  les  trois  sommets  d'un  triangle  i  un 
point  quelconque  de  son  plan,  et  qu'on  prenne,  par  rap- 
port aux  points  milieux  des  côtés  du  triangle,  les  symétri- 
ques des  points  où  ces  droites  rencontrent  ces  côtés;  que 
l'on  joigne  enfin  les  points  ainsi  obtenus  aux  sommets 
du  triangle,  les  trois  droites  concourent  au  même  point. 

On  peut  constater  que  les  droites  des  deux  premiers 
théorèmes  enveloppent  des  courbes  semblables  à  celles 
qui  sont  fournies  par  la  méthode  de  déformation  que 
j'expose  en  ce  moment;  le  troisième  théorème  ne  fournit 
rien,  car  la  droite  qui  joint  les  deux  points  inverses  passe 
constamment  par  le  centre  du  cercle  circonscrit  et  y  est 
partagée  en  deux  parties  égales,  de  telle  sorteque  les  figures 
sont  simplement  déplacées  et  non  déformées,  comme  il 
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importe  qu'elles  le  soient.  Le  dernier  de  ces  théorèmes, 
qui  fait  correspondre  un  point  à  un  point  et  récipro* 
qoement,  réalise  géométriquement  la  transformation 
analytique  que  M.  Magons  a  développée  en  i83i  dans  le 
Journal  de  Crelle.  On  peut  ^vérifier  pour  le  cas  présent 
et  par  la  Géométrie  les  résultats  qu  a  démontrés  généra* 
lement  M.  Magnus^  savoir  :  que  dans  une  telle  transfor- 
mation, à  une  droite  correspond  une  conique  passant  par 
trois  points  fixes,  et  à  une  courbe  de  Tordre  n  corres- 
pond généralement  une  courbe  de  Tordre  a/».  On  trouve 
en  efifet  qu'à  une  droite  correspond  une  conique  circon» 
sente  au  triangle  de  référence;  à  une  conique  prise  d'une 
façon  quelconque,  une  courbe  du  quatrième  ordre  ayant 
généralement  pour  points  multiples  d'ordre  a  (réels  ou 
imaginaires)  les  sommets  du  triangle  de  référence.  Cette 
méthode,  pour  le  dire  en  passant,  peut  ajouter  une  solu- 
tion de  plus  aux  nombreuses  solutions  de  la  construction 
par  points  d'une  conique  donnée  par  cinq  points;  mais,  à 
part  quelques  applications  de  ce  genre  et  un  petit  nombre 
de  théorèmes  qu  elle  peut  fournir,  elle  ne  semble  pas  fé- 
conde, parce  qu'on  ne  voit  pas  facilement  une  loi  géomé- 
trique bien  simple  qui  unisse  deux  points  inverses  k  la 
figure  de  référence. 

Je  reviens  à  la  méthode  que  je  développe  plus  spéciale- 
ment et  que  j'ai  annoncée  comme  conduisant  à  l'étude 
d'une  famille  de  courbes  d'ordre  supérieur.  Le  théorème 
général  s*énonce  : 

Une  courbe  du  degré  m  et  de  la  classe  72.  a  pour  corré- 
lative une  courbe  de  la  classe  an  et  du  degré  am-f-/* 
ayant  trois  tangentes  multiples  d'ordre  n  qui  sont  les 
côtés  du  triangle  de  référence. 

Ce  théorème  se  dépiontre  simplement  de  la  manière 
suivante  : 

Soit  A  la  courbe  proposée.  A'  la  courbe  corrélative; 
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soit  m'  un  point.  Nous  nous  proposons  de  trouyer  com* 
hien  on  peut  mener  de  tangentes  à  la  courbe  A' par  le 
point  m\  Ce  point  m!  a  pour  corrélative  une  conique 
•tangente  aux  trois  côtés  du  ti*iangle  de  référence,  c'est-a« 
dire  une  courbe  de  la  classe  a  ayant  ^n  tangentes  com* 
munes  avec  la  courbe  A  ;  il  y  a  donc  an  droites  passant 
par  le  point  m'  et  tangentes  à  A^,  c'est-à'^ire  que  la  classe 
de  A'  est  égale  à  an.  -  .       "     .    ■      i 

Cherchons  Tordre  de  cette  courbe- A'*,  e'est^aKlire 
combien  de  points  de  cette  courbe:  sont  situés  sur  ime 
droite  L';  or  \1  a  pour  corrélative  une  droite.  Ly  et  il  y 
aura  sui*  \1  autani.de  points  (réels  ou  imaginaires)  ijue 
Ton  pourra  mener  de  coniques  tangentes  aux  trois- côtés 
du  triangle  de  référence,  À  la  droite  L  et  à  la  coube  A« 
•M.  Cbasles  a  énoncé  ce  théorème  général  dans  les  Co'mjMes 
rendus,  de  Vjicadémie  das  Sciences  de  Tannée  dernière, 
qu;e  dans  un  système  dont  les  caractéristiques  sent  f. 
et  V  il  existe  nifi-h-  nii  coniques  tangentes  à  une  oourbe 
de  la  classe  n  et  de  Tordre  m.. Ici  en  particulier  lesjeafao- 
térîstiqueà  du  système  de  quatre  droites. étant  a  et  i,  iiy 
a  am  +  n  de  ces  coniques  dont  nous  cherchions  le  nom»' 
brç,. et  ceci  démontre  le  théorème. 

On  vérifié  sans  peine,  en  considérant  les  n  tangentes 
qui  partent  d^un  sommet  du  triangle  de  référence  à  la 
courbe  A,  qu'il  y  a  n  points  de  contact  de  la  courbe  A^  jor 
le  çôlé  opposé.':  ■       ' 

Ceci  suppose,  bien  entendu,  que  la  courbe,  A  n'a  au- 
cune relation  avec  la  figure  de  référence,  et  .on  peut  re- 
connaître que  le  degré  de  la  courbe  A'  s'abaisse-  d'une,  de 
deux  ou  de  trois  uai tés  quand  la  courbe  A{>asse  par  un, 
deux  ou  trois  sommets  du  triangle  de  référence.  En  apr> 
pliquant.ces  considéra ûOns  a  la  section  conique,  on  ob- 
tient donc  généralement  une  courbe  du  sixième  ordre  et 
de  la  quatrième  classe,  qui  peut  s'abaisser  quant  à  son 


{  ^^7  ) 
ordre,  aa  ciD^uième,  au  quatrième  et  au,  troisième  ordre. 
Eâ  particulier,,  dans  le  cas  de  la  courbe  du  troisième 
ordre,  on  reconnait  que  les  côtés  du  triangle  de  référence 
sont  les  tangentes  eu  ses  points  d'inflexion,  et  que  ces 
trois  points  sont  en  ligne  droite,  ce  qui  est  une  propriété 
connue  de  ces  courbes. 

Je  donne  en  finissant  quelques  propriétés  de  ces 
courbes  du  sixième  ordre  : 

I®  Les  six  points,  de  contact  de  la  courbe  avec  ses  taur 
gentes  doubles  sont  ^ix  points  d'une  même  conique. 

Q?  Les  tangentes  doubles  rencontrent  la  courbe  cha- 
cune en  deux  autres  points  (réels  ou  imaginaires)  ;  ces  six 
points  sont  six  points  d'uoemême  conique. 

6^  Le  lieu  des  centres  des  coniques  tangentes  ci  la 
courbe  et  à  ses  trois  tangentes  doubles  est  une  conique. 

.  Cette  conique  joue  un  grand  rôle  dans  les  propriétés 
de  ces  courbes  dont  elle  semble  être  un  élément  impor<- 
tant. 

4^  Les  points  où  cette  conique  coupe  les  côtés  du 
triangle  qui  joignent  les  points  milieux  des  côtés  du 
triangle  formé  par  les  tangentes,  doubles  et  les  points  où 
la  courbe  coupe  ses  tangentes  doubles  sont  deux  à  deux 
en  ligne  droite  avec  les  sommets  du  triangle  des  tangentes 
doubles. 

On  peut  encore  démontrer  que  ces  courbes  ont  généra- 
lement quatre  points  multiples  d^ ordre  a  et  six  asynip- 
tote9«  Les  points  multiples  en  particulier  jouissent  de 
propriétés  simples  et  intéressantes.  Tout  théorème  sur 
les  sections .  coniques  donne  pour  corrélatif  un  théorème 
sur  ces  courbes.  Les  nombreuses  propriétés  qu'on  peut 
ainsi  déduire  4es  propriétés  connues  des  coniques  peu- 
vent être  considérées  comme  des  corollaires  de  cette  pro- 
position : 

Si  dans  la  figure  proposée  deux  points  sont  situés  sur 


(  "8  )         ^ 
une  même  tangente  h  une  section  conique,  les  centres  det 
coniques  corrélatives  sont  situés  sur  une  même  tangente 
i  là'conique  donnée  par  le  théorème  m.  ' 

Ainsi,  en  transformant  le  théorème  qui  dit  que  la 
droite  qui  joint  ur\  point  au  milieu  de  la  corde  de  contact 
passe  par  un  point  fixe,  centre  de  la  conique  considérée, 
on  a  : 

1**  Si  l'on  considère  deux  tangentes  Oa,  Ca'  i  cette 
courbe  aux  points  O  et  C  et  les  coniques  C  (Oa,  Oa), 
C  (Cya'y  Ca'),  C  (Oa,  O'a')  assujetties  en  outre  à  éxtt 
tangentes  aux  tangentes  doubles  de  la  courbe,  la  droite 
qui  joint  le  centre  de  la  dernière  au  point  milieu  de 
la  droite  qui  joint  les  centres  des  deux  premières  passe 
par  un  point  fixe  quand  Oa  et  (y a'  varient  de  toutes  les 
manières  possibles. 

2?  Si  Ton  considère  trois  tangentes  Oa,  C/a',  (y a"  à 
cette  courbe  et  les  coniques  C  (Oa,  Oa),  C  (O'a',  O'^a") 
assujetties  en  outre  à  être  tangentes  aux  trois  tangentes 
doubles,  et  que  l'on  joigne  le  centre  de  la  dernière  aa 
centre  de  la  première,  les  trois  droites  que  Ton  peut  ainsi 
obtenir  par  des  combinaisons  analogues  concourent  au 
même  point. 

Je  ne  multiplie  pas  ces  exemples,  qu'on  peut  indéfini- 
ment poursuivre  en  leur  conservant  une  simplicité  com- 
parable à  celle  du  théorème  des  coniques  que  Ton  emploie 
pour  la  transformation.  On  peut  se  demander  si  cette  fa- 
mille de  courbes  du  sixième  ordre  ne  se  rencontre  pas 
dans  la  recherche  des  lieux  géométriques.  M.  Chasles  a 
démontré  que  dans  un  système  (|x,  v)  le  lieu  des  centres  des 
coniques  est  une  courbe  de  Tordre  v  ;  en  particulier,  le 
lieu  des  centres  des  coniques  tangentes  à  trois  droites  et  à 
une  conique  est  une  courbe  du  sixième  ordre.  Ces  courbes 
sont  précisément  celles  que  nous  venons  d'étudier. 


(  i5»9  ) 


SUR  U  RÉSOLUTION  D8  L  ÉQUATION  TRANSGBNDANTR 

û*  4-  ft*  =  c* 

(Tolrfsérle.t.  ly,  p.m); 

Par  m.  QAHER  BEY. 


On 


a*  -h  ^'  =  C, 


xlog  -  =  2logsin>p,     jrlog  -  =  alog cosy, 


ïog-^ 
îog- 

_  logsino 

Ic^COSf 

Soit 

/»  = 

log^ 

une 

quantité 

facile  à  calculer  : 

' 

logsin^ 
logcosç 

rrw. 

logsin^r: 

=:mIogcos«p, 

sin^z 

=:COS'"y, 

lien 

i  résulte 

sin'y  = 

=  COS^y. 

COS^'"  (p  -4-  COS'<ï>  —  1  =  0. 
Ann.  de  Mathémat.,  2*  série,  t.  V.  (Mars  i86G.) 


(  i3o  ) 
C'est  uue  équation  à  trois  termes  que  Ton  résout  comme, 
on  veut^  avec  la  formule  de  Lagrange^  par  exemple. 
Alors 

2  k>^  COS  9 

X  —  ■    • 

log-     :. 

Note  du  rédacteur.  —  Ce  calcul  suppose  aetb  moin- 
dres que  c.  Si  Ton  avait  a  <^  c,  b  <^c^i\  suffirait  de  poser 
X  =  — ^,  et  Ton  aurait  à  résoudre  Féqualion 

qui  rentre  dans  le  cas  evaminé  par  M.  Qàher-Bey. 


CONSTMIGTKW  ITDN  CSRaï  OSGDLATEUR  l»DNE  ÊMIOtlB; 

Pak  m.  LEÇOCQ,  .j        ), 

'   '  MaHre  répétiteur  au  lycée  Samt-Loate.  ,^ 

■.i<     ■    -r    T   ;       .    ■       -....        •■■■■•■  -       i  ■  i  ■    ■■■■         ■      • 


Soient  OBAC  une  conique  quelconque^  OX^^  ÔY  la 
tangente  et  la  normale  au  point  O  de  celte  conique.  D'un 
point  arbitraire  I  pris  sur  OY,  décrivons  avec  10  comme 
rayon  une  circonférence  qui  coupe  la  conique  eu  deux 
points  A  et  B  ^  démontrer  que  : 

i^  La  corde  commune  AB  si  une  direction  constante^ 

2^  Les  bissectrices  DR,  DS  de»  angles  qu  elle  forme 
avec  la  tangente  sont  parallèles  aux  axes  de  la  courbe  ; 

3°  Si  Ton  mène  OC  parallèle  à  AB  et  qu'on  élève  MH 
perpendiculaire  au  milieu  de  la  corde  OC,  le  point  H 
sera  le  centre  et  OH  le  rayon  de  courbure  pour  le  point  O. 

Soit 
(l)  A^  H-  B.T>-  -+-  Car'  -+-  r  —  o 


(  »3«  ) 
l'éqaation  de  la  conique  donnée  par  rapport  k  la.  tan- 
gente OX  et  à  la  normale  OY,  et 

(2)  J?*-+-/'4-a«/=r  o 

ré({«ttd€iik  du  cercle  OBÂ  ;  on  en  déduit 

(3)  (A  — qjr»^-hIMr-+.(r-!àCii)j';=:o, 

équation  qui  représente  les  deux  droites  OX  et  AB.  L'é- 
quation de  cette  dernière  droite  est  donc 

(4)  (A  —  C)y  -4-  Bx  ^-  (f  --  aCa)  =  o. 

—  B 
On  voit  que  son  coefficient  angulaire est  indé» 

pendant  du  rayon  u  du  cercle,  et  que  sa  valeur  est  celle 
de  tang  a  a,  a  étant  Tangle  de  l'un  des  axes  de  Ja  courbe 
avec;  |Ç^^^  ce.^ui  démontre  les  deux  premiire«.ipan|it^/cle 
renoncé. 

n  résulte  de  là  que  tout  cercle  qui  passera  par  le 
point  O  et  par  les  points  de  rencontre  de  la  conique  avec 
une  parallèle  à  AB  sera  tangente  en  O  à  OX.  Mais  si 
Ton  prend  pour  cette  parallèle  la  droite  OC,  le  cercle, 
n'ayant  plus  qu'un  point  de  rencontre  G  avec  la  conique, 
en  a  iroh  autres  communs  avec  elle  au  point  O  ;  donc  il 
sera  le  cercle  osculateur  (i).  - 


(*)  Le  théorèmfl  d«  11.  L«coeq  revUtai  à  celui  que  M.  ÇljbMUs  donne 
sous  le  n9  U  dans  son  Mémoire  sur  les  lignes  conjointes,  en  indiquant 
qu'il  peut  servir  à  construire  le  cercle  osculateur  (/ourn/il  de  M,  LioufUle, 
l.  ni,  p.  385). 
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SOLUTION  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  490 

■    r         H  ...■.■     . 

(  rolr  tome  IVIII,  pare  443 }; 

Par  m..  Vbhceslas  NIEBYLOWSKI, 

Elève  de  spéciales  au  lycée  Bonaparte. 

Étant  donné  vjn  cône  du  second  degré,  irouv^er  le  lieu 
d^oii  ce  cône  est  vu  sous  un  angle  donné, 

I   -   '^  ^     ■     •  ,       f  i    ^      . 

Je  prends  lé  sommet  àa  cône  pour  origine,  et  pour 

axes  de  coordobntëes  les  axes  mêmes,  dk  cône.  jSon  équa- 
tion est  alors 

Soit 

une  droite  passant  par  le  sommet  du  cône^ 

Exprimons  que  les  deux  plans  tangents  au  cône  et  pas^ 
saut  par  cette  droite  font  Fangle  donné,  et  d'abord  que 
le  pUn 

(Xf — mz  Hh  R  (j  T-  n^r)  f=;  p  (R  indéterminée) 

ou  .    .,  . 

j? -h  R j  —  (/w -h  R/î)  3  =  o 

est  tangent  au  cône. 

On  a  pour  équation  de  condition 

A(AV  + A'')R*-P  2AA'/»/îR -f- A' (Am»-f- A'')  mz  a. 

Soient  K'  ei  K'^  les  racines  de  cette  équation,  on  a  alors^ 


(  i33  ) 
pour  équations  des  plans  tangents 

X  -f-  YJj  —  {m  -hTK.'«)  2  =  a, 

d'où  Î^^'^W'^        •   .   :M     .4i*..  .         ,   -         ••  .       ; 

'—  '      I  -h K'K"  +  (/If  -4-  K'ti)  {m  H-  K^/i) 


COSV: 


v/[i  -h  K'»  H-  («  -♦-  K'  «)']  [i  H-  K''»  -f.  (/w  -f-  K''/?)'] 
cos'V  [i  -h  K''-t-  (m  ^  K!ny]  [i  -+-  K'«-4-  (m  -h  K"/i)'l 

=  [i  -  K'K'^-f-  (m  4-K'/i)  (w  -4-  K'';»)]% 
cos'V  [(m»  -f-  ï)  -h  2VW/IK'  -h  {««  +  i) K'»] 
X  [{m'  -f- 1)  -f-  2iw/tK''  -f-  {«»  4-  I)  K''»] 
=  [(m'  4-  i)H-  w/i  (K'  -H  K'O  -f-  (if'  -h  i)  K' K"]'; 

or  le  produit  des  deux  facteurs  entre  crochet^  est  égal  à 

[(«2  -f.  0  -h  mn{Kf  -h  TSJ')  +  («^-4-  i)K'K''p 

donc 

cos'V  (w»  -f-  /i»  -+- 1)  (K'  —  K'^)» 

=  [;„2  ^. ,  ^^  iw«  (K'  4-  K")  4-  («»,-h  i)  K'E*']»sin»  V^ 

mais  ^  '..♦■(• 

.^^^  -■"A(A'H^-f-A-')'     -^^  ~-A(A'/i»4-AV' 

/V,      K'M.-  -4AA^A^(A/i>»'-!iA^/i'-f-A*-) 
^'^■"^^-  A»(A'/i»  +  A'7  , 

Substituant  dans  Téquation  de  la  courbe,  il  vient 

—  4AA^ A^^(/w« -f-  /i^  +  i)  (4^i'-t-  A^/^^4-..f ^)  .        ,  , 

A»(A'/i»-f-A'')* 


(  «34  ) 
Simplifions  :  on  obtient 

4  AA' A"  (/«' -+- /i' -f- i)  (  Am' -f- A'/î' -f- A'') 

H-tang»V[A(A'H-A")w»4.A'(A-l-A")«''-*-A"{A-l-A')]^=::o; 

or 

X  r 

m  =  -^      n  =  -; 

z  z 

donc  Tëquation  du  lieu  est 

4 AA'A'^fx' -4- j» -^  z»)  ( Ajc» -+- AV -^- A"«») 

-+-  tang»  V  [A(A'-f-  A")  ar'+  A'  (A-h  A'')jr*-4-A''(A-l-A0  a'p=:o. 

Le  lieu  est  doue  un  cène  du  quatrième  degré  dont  le 
sommet  est  à  Forigine. 

Si  V  =  90  degrés,  le  lieu  est  un  cône  du  second  degré^ 

A(A'-f- A'')dr»+ A'(A -f- A'^r*-^- A"(A  +  A0^'  =  o. 

Ce  cône  a  même  sommet  que  le  cône  donné  et  ses  axes 
ont  la  même  direction  que  l^s  axes  du  cène  donné. 


Question  501 

(TOir  tome  XIX,  page  U); 

Par  mm.  DESQ  et  GRASSAT. 

Par  un  peint  fixe  M  pris  .sur  une  conique^  on  mène 
une  tangente^  soitT  un  point  quelconque  pris  sur  cette 
droite^  TN  une  seconde  tangente^  N  le  point  de  contact; 
au  point  T  on  élève  une  perpendiculaire  sur  la  tan^ 
gente  TîT;  eUe  sera  rencontrée  en  R  parla  perpendieur 
laire  abaissée  de  N  sur  la  tangente  fixe  TM.  Quel  est 
le  lieu  du  point  R  ? 

Je  prends  pour  axe  des  Y  la  Ungente  MT;  pour  axe 
des  X  la  normale  au  point  M^  l'équation  de  la  coiiiqw? 


(  .35  ) 

sera 

ky*  -*-  B.rj  -4-  Qx^  -h  Ex  ==  o. 

La  tangente  au  point  N  (a,  |3)  aura  pour  équation 

(aAp  -+-Ba)j-I-  (Bp  +  2Ca -♦-£)«  -f- Ea  =;  a. 

Donc  Tordonnée  du  point  T  est 

^  Ea 

^  2Ap^-Ba' 

par  suite,  Téquation  de  TR  est 

Ea        _      2Ap-4-Ba 

"'"2Ap-4-Ba~~Bp-f-  2Ca-hE'^' 

celle  de  NR  est 
On  a  de  plus 

et  ou  obtiendra  l'équation  du  lieu  en  éliminant  a  et  ^ 
entre  ces  trois  équations,  c'e&t-à-dire  a  entre 

Ca'  -t-  (Bj  -h  E)  a  -♦-  Ar'  =  o 
et 

[2Aj»  ^  a(»^-4- E)]  (2C« -+- Bj^  H- E)  =;=  «(a  A/ ^  Ba)' 
ou 
«»[B^4?  —  2C(By,-»-  E)l  H-  «(4  Màx/^^kCy^  ^  «(/-f-Ef  J 

-I-2'a^*(2Ajc  — B^  — E)  =  o. 

Or,  lorsqu'on  a  deux  équations  du  deuxième  degré, 

Ma»-4-Na-+-P=ro, 
MV-f.N'aH-P'=zo, 

le  résultat  de  Télimination  de  a  entre  ces  deux  équations 
est 

(MF— PM')»=:(MN'~NM')(]NP'  — PN'). 


(  i36  ) 
Dans  le  cas  actuel, 

MP'— PM'  =  A7»[2C(2Aa:--B/  — E)  — B»x-+-2C(B/-hE)l 

NP'  —  PN'  =  A/'  { 2  (B/  -f-  E)  [2A«  —  (B/  -h  E)]  —  4 ABx^ 

+  (B/-hE)»  +  4ACj^»{ 
1^:1— Aj»[r»(B'-.4AC)  — 4AEa:-hE(2Bj-hE)], 

MN'  — NM'  i=C[4  ABa-/  —  (Br  -4-  E)'  —  4ACr'] 
-  (Bx  -4-  E)  [B'x  -  2C  (B^-  ^  E)] 
:r^(C/»— Bx7){B»— 4AC)— B»Ed:4-CE(aB>^-t-E). 

Donc  l'équation  du  lieu  demandé  est 

A»a:»^*(B»— 4AC)» 

=  - Ar»f^(B^— 4AC)  — 4AEjr-f-E(2B/  +  E)] 

X  ((C/*  —  Bx/)  (B»  —  4  AC)  —  B^Ea:  -f-  CE(2B^-I-E)]; 

il  se  décompose  en  y^  =  o^  c^est-à-dire  la  normale  au 
point  M,  et 

Aj?y(B'— 4AC)'-*-[/»(B^— 4AC)— 4AEx-4-E(aB>--»-E)] 
X r  (Cj»— Ba:/)(B»  —  4  AC)  ~  B^Ex -+- CE(2Br -+- E)]  ==  o. 

On  peut  remarquer  que  eette  équation,  du  quatrième  ' 
degré  en  général,  se  décompose  danç  le  cas  de  la  parabole  i 
en  ' 

2B/ -+-E  — 4A*  =  o> 

C(2Bj-f-E)--B'x=:0. 

Cette  dernière,  en  tenant  compte  de  B*  =  4  AC,  est  iden- 
tique à  la  première  j  donc,  dans  ce  cas,  le  lieu  se  réduit  à 
la  droite  double 

iBy  —  4A^  -f-  e  =  o, 


(  i37  ) 
ce  qui  représente,  comme  on  le  sait,  la  directrice  de  la  pa-> 
rabole,  résultat  très-remarquable  (*). 


Question  618 

(  TOlr  s*  série,  1. 1,  p.  169  )  ; 

Par  m.  Jacques  BELLAGHI. 
La  courbe  parallèle  à  la  podaire  d'ellipse 

a  pour  équation 

(«p-7)^==4(«'~P)(p'-a7), 
en  posant 

_  (a'  H-  b^)  (x»  -+- j^*  —  P)  —  a^  b\ 

_  (x^  -h  j'  --  k^y  -f-  (g»  +  &')if»  --  a^x^  —  b^ji^ 
P"~  tiaH^[x^-^y^  —  k^Y  ' 

a^b^lx^-^y^'-^k^Y 

^= ¥ 

(Strebor.) 

Je  considère  la^ courbe  parallèle,  à  Texemple  de  M.  Sal- 
mon,  comme  le  lieu  des  centres  (X,  Y)  des  cercles  tan- 
gents à  la  courbe  donnée  et  d'un  rayon  A;  je  substitue  à 
la  podaire  de  TçUipse  une  conique  variable  avep  chaque 
point  de  cette  courbe,  et  qui  touche  cette  courbe  au  même 
point.  Son  équation,'  comme  il  est  facile  de  s'en  assurer, 

est 

(2 Xx  -f-  2 Yr  —  A)^  —  a'x^  —  b^y^  =  o, 


(*)  Dans  le  cas  de  Tellipse  ou  de  l'hyperbole,  la  courbe  a  deux  asymp- 
totes parallèles  à  Taxe  des  x^  c'est-à-dire  à  la  normale.  Dans  le  cas  de 
l'hyperbole,  il  y  a  en  outre  deux  asymptotes  perpendiculaires  à  celles  de 
Vhyperbole.  P. 
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en  posant 

X^  -+-  Y»  —  A^  =  A. 

La  condition  pour  que  le  cercle 

soit  tangent  à  la  conique  s'obtient  en  égalant  à  zéro  le 
discriminant  de  la  fonction  quadratique 

-h\[(x  -  xy  -^  (^  -  YY  -  X»)]  =  o, 

ce  qui  donne 

(2 A  -f-  >)HX(Y»  -f  X»)  —  «»Y»  —  b'X'] 

—  ()iA  -h  A»)  [V  -f-  -k  (4X»  -4-  4  Y^  --  û»  —  ô»)  i 

—  4  é>^  X'  —  4 fl'j^'  -+-  rt'  6»]  =  o,        * 

ou,  en  développant  et  réduisant, 

An'  -h  [A(a»  -h  b')  —  A»  —  a'Y'—  b^X']V 

-h  [A'(a»  -h  b^)  —  A«»6»]^  —  n'  ô»  A»  =  o, 

ou,  en  remarquant  que  A  =  X*  -f-  Y* —  Ar*,  et  par  consé- 
quent 

A(a»  -f-  b')  —  a» Y»  —  ^»X'=:  a*X*  -t-  ô*Y»  -4-  (a^  -4-  b*)k\ 

Téquation  devient,  après  réduction, 

_jfr[_^  ii»X»  -H  ^^  Y»  ■-  (a»  -4-  &^)  k*  ^  A»    ^      -'    •■ 


3Aa»6» 
ou 

VX^— 3pX»-l-3a)i-~i=:o. 

L'égalité  de  deux  racines  de  cette  équation  est  la  con- 
dition de  tangence  qui  est  donnée  en  égalant  à  zéro  le 
discriminant  de  la  fonction  homogène  du  troisième  de*- 


/ 
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gré.  On  aura 

(«p-7)»=r4(P'^a7)(«^-P), 

comme  le  trouve  M.  Strebor.  En  changeant  b*  en  —  b* 
on  aurait  la  courbe  parallèle  à  la  podaire  de  l^hyperbole. 
Un  procédé  analogue  donnera  Téqualion  de  la  sorface 
parallèle  h  la  surface  podaire  d'un  ellipsoïde. 


Question  747 

(Toir  t*  série,  t.  JV,  p.  428); 

Pae  m,  DURANTON. 

Quelle  est  Veny^eloppe  du  plan  mené  perpendiculai^ 
rement  à  V extrémité  du  diamètre  d^un  ellipsoïde^ 
lorsque  cette  extrémité  décrit  une  circonférence? 

(Catalan.) 

Celte  question  rentre  dans  ce  problème  plus  général 
que  nous  «Uons  résoudre  : 

Tromper  Venveloppe  du  plan  mené  perpendiculai-^ 
renient  à  Vextrémité  du  rayon  secteur  issu  d'un  point 
fixe  et  aboutissant  à  une  circonférence  donnée? 

Nous  ferons  usage  de  coordonnées  rectangulaires,  Torî- 
gine  étant  au  point  fixe  et  le  p4an  de  la  circonférence  pa- 
rdlèle  A  celui  des  xy*^  nous  déterminerons  d'ailleurs  la 
droonférence  par  l'intersection  de  son  plan  avec  la  sur- 
face d'une  sphère  passant  par  le  point  fixe;  ses  équations 
feront  ainsi      . 

(i)  x^-hjr^-hz*  —  2(ax-h  bjr -h  cz)  =zo, 

(2)  z  —  hz=o, 

a,  &,  c  étant  les  coordonnées  du  centre  de  la  sphère. 
On  aura  de  même  pour  équations  du  rayon  vecteur^ 
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X  et  |ui  étant  des  variables, 


(3) 

Ce  rayon  rencontre  la  circonférence  au  point  dont  le» 
jcoordonnées  sont 

Comme  ce  point  doit  être  sur  la  sphère,  on  a  Téqnation 
de  condition 

(4)  (X«-|- fit' -t-i)A  — 2(flX-4-^tt-hc)  =o. 

On  trouve  d'autre  part  pour  équation  du  plan  mené 
par  ce  même  point  à  l'extrémité  du  rayon  vecteur 

(5)  Xa:-+-p/-f-z— A{V-I- ft^-f-i)  =o.  -ï  ♦ 

Au  moyen  de  la  relation  (4)  on  peut,  dans  cette  expres- 
sion,, considérer  X  comme  fonction  de  (a  ^  si  Ton  .^^e  i 
zéro  la  dérivée  prise  à  ce  point  de  vue,  ou  obj^em , 

[x  —  2AX)  y:- H-r  —  2Att  =  O 

ou  bien 

(€)  ^(^  — 26)X  —  h[x — 2a)|jt  =  flj  —  èx,  i 

Pour  avoir  Tenveloppe  cherchée,  il  ne  reste  plus  qu*à 
étifniner  l  et  fi  entre  (4)r  (S)r>^^6)»  Afin^de.  facililer, 
nous  remplacerons  Tune  .des  équations.  (4)  ou  ^$)(f#r 
celle  qu'on  obtient  en  éliminant  entre  ell^s  X*  -«h  (t^r'j  0^ 
aura  ainsi  . .  ii\ 

(7)  (X— .2ll)X  4-  (j^—  2Ô)fA=:2C  —  «. 

Posons,  pour  abr^er,  .«' 
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Les  équations  (6)  et  (y)  ainsi  modifiées  donnent 

■4-A^z? 


P-4-p»  = 


4A-^(*;  H-rî) 


Ep  substituant  ces  valeurs  dans  (4)9  on  a,  après  trans- 
formations et  réductions  faciles, 

OÙ  il  ne  reste -plus  qu'à  remplacer  Xi,^i,  ^1  et  1/  par 
leurs  valeurs.  Or  on  peut  se  dispenser  de  faire  cette  sub- 
stitution; il  suffit  pour  cela  de  transporter  ]es  axes  paral- 
lèlement à  eux-mêmes  au  point  dont  les  coordonnées 
sont 

(9)     .  .  x±=2a,f,     yzriz^by     z  =  ic; 

les  indices  disparaissent  alors  dans  (8)  et  u  resterai  à 
ajr —  bit.  L*équatibn  de  l'enveloppe'  cherchée  devient 
ainsi 

^     '       I       —  3{ax-' bxy -h  ih(axz-h  bxz)  =  o» 

Cette  équation,  homogène  par  rapport  à  a:,  j,  ^,  est  celle 
d'un  cône  du  second  degré. 

Discussion.  —  i^  Les  coordonnées  (9)  du  sommet,  par 
nij^port  à  l'ancienne  origine,  étant  2 a,  ai,  2c,  et  celles 
du  centre  de  la  sphère,  a,  i,  c,  il  en  résulte  que  le  sommet 
dû  cône  enueloppe  est  diamétralement  opposé  au  point 
fixe,  sur  la  sphère  gui  passe  par  ce  point  et  par  la  cir^ 
conférence  donnée . 

a^  Si  l'on  a  a=:oeti  =  o,  le  point  fixe  est  sur  la 
perpendiculaire  au  plan  de  la  circonférence  qui  passe  par 
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le  centre  ;  réqaation  (lo),  qui  devient 

montre  que  le  cône  enveloppe  est  de  réf  cdntion»  DoBcft 
est  oblique,  pour  tome  autse  poddeK  du  point  fixe. 

3^  Si  le  point  fixe  est  dans  le  plan  de  la  circonférence, 
hsszoy  le  sommet  Véloigne  a  Tinfini^,  de  même  que  le 
centre  de  la  sphère,  et  lenveloppe  devient  un  cylindre 
droit  dont  la  section  est  égale  à  la  circonférence  donnée. 
C'est  ce  qu'on  peut  d'ailleurs  vérifier  en  traitant  directe- 
ment la  question  à  ce  point  de  vue. 

Remauqtte.  — Pour  résoudre  la  questiotf  selon  Fénonèif 
de  M.  Catalan,  on  rapportera  l'ellipsoïde  à  trois  axes  rètS 
tangulaires,  dont  deux  soient  situés  dans  une  section  ëir^ 
ctilaire  diamétrale;  les  équations  de  départ  seront  alors  ' 

z  —  ^  =  o, 

et  l'on  continuera  comme  ci-dessus.  '■{-'■ 

Il  est  évident  que,  dans  cette  question,  les  deux  hj^' 
perboloïdes  et  le  paraboloïde  elliptique  peuvent  être 
substitués  à  rellipsoïde. 

Note,  —  MM.  Niebylowskî,  O.  Puel,  Mercè  Busco  ont  traité  la  même 
quwtion. 


CORRESPONDANCE. 


M.  ÂMiGUEs,  élèi^e  de  r École  Normale.  —  «  Parmi  lèb 
méthodes  de  discussion  de  Téquatioii  en  X  relative  à  Tin- 
tersection  de  deux  coniques,  il  en  est  une  dont  le  succès 
paraît  aller  croissant  et  que  je  me  fais  un  devoir  de  vous 
signaler,  parce  qu'elle  me  semble  vicieuse. 
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»  Voici  en  quoi  elle  consiste.  Après  avoir  ëubli  qu'on 
a  toujours  deux  sécantes  réelles  communes  aux  deuit  co- 
niques, on  suppose  que  ces  deux  droites  sont  prises  pour 
axes,  et,  dans  ce  système  de  coordonnées,  on  forme  l'é- 
qaation/(X)  =o,  pour  laquelle  on  établit  dès  lors  très^ 
simplement  que  toutes  les  racines  sont  réelles  si  les  quatre 
points  communs  aux  deux  coniques  sont  tous  réels  ou 
tmm  imaginai res,  et  qu'une  seule  de  ces  racines  est  réelle 
Il  deox  de  ces  points  sont  réels  et  les  deux  autres  imagi- 
naîràB.  ■ 

»  Ceci  est  incontestable.  Mais  ce  qu'on  se  propose 
dans  cette  discussion,  c'est  d'établir  que  cette  pro- 
priété appartient  non*seuIement  à  l'équation  particulière 
/(A)  =:  O)  à  laquelle  donne  lieu  le  système  d'axes  cluràsi, 
mais  À  toutes  les  équations  F  (X)  =  o  qui  répondent  h  un 
système  d'axes  quelconque. 

»  Or  les  coefficients  de  F  (A)  sont  des  fonctions  des 
coefficients  des  deux  coniques,  et  ces  derniers  eux-mêmes 
dépendent  du  choix  des  axes»  Il  faudrait  donc,  podr  coïki- 
{Jeter  la  démonstration,  éublir  qu'un  changement  d'axes, 
tout  en  modifiant  les  coefficients  et  les  racines  de  l'équa* 
lion  F  (X)  =z  o,  ne  peut  faire  changer  le  nombre  des  ra- 
cines réelles  de  cette  équation. 

»  A  la  vérité,  si  X  représentait  un  élément  géométrique^ 
pas  ne  serait  besoin  de  prendre  cette  peine;  car  la  réalité 
de  cet  élément  ne  dépendrait  que  des  données  de  la  figure, 
et  l'on  pourrait  alors,  pour  simplifier,  prendre  des  axes 
particuliers*  Mais  ici  ce  n'est  pas  le  cas,  et  c'est  ce  que 
me  paraissent  n'avoir  pas  observé  ceux  qui  accordent 
leur  confiance  à  cette  méthode.  » 

Noie  du  Rédacteur.  —  L'observation  de  M.  Amigues 
est  fort  juste,  et  d'ailleurs  il  peut  arriver  que  l'une  des 
dsux  sécantes  réelles  ou  toutes  les  deux  soient  à  l'infini  *, 


/ 
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eL  alors,  comment  prendre  ces  deux  droites  pour  axes? 
Voici  comment  on  peut  lever  la  difficulté.  Soient 

..^..'Vi^ii  :^r.^î^^?'    ^'rl^iiii'^l  ;•  fil- 
les équations  des  deuxcofiiques,  et 

PH-XQ  =  RS=:o 
*  .   ••  * 

Féquation  de  l'ensemble  de  deux  droites  réelles  ou  ima- 
ginaires passant  par  les  quatre  points  communs  aux  deux 
"Courbes.  Si  Ton  change  d'axes,  ces  équation»  déviéildrom 

P'— o,     Q'  =  o,     F-KVQ'=rR'S'  =  o.  ",     ,,^ 

Or,  si  'RS  est  réel,  il  en  sera  de  même  de  R'S'^ 'et 
si  BS  est  imaginaire,  R'S'  sera  imaginaire.  D^nii  âtatt« 
côté,  %,''X'  sekk)nt  réels  ou  imaginaires,  selon  ^quéllâ' ou 
R'S'  seront  réels  ou  imaginaires.  Donc  Xet  A'^seiMitt'en 
^nème  temps  réels  ou  imaginaires.  Par  conséqueiil?^^ela- 
tivement  à  la  réalité  des  racines  de  Téquàtionr  e!a 'Ij^^a 
ittiport^a  le.  système  d'axes  auxquels  on  nipportètiii^Qa 
courbe.  On  pourra  donc  prendre  pour  axes  lés  SbéM^é- 
cantes  communes  réelles  dont  on  a  démontré  l'esisirace 
quand  les  quatre  points  d'intersection  sont  à  des  distances 
finies.  Le  cas  des  points  à  Tinfini  se  déduira  du  caa  géné- 
ral par  des  considérations  de  limites. 

On  pourrait  encore  former  les  trois  équations  analogues 
à  RS  =::  o,  au  moyen  des  coordonnées  des  quatre,  points 
d'intersection,  et,  sans  recourir  à, une  transforçuttion, 
examiner  successivement  les  résultats  obtenus  dan$.J(fl[.,cas 
de  quatre  points  réels,  de  deux  réels^  de  quatre  imagi- 
naires ;  on  verrait  que  les  trois  valeurs  de  RS  sont  i^Ues 
dans  les  deux  premiers  cas,  et  qu'il  yen  a  deux  imagi- 
naires dans  le  dernier.  P.    '''    ' 
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SDR  LA  PODAIRE  B'UNE  CONIQUE  PAR  RAPPART 
A  IIN  POYER; 

Par  m.  h.  PICQUET, 

Élève  de  l'École  Polytechnique. 


On  sait  que  la  podaire  d'une  courbe  du  second  degré 
par  rapport  à  l'un  de  ses  foyers  est  le  cercle  décrit  sur 
son  grand  axe  comme  diamètre;  nous  nous  proposons 
de  faire  voir  ici  comment  cette  propriété  donne  lieu  en 
quelque  aorte  à  un  nouveau  mode  de  transformation  gécn 
métrique,  et  coùiment  elle  permet  souvent  de  simplifier 
un  énoncé  ou  une  démonstration. 

Cherchons,  dans  quelques  cas,  les  conditions  aux- 
quelles ce  cercle,  que  nous  désignerons  par  C,  est  assu«- 
jetli,  lorsque  la  conique,  qui  d'ailleui^  a  un  foyer  fixe, 
doit  satisfaire  à  une  condition  donnée. 

I.  Supposons  que  la  conique  doive  varier  en  demeurant 
tangente  à  une  droite  fixe;  le  cercle  C  variera  en  passant 
par  un  point  fixe,  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
foyer  sur  cette  droite.  Gomme  conséquence,  si  plusieurs 
droites  varient  en  restant  tangentes  à  une  conique  fixe, 
cela  revient  à  dire  que  les  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  d'un  point  fixe  sur  ces  droites  restent  sur  un 
même  cercle. 

.  n.  Ce  cas  est  le  plus  simple.  Supposons  plus  générale* 
ment  que  la  conique  doive  rester  tangente  à  une  courbe 
fixe  Q,  alors  le  cercle  C  sera  tangent  à  la  podaire  P  de 
cette  courbe  par  rapport  au  foyer  de  la  conique.  En 
effet,  si  nous  considérons  la  courbe  dans  une  position 
voisine  où  elle  ait  avec  la  conique  deux  tangentes  com- 

Amm,  de  Mathémat.,  2«  8éri«,  t.  V.  (AtHI  1866.)  lO 
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Tnunes  très -rapprochées,  nous  voyons  que  le  cercle  C  et 
la  podaire  P  auront  deux  points  communs  qui  seront  les 
pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  foyer  sur  ces  tan- 
gentes. Si  la  courbe  devient  tangente  à  la  conique,  ces  tan- 
gentes viendront  à  coïncider  et  le  cercle  C  aura  avec  la  po- 
daire Pdeuifc  points  communs  réunis  en  un  seul,  c'est-à-dire 
qu'il  lui  sera  tangent.  Ainsi,  si  la  conique  doit  être  tan- 
gente à  Une  parabole  confocale  avec  elle,  le  cercle  C  sera 
tangent  à  la  tangente  au  sommet  de  cette  parabole;  si 
au  lieu  d'une  parabole  on  a  une  conique  quelconque, 
confocale  avec  la  première,  le  cercle  C  sera  tangent  au 
cercle  ayant  pour  diamètre  le  grand  axe  de  cette  conique 
si  c'est  une  ellipse,  son  axe  transverse  si  c'est  «ne  hyper- 
bole. Réciproquement,  si  le  cercle  C  est  tangent  à  une 
droite  ou  à  un  cercle,  la  conique  correspondante  sera 
tangente  à  une  parabole  confocale  ayant  la  droite  donnée 
pour  tangente  au  sommet,  ou  â  une  conique  confocale, 
concentrique  avec  le  cercle  et  ayant  pour  grand  axe  le 
rayon  de  ce  cercle.  Dans  tout  ce  que  nous  venons  de 
dire,  il  est  évident  que  si  le  point  de  contact  de  la  coni- 
que avec  la  courbe  Q  est  donné,  le  point  de  contact  du 
cercle  C  avec  la  podaire  P  sera  déterminé  ;  ce  sera  le  pied 
de  la  perpendiculaire  abaissée  du  foyer  sur  la  tangeqte  à 
la  courbe  Q  au  point  donné. 

in.  La  conique  doit  passer  par  un  point  fixe  A.  ïl  en 
résulte,  d'après  la  construction  connue  de  la  tangetite  à 
la  podaire  d'une  courbe,  que  le  cercle  C  sera  tangent 'au 
cercle  décrit  sur  AF  comme  diamètre,  F  étant  le  foy«f  de 
la  conique»  On  voit  ici  qu  à  un  cercle  tangent  à  deux 
autres  correspond  une  conique  passant  par  deux  points  ; 
ceci  n'implique  pas  contradiction  avec  ce  qui  a  été  dit 
précéden^ment -,  tout  à  l'heure  le  point  F  était  quel- 
conque^ maintenant  il  doit  être  pris  à  l'un  des  ^ints 
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d'iatersection  des  deux  cercles  donnés.  De  même,  si  le 
cercle  est  tangent  à  une  droite,  et  si  le  point  F  est  pris 
sur  cette  droite,  la  conique  correspondante  aura  une  di- 
rection asymptotique  perpendiculaire  à  cette  droite.  Ceci 
se  voit  facilement  en  considérant  ce  cas  comme  une 
limite  du  précédent^  on  sait  d'ailleurs  que  si  du  foyer 
d'une  hyperbole  on  mène  des  tangentes  au  cercle  ayant 
pour  diamètre  l'axe  transverse,  elles  sont  perpendicu- 
laires aux  asymptotes. 

Conune  application  de  cette  propriété,  on  pourrait 
démontrer  que  tout  cercle  tangent  à  deux  autres  coupe 
orthogonalement  un  de  leurs  cercles  bissecteurs,  c'est-à- 
dire  un  des  deux  cercles  qui  passent  par  leurs  points 
d'intersection  et  sont  tangents  aux  bissectrices  de  Tangle 
sous  lequel  ils  se  coupent.  Mais  ceci  est  pluâ  évident 
si  Ton  emploie  la  transformation  par  rayons  vectcvurs 
réciproques,  en  prenant  pour  pôle  de  transforma- 
tion l'un  des  points  communs  à  deux  cercles  et  à  leurs 
cercles  bissecteurs.  On  pourrait  ensuite  tirer  4e  là  la 
construction  du  cercle  tangent  â  trois  cercles  donnés, 
mais  elle  serait  aussi  compliquée  que  les  constructions 
connues. 

IV.  Si  la  conique  doit  avoir  pour  demi  grand  axe  une 
longueur  donnée,  le  cercle  C  aura  cette  longueur  pour 
rayon. 

V.  Si  le  cende  C  doit  couper  un  autre  cercle  G  «ous 
un  angle  donné,  alors  la  conique  correspondante  au  cer- 
cle C  rencontrera  la  conique  correspondauite  au  cercle  C 
de  telle  façon  que  les  points  de  contact  d'une  tangente 
commune  soient  vus  d'un  foyer  coiamun  sous  l'angle 
donné  ou  sous  un  angle  supplémentaire.  En  effet,  con« 
lUrnisoas  les  deux  coniques  oonfocales,  une  tangente  com- 
mune M 'M ''^  et  les  cercles  correspondants-,  soi^t  F  le 

io« 
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foyer  commua,  F'éiF'''  lés  autres  foyers,  O  eiiiOi  1 
centres;  soitM  tiii  ik>int.d'întersection  des  cercles,  pi^^ 


dé  la  perpendiculaire  abaissée  ctù  point  F  isùr  la  tangente 
coinmuné  M'Mf^;  joignons  M'F'  et  M "F'^  5  ces  droites  se 
reÀëohtrént  en  I  sur  MF,  car  si  Ton  prend  IM  :;=  MF  et 
si  l*on  joint  IF^  et  IF",  ces  droites  passent  respective- 
ment ^ar  les  'i)oit)is  de  contact  d'^après  la  théorie  Sis 
foyers-,  donc 

IM  =  MF;  j  ; 

par  luite, 


ajôtttknt, 


SrFM=ÏI'IM     et     M'' FM 


M'FM'-'^M'm"; 


'IM5 


joignons  MO,  MO, ,  ces  droites  sont  parallëles  k  IP,  1P^, 
donc  V   : 

MW  =  OMO,  =  M^or". 

Or  0M0|  est  supplémentaire  de  Tangle  sous  leqtiel  les 
cercles  se  coupent;  donc. «,  etc.  c.  q.  f.  tu 

La  démonstration  serait  la  même  si  les  deux  coniques 
n'étaient  pas  des  ellipses. . 


(  »49) 

Pp  peu^  énoncer  ce  l'ésultat  en  disant  :     ,  .j ... 

V angle  sous  lequel  on  voUj,  du  foy^,  Çj0mnum,de 
deux  coniques  confocales,  les  points  de  contact  d'une 
tangente  commune  est  égal  à  V angle  sous  lequel  se  cou- 
pent les  cercles  décrits  sur  leurs  grands  axes  respectifs 
comme  diamètres. 

Ce  qui  démontre  en  même  temps  la  réciproqne  de  ce 
que  nous  avions  avancé.  On  voit  qu'en  particulier,  si 
l'angle  donné  est  nul,  les  -  coniques  seront  tangentes , 
ce  que  nous  savons  déjà. 

G»mme  application^  supposons  qu'une  série  de  coni- 
ques, confocales  soient  disposées  de  telle  sorte  que  les 
points  de  contact  d'une  tangente  commune  à  chacune 
d'dileset  à  une .  autre  conique  fixe  confocale  javec  e)les 
soient  vus  du  foyer-commun  sous  un  an^e  droit,  alorç 
les  cercles  .ciprrespondants  à  toutes  ces  coniques  CQupe- 
ront  orthogonalement  le  cercle  correspondant  à  la  coni- 
que fixe,  c'estrà-dire  qu'ils  auront  tous  même  cen(rp  ra- 
dical, le  centre  de  la  conique  fixe.  ^ 

Yl.  Si  la  conique  doit  avoir  pour  centre  un  point 
donné,  le  cercle  C  aura  pour  centre  le  même  poînt.'CeHe 
propriété  pe;*pie|t  de  trouver  ui^  grapd  ijtoiaji^re  de  lieux 
de  centres  de  coniques  confocales,  assujetties  à  deu^. au- 
tres conditions,  le  foyer  commun  étant  donné.  Nous  sa- 
vons, par  exemple^  que  Te  lieii  des  centres  des  cercles 
ta^en^jt^  à  deu^  droites  se  compose  des  deux  l^i^ssçctriçes 
de  leur  angle  ;  le  Ueu  des  centres  des  coniques  correspon- 
dantes sera  le  même*,  les  cercles  étant  tangents  à  deux 
droites,  les  coniques  correspondantes  seront  tangentes  à 
deujx  paraboles  dont  les  droites  données  seront  le97aiir 
gentes  aux  sommets  ;  donc  :  ,  ,         >,     -. 

J^^udcB  centres  des  coniques  ayant  uj^  foyer  corn- 
mun  et   tangentes  à  deux  paraboles  cmifo^aUs*  avec 
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elles  se  compose  des  deux  bissectrices  dès  tangentes  aux 
sommets  de  ces  paraboles. 

On  peut  ainsi  trouver  un  grand  nombre  d*énoncés  : 
nous  en  citerons  quelques- uiis. 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  ayant  un  foyer  côfn^ 
mun,  tangentes  à  une  conique  confocale  et  ctyant  un 
grand  axe  donné,  se  compose  de  deux  cercles  concen- 
triques à  la  conique  et  ayant  pour  rayon  le  grand  axe 
de  cette  conique  augmenté  ou  diminué  du  grand  aXe 
donné. 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  ayant  un  foyer  com- 
mun F  et  qui  passent  par  deux  points  A  et  B  se  compose 
de  deux  coniques  homofocales  ayant  pour  foyers  les  mi* 
lieux  de  FA  et  de  FB^  savoir  :  une  ellipse  ctyant  pour 

grand  axe  -  (FA  -h  FB),  et  une  hyperbole  ayant  pour 

axe  transuerse  -  (FA  —  FB). 

Nous  aurions  ainsi  presque  tous  les  lieux  de  centres  de 
coniques  confocales  assujetties  à  deux  autres  conditions. 

VII.  Les  principes  précédents  peuvent  s'appliquer  à  la 
transformation  par  la  méthode  des  polaires  réciproques. 
Supposons  en  effet  que  Ton  ait  à  transformer  un  énohcé 
dans  lequel  entrent  plusieurs  cercles;  la  transformation 
ordinaire  par  rapport  à  un  cercle  doqnera  des  coniqties 
cotifbcales  jouissant  de  certaines  propriétés  qui  seit)nt 
lés  transformées  de  celles  des  cercles  donnés.  Au  Keu 
d'introduire  ces  coniques  dans  le  nouvel  énoncé,  il  sera 
en  général  plus  élégant  d'introduire  les  cercles  décrits 
sur  leurs  grands  axes  comme  diamètres,  lesquels  satisfe- 
ront à  certaines  conditions  résultant  de  celles  qui  sont 
imposées  aux  coniques  correspondantes  et  qu*on  pourra 
'  souvent  déduire  de  ce  qui  précède.  Prenons  un  exemple  : 
on  sait  (Nouvelles  Annales^  t.  XIX,   p.  234)  qtie  le 
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cercle  ciFCOOScrit  a  un  triangle  conjugué  k  une  conique 
a  pour  puissance  par  rapport  au  centre  de  la  conique  la 
somme  de»  carrés  de  ses  demi-axes,  c'est*à*dire  que  tous 
les  cercles  analogues  ont  pour  centre  radical  commun  le 
centre  de  la  conique.  Transformons  cet  énoncé  par  rap- 
port à  un  pôle  de  transformation  quelconque  :  nous  au- 
rons une  conique,  ses  triangles  conjugués  et  la  série  des 
coniques  inscrites  dans  ces  triangles  et  ayant  le  pôle 
de  transformation  pour  foyer  ^  ces  coniques  seront  telles, 
que  les  points  de  contact  de  leurs  tangentes  communes 
avec  une  conique  fixe  confocale  (polaire  du  cercle  coupé 
orthogonalement  par  tous  les  autres)  seront  vus  du.foyer 
compdun.  sous  un  angle  droit,  donc  leurs  cercles  corres- 
pondants auront  même  centre  radical  (V).  En  outre,  les 
cercles  correspondants  sont  parfaitement  définis  :  ce  sont 
les  cercles  passant  par  les  trois  pieds  des  perpendicU'^ 
laires  abaissées  du  foyer  commun  sur  les  côtés  de  chaque 
triangle  conjugué.  On  a  donc  cet  énoncé  : 

On  donne  sur  un  plan  une  conique  et  un  point  fixej 
on  abaisse  de  ce  point  des  perpendiculaires  sur  les  trois 
côtés  d*un  triangle  conjugué  à  la  conique  y  et  pa^  les 
pieds  de  ces  perpendiculaires  on  fait  passer  une  circon- 
férence*  Pour  chaque  triangle  conjugué  à  la  conique  on 
décrit  ainsi  une  circonférence^  toutes  ces  circonférences 
ont  le  même  centre  radical.  (  MAiyriBEiM.  ) 

Ainsi  se  trouve  résolue  la  question  744  (t.  IV,  p.  43o), 
Pour  donner  un  autre  exemple^  nous  savons  que  le  lieu 
des  points  d'où  l'on  voit  une  conique  sous  un  angle  droit 
est  un  cercle;  ensuite  nous  avons  démontré  [voir  le  jour- 
nal T Institut  du  20  décembre  i865)  qu'il  existe  deux 
points  dans  le  plan  de  tout  quadrilatère,  d'où  l'on  voit 
sous  un  angle  droit  chacune  des  coniques  qui  lui  sont 
inscrites;  en  d'autres  termes,  les  cercles  analogues  pour 
toutes  ces  coniques  ont  même  axe  radical.  Transformant 
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ce5  énoncés  d'après  ce  qui.  précèdç^ . nou^  aiux>ii^  l^s  Bai- 
vants  :  ?»i.i?;vii»t 

Le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  ahjç^s^i^s  ^un 
pbirii  iitr  tes  droites  qui  interceptent  dgj^  une  ^cçiniq^ip 
dès  cordes  vues  de  ce  point  sous  uri  Ç;ngfe  jff^^i^^. 
cercle.  Si  ta  coniifuè  varie  en  passant  p^ir  f]t^rej(Off^^ 
fixes  y  tous  les  cercles  ainsi  obtenus  ont  nf4nf^  A^^ 
radical,  v        '»>* 

LMdée  fondamentale  est  donc  de  remplacer  ^âaM  nu 
énoncé  une  conique,  polaire  réciproque  d'un  cet«l€,  p«c 
son  cercle  correspondant.  Ainsi  le  cercle  A,  JUi(ii^<^.des 
points  d'où  l'on  voit  une  conique  squ&  un  aiigle;4raîi^vsA 
transforme  en  un  autre  défini  par,  l'énoncé  piiéqédent^ 
et  comme  c'est  lui  qui  coupe  ortbogonaiement.toiitvcerkle 
circonscrit  à  un  triangle  conjugué  à  la  conique^  il:  en 
résulte  que  dans  la  question  744  le  centre,  iradiaaléciiifi 
nous  avons  démontré  Texififtence  est  le  jcentre  du  /cetclte  : 
lieu  dés  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  diftÂ peint'. 
djDnné  sur  toutes  les  droites  interceptant  dans  ia  cxmi^pne^ 
donnée  des  cordes  vues  de  ce  point  sous  un  angle  druic«  . 
Il  est  assez  curieux  de  voir  par  cette  méthode  des  cerolet  • 
qui  ont  même  centre  radical  se  transformer,  en  desûÇM^es 
jouissant  de  la  même  propriété  :  c'est  ce  qui  expli^e 
l'utilité  du  §  V.  Si  l'axe  radical  était  commun,  Ji&mè|Ba.^ 
chose  aurait  lieu,  la  propriété  se  conserverait.  D'ailleurs  - 
cette  nouvelle  espèce  de  transformation  est  réciproque^  > 
car,  si  après  avoir  transformé  un  cercle  en  un  autre^'oo 
v^ut  transformer  à  son  tour  ce  dernier,  ou  retoiobe 
sur  le  premier. 

Vni.  Il  est  aisé  de  voir  que  les  considérations  précé- 
dentes peuvent  s'étendre  au  cas  de  l'espace.  Il  suffit  de 
remplacer  les  coniques  confocales  par  des  surfaces  du 
second  degré  de  révolution  ayant  un  foyer  commup,  igt 
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les  cercles  par  des  sphérek.  Ainsi  obtiènl-on  les  énonces 
suivants  :  -      ( 

^»'jGifr  îréa'dér  centrée  d!es  surfaces  du  secohà  de^re^  de 
fê^Rkioh^\tyarii^unf6yef  comniuh  et  tangentes  à  deu^ 
pMiSiciibÛlès^iê'hêuôlution  confocaux  auec  elles  je  opm- 
ffù^d^  p^ns  ^Bissecteurs  des  plans  ian^efiis  aux  som" 
wkts  ifi?  ^ès  pàraboloïdes . 

Le  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second  degré  de 
rivolmiiàri^  ^'ant  un  foyer  commun,  tangentes  à  une 
OÊtre  cônfoodh  ai^eàeKès,  et  c^aht  un 'grand  axé  donne ^ 
setomposede  deux  sphih^e^  concentriques  à  la  surface 
dônMée-etiffànt  pour  rayon  le  grand  axe  de  cette  sur^ 
Jate^augtlh!^nté  ou  diràinué  du  grand  axe  donné, 

■iL&'iiem-  des  pieds  des  perpendiculaires  ahaissées  d*un 
pmnt  sup^ies  plans  qui  coupent  une  surface  du  second 
àaffflé  *isaiifant  des  courbes  bases  de  cônes  êqûilaieres 
(âH^A'j-4- A^tiisô)  ayant  pour  sommet  ce  point,' est 
unt^iÊfthdm^.^Sihi'Sttrface  varie  en  passant  par  huit  points 
fiswyt&iUes  les  sphères  ainsi  obtenues  ont  même  plan 
railieal;  isi  la  surface  varie  en  passant  par  sept  points 
fixes^' elles  ont  même  axe  radical. 

O^  étonne  une  surface  du  second  degré  et  un  points 
on^dmisse  de  ce  point  des  perpendiculaires  sur  les  qïiaire 
faoeifMi^un  tétraèdre  conjugué  à  la  surface^  et  par  tes 
pied$idm  ces  perpendiculaires  on  fait  passer  une  sphère, 
TùËstes'Ies  Sphères  analogues  ont  même  centre  radical, 
qui  estù»  Citntre  du  cercle  lieu  des  pieds  des  pèrpen- 
Hoùlaires  abaissées  du  point  donné  sur  les  plans  qui 
coupent  la  surface  donnée  sui\^ant  une  courbe  base  d^un 
cône  équilatère  ayant  pour  sommet  le  point  donné: 

IX.  Les  mêmes  considérations  permettent  de  résoudre 
les  Questions  737  et  738.  Soient  en  elTet  un  cercle  et  un 
point  H  fixe  :  nous  allons  démontrer  que  tous  les  triangtes 
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qui  sont  inscrits  dans  le  cercle  et  qui  ont  ce  poini 
point  de  rencontre  des  hauteurs  enveloppent  use  ^ 
ellipse  ayant  un  foyer  en  H  et  l'autre  foyer  au  cent 
cercle,  si  le  point  H  est  à  Tintérieur  du  cercle.  Il 
de  faire. voir  que  le  .lieu  des  pieds  des  pei^ndiov 
abaissées  du  point  H  sur  les  trois  côtés  du  triangle  i 

Fie.  a. 


cerde)  en  effet,  soit  ABC  un  de  ces  triangles  :  eei 
pieds  A-,  B^,  C  seront  les  pieds  des  hauteurs,  eile^ 
qu'ils  définissent  sera  évidemment  le  même  pour,tc 
triangles,  car  le  point  A^  est  le  milieu  de  HE  et  Ifi  ii 
ces  milieux  est  un  cercle  dont  le  centre  est  au  milie 
,  HO.  L'enveloppe  des  côtés  du  triangle  est  dow 
ellipse  ayant  un  foyer  en  H,  son  centre  en  I  et  il 
foyer  en  O  :  par  conséquent,  le  cercle  O  est  le  cercle 
teur  de  cette  ellipse,  puisque  chacun  de  ses  points  Si'oî 
en  abaissant  du  foyer  li  des  perpendiculaires  sur  le 
gentes  à  Fellipse  et  les  prolongeant  d'une  quantité 
à  elles-mêmes.  Nous  avons  donc  le  centre,  les  foy 
le  grand  axe  de  l'ellipse.  Nous  voyons  en  outre  que 
triangle  est  à  la  fois  circonscrit  à  cette  ellipse  et  i 
dans  son  cercle  directeur,  il  aura  nécessairement  le 
H  pour  point  de  rencontre  des  hauteurs  ^  soit  en  ef 
un  des  points  de  contact,  joignons  OA"  et  abaissoi 
perpendiculaire  sur  CB^  cette  droite  passera  par  1 
foyer  qui  sera  symétrique  de  E  par  rapport  à  CE  5  c< 
il  en  est  de  même  pour  les  autres  côtés  du  triang 
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foyer  se ccmfond  aree  son  point  de  renoontrc  des  hauteurs* 
âto^emt  qnestions^  ont  HDe  autre  aignification  géomé* 
trique.  Nom  saivoDs  eil  effet  :     *  «  •     n. 

•V^  Que  iorsqu^on  p€^a>pldcersitrun.c&nedu  second 
degré  MiPi>Mètkie  trirettangle,  on  peut  en  \plaeer  une 
infinité. 

En  trausformant  cet  énoncé  par  la  théorie  des  polaires 
réciproques,  on  arrive  au  suivant  : 

2°  Lorsqiion  peut  circonscrire  à  un  cône  du  second 
degré  un  trièdre  trirectangle,  on  peut  lui  en  circonscrire 
une  infinité. 

On  a  souvent  attribué  indistinctement  à  ces  deux  es- 
pèces de  cônes  la  dénomination  de  cônes  équilatères, 
parce  que  pour  les  premiers  la  somme  des  coefficients 
des  carrés  des  variables  e8t.nuUèr,  et  pour  le&  seconds  la 
Motae^ea  earréd  des  axes.  Il  nous  semble  qu'on  peut  les 
dbtiiigtier'en  appelant  les  uns  cônes  éqnilatères  de  pre* 
HHiivèspèce,  les  autres  cônes  équilatères  de  seconde  espèce 
\;votFVfn^titut  du  20  décembre  1 865).  Gela  posé,  considé- 
fMHB  uitiGÔné. appartenant  à  la  première  espèce^  dont  S  soit 
tcféommety  et  compons-le  suivant  un  cercle;  si  l'on  prend 
sbr  de  cSsrcle  trois  points  A,  6,  C  correspondant  aux  arêtes 
tftin  Wèdre  trirectangle,  le  triangle  ABC  variera  en  res- 
tant inscrit  dans  le  cercle,  et  il  est  facile  de  voir  qu'il  con- 
servera toujours  le  même  point  de  rencontre  des  hau- 
teurs H,  projection  du  point  S  sur  le  plan  du  cercle;  donc 
ses  côtés  envelopperont  une  ellipse  ayant  pour  foyer  le 
point  H,  et  le  cône  ayant  cette  ellipse  pour  base  et  le 
point  S  pour  sommet  appartiendra  à  la  seconde  espèce 
(dont  l'existence  serait  démontrée  par  là  même  si  nous 
ne  la  connaissions  pas  déjà),  et  aura  la  ligne  SH  pour 
ligne  focale,  puisqu'une  section  perpendiculaire  à  SHa  un 
foyer  en  son  point  d'intersection  avec  cette  ligne.  Donc 
ces  deux  cônes,  qui  ont  même  sommet,  sont  tels,  que  les 
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plans  cycliques  du  premier  sont  perpendiculaires  aux. 
lignes  focales  de  l'autre,  et  cette  propriété  est  réciproque 
parce  qu'alors  les  cônes  sont  supplémentaires,  ce  qui  est 
d'ailleurs  évident  siil''!â"figure,'=c'àr  l'arête  SA'Me  Tun 
est  évidcmAent  p«rp6ndiciilairii^à'lWèn$'SlA^i3(i9l'at^ 
Donc:  ;.î",i;.i=v  •  ;,iw-.^.  ■■    ■   .■•.-;■■■•   'A 

Lorsquun  tfièdre  trir^ctaffgle  se  meut  de  façon  que 
ses  arêtes  engendrent  un  cône  du  second,  degré,  ses 
faces  enî^eloppent  un  autre  cône  supplémentaire  du 
premier.  . . 

Ces  deux  cônes  sont  équîlatères  l'un  d'une  espèce, 
l'autre  Jie.  l'atitre^:  Puisqm  les^plans-  cycKqaea  de  Pun 
sont  perpendicndaâres  aux  lignes  focale^  de  l^atitra>  «a 
transportant  l'un  d'eux  parallèlement  d'une  façon  «oïl^ 
veaablv^fiOii  pourra  toujours  s'arranger  de  marnera  qtt^tu^ 
S0ktjén  'convenable  de  l'un  d'eux  soit  U4)0ud)e^^pelkM 
réciproque  de  l'autre  par  rapport  à  une  sphère  qui  aA:titt 
son  centre  au  somme)  du  pjçemier. (i;otr  les  Recherches 
de  Géométrie  pure  de  M.  Chasles,  Mémoire  publié  a 
Bruxelles,  en  1829).  C'esl^qUî  eiq[*kïtW'^ën<îéirë  ff^r- 
quoi  la  théorie  des  polaires  réciproques  permet  de  tirer 
les  propriétés  de  l'un  de  ces  cônes  des  propriétés  de 

Vautl^e.  >     •     .-    ■.■■'••*••'•=:•■:■'■    v:'-.:>  l  lî  •:  ù;.!îT>f  Jô^^ 
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di  second  degré  [tassant  par  cinq  points; 


:'\;    ■;Mi:'v\'?i^^r\"l:V\»: 


.,  »j.-^:.t    :  >. 


I.  —  Des  coniques  passant  par  quatre  points. 

,.iît.  TuioB^B  h-r-Zoivqu'ui^.cànique  passe  par  quatre 
f^ir^sdàhnâs  AiV  At^  A»iîA<,  i/jr  a  une  r^ation^l^éaire 
eà(homQgèn^^tUre  les  dist€mc^sÀi^  i^r^^^^d'un  foyer 
i^gos^  quatre  points,  '  Cette  relation  est^  'Çft,  i^ppelant 
Sii^^^Si  les  surf  aces  des  qtuitre  triangles  k^  ai  k^ 

est?érifiéepar  les  quatre  points  donnés  {xi^yx)^  (•^iv/i)? 


/lîx,  ^njr,-^  p=.±:  v^(x,— a)2-+-  (r.— P)'  =  ±^., 


W^a -4- /?/»-!-/?  =  ±:  V'i'^j  —  a)'+ (j,  —  p)2  =  ± ^2, 


(*)  Ce  travail  est  le  dernier  d'un  jeune  homme  qui  donnait  de  belles 
espérances.  M.  Reeoq,  lauréat  du  concours  général  des  collèges  des  dé- 
partements, reçu  à  l'École  Polytechnique  et  à  TÉcole  Normale,  ayant  opté 
pour  cette  dernière,  est  mort  le  ai  féYrier  i866  à  Montpellier. 
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d*0à,  «liminànt  m,  n-,  p, 


ou 


±^.  I 

^1     Xi 

«3  r» 

rz=0. 

dzS,    I 

JPi    X* 

I     o-j     Xi 

'       -ÎP»      Ji 

I         ^3        JS 

H=^. 

I         J?4        ^4 

I         J^4       ^4 

I    «1   rt  i 

ï         -2^4        J4 

1 

I    ^i  r» 

I    ^1    r< 

=H^* 

I    ^î   r» 

I        JT,      ^, 

1 

I    *s  r» 

±:^, 


Les  quatre  déterminanls  qui  sont  en  évidence  repré- 
sentent au  signe  près  2 Si,  sSg,  sSs,  2S4,  et  Ton  a 


(I) 


S,  ^,  ±:  S,  ^,  rfc  S,  *,  ±:  S4  ^4  =  o. 


Remarque.  —  Cette  relation  représente  le  lien  des 
foyers  des  coniques  passant  par  quatre  points,  en  prenapt 
pour  coordonnées  les  distances  d'un  point  quelconque  du 
lieu  à  ces  points.  Ce  lieu  a  pour  équation  en  coordonnées 
rectilignes 


S,  y/(x  —  x,f-h  {X  —Xif±:^2  \l[a:  —  ^,)  -h  (X  —  Xt)^ 


Il  est  du  sixième  degré  ('*'),  car  une  droite  à  rinfini 
renferme  six  foyers,  puisqu'il  passe  deux  paraboles  par 
quatre  points  et  que  chacune  d'elles  a  trois  foyers  à  Tin- 
fini,  (/^o/r Cremowa,  2®  série,  t.  III,  p.  23.) 


[*)  Cependant,  quand  on  chasae  les  radicaux,  on  a  une  éq«atîon  d« 
quatrième  degré.  ..        P.    . 


(  i59  ) 
Les  axes  des  deux  paraboles  qui  passent  par  les  quatre 
points  sont  deux  directions  asymptotiques.  Les  quatre 
points  donnés  sont  quatre  foyers  (*)  de  la  courbe.  La 
transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques  n'altère 
pas  la  forme  de  Téquation  (i). 

2.  Cas  particuliers,  —  i^  Si  les  quatre  points  sont  les 
sommets  d'un  parallélogramme,  on  a 

Si  =  Si  ^=  Sj  ^^  S4 , 
et  il  vient,  dans  le  cas  de  Tellipse, 

(2)  ^,  —  ^,4-^3  — J,^o; 
dans  le  cas  de  l'hyperbole, 

(3)  ^,4-^3_^3_^^— o, 

en  supposant  que  A^,  A3  sont  deux  sommets  opposés.  On 
le  voyait  à  priori. 

2°  En  supposant  que  Tun  des  points  soit  le  point  de 
concours  des  hauteurs  du  triangle  formé  par  les  trois 
autres,  la  conique  devient  une  hyperbole  équilatère; 
dans  ce  cas  Ténoncé  précédent  se  modifie  ainsi  : 

Lorsqu'une  hyperbole  équilatère  est  circonscrite  à  un 
triangle,  il  y  a  une  relation  linéaire  et  homogène  entre 
les  distances  d'un  foyer  aux  trois  sommets  et  au  point  de 
concours  des  bauteurs. 

Cette  relation  est,  en  appelant  T  la  surface  du  triangle 
et  Dla  distance  du  foyer  considéi^  au  point  d'intersection 
des  hauteurs,  Si^  S^,  S3  les  surfaces  des  triangles  ayant 
pour  sommet  ce  même  point  et  pour  bases  les  c6tés  du 
triangle, 

(4)  S,^,±:S,(î,±S3^3  =  TD. 


•  (*)  J*appelle  fojrer  dans  une  courbe  le  centre  d'un  cercle  biungent  de 
rajoD  nul. 


(    i6o) 

Elle  représente  le  Heu  des  foyers  des  hyperboles  équila- 
tères  circonscrites  à  un  triangle. 
Si  le  triangle  est  équilatéral,  on  a 

3 

Donc  :  Lorsqu'une  hyperbole  équilatère  est  circon- 
scrite à  un  triangle  équilatéral  y  la  distance  d'unjiyyer 
au  centre  est  une  moyenne  algébrique  entre  ses  distances 
aux  trois  sommets. 

3**  On  peut  se  demander  ce  que  devient  la  relation 
générale  quand  Tun  des  points,  A^  par  exemple,  s^éloigne 
à  l'infini  suivant  une  direction  donnée.  Cette  relation 
devient,  en  appelant  ai,  a,,  a,  les  côtés  du  triangle  fixe, 
lesquels  servent  de  base  k  trois  triangles  ayant  pour  ^som- 
met commun  A4,  et  dont  nous  appellerons  les  hauteurs 
Al,  Aj,  As? 

Oi  hx  Si  ziz  a^  hi  Bt  it  a^  h^  ^,  ifc  S4  è^  =  o, 
ou 

Or  il  est  facile  de  voir  que  les  rapports  ^9  ^>  -5^  tendent 

04    04    04 

vers  sinai,sina2,  sina8,ai,as,a3étant  les  angles  des  côtés 
du  triangle  Ai  A,  A»  avec  la  direction  fixe,  et  par  suite^ 
en  appelant  Ai,  Ai,  Ag  les  projectipns  des  côtés  de  ce 
triangle  sur  une  perpendiculaire  à  la  direction  fixe,  et 
posant  S4  =  S,  on  a 

4°  Si  deux  des  points  As^  A4  vont  à  Finfini  suivant  deux 
directions  déterminées,  on  a 

5,  ±:^j=  const., 


(  »6'  ) 
la  constan^  ^tant  affectée  dé  deux  valeurs  qui  sont  l'une 
réelle,  l'autre  imaginaire,  quand  les  points  Ai^  As  sont 
réels.  Ainsi  :  le  lieu  des  foyers  des  coniques  semblables 
semblablement  placées  à  une  conique  donnée  et  passant 
par  deux  points  fixes  (réels)  recompose  de  deux  coniquies 
(l'une  réelle,  l'autre  imaginaire)  ayant  pour  foyers  ces 
deux  points. 

3..  J'appelle  distancé  d'un  point  à  un  cérele  la  longueur 
de  la  tangente  issue  de  ce  point,  et  je  coqaidère  non  plus 
un  cercle  bi tangent  de  rayon  nul,  mais  un  cercle  bitau- 
gent  de  rayon  /}^E^  parlant  de  l'équation  .  .    ^ . 

(or  — a)»H-(r  — p)«  — r»  =  (/>*j:-h/2r -^j»)'»        . 
on  arçiye,  oomine  précédemment^  à  )a  relation  . 

S.^,±S,^,±:S,^3±:S;'^4^o,       '   ''    '' 

où  ^1,  ds9  ^S9  f^k  sont  les  distances  des  points  donnés  au 
cercle  bitangent^  mais  si  l'on  imagine  quatre  cercles  de 
rayon  r,  ayant  pour  centres  les  quatre  points,  on  voit 
que  les  distances  du  centre  du  cercle  bitangent  à  ces  qua- 
tre cercles  ne  sont  autres  que  les  distances  Sj,  Jj,  Jj»  ^4* 
Donc  : 

Tetêoeème  II.  ^^  Étant  donnée  ùftéeôniqièe  phà^ànt 
peu*  guatre  points  et  un  cercle  bitangent  de  rayon  r,  il 
y  HUfie  relation  linéaire  et  homogène  entre^les  distances 
du  centre  de  ce  cercle  à  quatre  cercles  fixes  de  rajon^r 
ayant  pour  centre  les  quatre  points  donnés.  Cette  rela- 
tion est 

S,  ^,±S2^,±S3^3±S4(y«  =  o. 

Elle  représente  le  Heu  du  centre  du  cercle  bitangent  de 
rayon  r  quand  laconique  varie.  Ce  lieu  est  tangent 
à  chacun  des  quatre  cercles  fixes  ^u  moins  en  deux 
points. 

Atm.  de  Uathémat.y  2*  série,  t.  V.  (Avril  1866O  <  ^ 


(  »6a  ) 

4*  La  relation  (i),  qui  existe  entre  les  rayons  vecteurs 
d'un  point  quelconque  du  lieu  des  foyers  des  coniques 
circonscrites  à  un  quadrilatèrie,  est  aussi  la  relation  entre 
le»  cosinus  des  angles  de  la  tangente  en  ce  point  arec  les 
marnes  rayons  Tecleurs.  Ainsi  l'on  a 

S,  ces ôi  ±  Sa  COS  ôa  ±  S»  COS ©s  it  S4  COS  Ô4  =  O, 

et,  plus  généralement,  si  une  courbe  a  pour  équation 

W,  ^,  -h  m,  ^,  -h  -  .   .  -^'^n  9n  =  K> 

on  a       , 

m\  COS9,  -h  /WjCOS  0a  -4-  ...  H-  •7|,COSr0'„  r=:  O. 

En  effet,  si  Ton  rapporte  la  courbe  à  deux  axes  rectan- 
gulaires, et  si  Ton  appelle  a  Tangle  de  la  tangente  ayec 
Taxe  des  x,  on  a,  puisque  y 


X  —  Xy                 X  • —  a?a                                 •**   "~^  «^a 
'Wi 5 ^-  "'a  —F h  .  .  .  -h  /W„  — -r 

tanga  = — — ■        ^ — » 

IW,  — 5 ^  fWa  — ^ h  ...  -h  m»  — ^r 

a,  Oa  0« 

OU,  en  désignant  par  fXi,  f^iy  • .  les  angles  que  font  avec 
raxedesa:lesdistances(^i,dt,. ..,  ,   .      , 

sina  m.costA, -i- /WaCosa»-!-. .   4-/w«costt« 

tansa  = = ; — ; — =— ^- 

^         cosa  «Il  sin ^,  -f«  «a sm^,  H-    •  •  H-  «*  sm  fâ„ 

on 

m,  eos  (a  —  jx,)  -h  «ij  COS  («  —  f*a)  -H . . .  -f-  JWn  COS  (a  —  f*i.)-3=  o^ 

c'est-à-dire 

'm\  COàÔ;  -h  /»a COSÔa -I-  .  .  .  -f-  /W» COS0„  =r:  O. 

Cette  formule  fournit  une  construction  de  la  tangente 
en  un  point  quelconque  de  la  courbe.  Je  me  borqerai  au 


(  i63  I 
cas  des  équations 

quireprésenlenlle  lieu  des  foyers  des  ellipsea  et  des  kyper* 
boles  circonscrites  à  un  parallélogramme.  (La  composi- 
tion du  concours  de  TÉcole  Normale  en  1 864  consistait 
en  partie  à  trouver  ce  lieu.)  On  a  dans  ce  cas 

cosO, —  ros 62 -h  cos ©3  —  COSÔ^rrO, 

COSÔ,  -\-   COSÔ,  —  COS03  —  COSSi  -:  O  , 

d'où  Ton  déduit  la  construction  suivante  : 

Pour  construire  la  tangente  en  un  point  quelconque  M 
de  la  courbe  lieu  des  foyers  des  coniques  circonscrites  à 
un  parallélogramme,  décrivez  avec  un  rayon  arbitraire 
un  cerclé  ayant  M  pour  centre,  chercbez  le  centre  des 
moyennes  distances  du  quadrilatère  qui  a  pour  sommets 
les  points  d'intersection  du  cercle  avec  les  rayons  vecteurs 
du  point  M  directs  pour  deux  sommets  opposés,  où  adja- 
cents inverses  pour  les  deux  autres,  et  la  droite  qui  join- 
dra le  point  M  à  ce  point  sera  la  normale. 

Cette  construction  n'est  d'ailleurs  qu  un  cas  particulier 
d'une  construction  beaucoup  plus  générale  donnée  par  le 
marquis  de  L'Hôpital,  lorsque  la  courbe  considérée  a  une  ^ 
équation  quelconque 

La  simplification  qui  se  présente  ici  provient  de  ce  que 
les  coefficients  de  l'équation  différentielle  ont  des  valeurs 
constantes  qui  sont  précisément  mj,  m„: . .,  m„'.  (f^oir 
Paul  Serret,  Méth.  en  Géom,^  p.  64.) 

IL  —  Des  surfaces  de  résolution  du  second  degré 
passant  par  cinq  points, 

\ .  Théorème  L  —  Lorsqu'une  surface  de  rés^olution 
passe  par  cinq  points  donnés  A 1 ,  A  »,  A  s ,  A  4,  A  5 ,  iljr  a  une 


(  i64  ) 
relation  linéaire  et  homogène  entre  les  distances  d'un 
foyer  à  ces  cinq  points.  Cette  relation  est,  en  appelant 
V,,  V„  Vs,  V4,  V5    les    volumes   des   cinq    tétraèdres 
A1A8A4A59  A1A8A4A5)    Al  Af  A4  A^, .  .  • , 

V.  J,  i  V,  ^a±  Va  ^8±  V4  ^4±  y»  ^5  =  O. 

On  a,  en  considérant  Tëquation 

(x  —  ay-hix  —  p)'-4-  (3  —  7)'  =  {mx  -h  /ij  H-  pz  4-  qY, 
mx^-^nJr,-hpz^-h(/=±\/(x^—(lY^-{Jr^—^y-h{z^—yf=±Si, 


/ïIXa-H  nXi-^pZi-h  q=±\/(x2—  a)2-+-(r»—  pj'H"  (^>— 7)'=  ±^»> 


»wr*-»-  nf,-hpZi-hr/=  ±  V'tJ^é-r  «)'-+-(  J,—  P)2-+-{a6-^7)=z=:  ±^i  ; 
d'où,  éliminant  m,  /z,  p^  q^ 


O, 


c'est-à-dire 


^. 


I    a?a  J,  «, 

ï     «^^3    fi    23 

I    3:4  74   «4 


^. 


I  *3   J3     «3 

I  -^4    r4     «4 

I  a:,"  Xi    3, 

I  j:,   X,   «, 

I  X,  7,  z, 


±5, 


±^s 


I  ^,  j,  z, 

'  -^1  ri  2i 

»  ^3  rs  «3 

I  -^4    J4.24 


=  0, 
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OU 

(i)  V,5,±V,(î,±:V,^3±:V4^«±V5^»:=o. 

Remarque,' —  Cette  équation  représente  le  lieu  des 
foyers  des  surfaces  de  révolution  passant  par  cinq  points. 

2.  Quatre  points  suffisent  pour  établir  une  relation 
entre  les  distances  lorsqu'ils  sont  dans  un  même  plan, 
car  en  prenant  ce  plan  pour  plan  des  xy  on  a 

mxt  -r-  /1/4  -I-  ^  c»=  ^4. 

Le  nombre  des  relations  se  réduit  à  quatre  et  le  nombre 
des  paramètres  à  trois.  En  éliminant  m,  /i,  ^^  il  vient 

(3)  S,^,±:S,5,±S3^,±:S4^4  =  Q. 

Il  y  a  plus  :  examinons  le  cas  où  Ja  surface  de  révolu- 
tion représente  un  cône,  les  deux  foyers  se  réunissent  au 
sommet  et  les  deux  plans  directeurs  se  confondent  en  un 
plan  unique  mené  par  le  sommet;  on  a 

(4)  mot  -h  np  -\-  py  -\-  q  z=o. 

En  joignant  cette  relation  aux  relations  (  2)^  on  aurait, 
si  on  éliminait  m,  /2,p,  47,  le  lieu  des  sommets  des  cônes  de 
révolution  passant  par  les  quatre  points  ;  mais  comme  les 
équations  (2)  ne  contiennent  pas/>,  Télimination  est  in* 
dépendante  de  la  relation  (4))  en  sorte  que  le  lieu  des 
sommets  se  trouve  représenté  par  l'équation  (3).  Donc  : 

Le  lieu  des  sommets  des  cônes  de  révolution,  passant 
par  quatre  points  situés  dans  un  même  plan,  est  iden- 
tique au  lieu  des  foyers  de  toutes  les  surfaces  de  révolu- 
tion satisfaisant  aux  mêmes  conditions  ;  il  y  a  une  relation 


(.66) 
linéaire  et  bomogèae  entre  les  longueurs  des  ^éuérairices 
aboutissant  aux  quatre  points. 

La  surface  (3)  admet  les  sections  circulaires 

S,^,±:S,^,  =  o,       (à,^, ±83(^8=0,       J  S. '^,±: 84^4  =  0, 
S3J»±:a4^4~o,       I  8,^,^:84^4=^0,       (  8,d,±8,^,==:a. 

3..  Considérons  cinq  points  dans  un  même  plan^  au* 
quel  cas  la  surface  devra  passer  par  une  conique  fixe;  il 
faut,  si  Ton  prend  le  plan  des  cinq  points  pour  plan 
des  x^j^,  joindre  aux  relations  (2)  la  relation 

et,  si  la  surface  doit  représenter  un  cône,  y  joindre  aussi 

Mais,  comme  tout  à  Theure,  cette  dernière  relation  * 
reste  étrangère*^  l'élimination,  en  sorte  que  le  lien  dW 
foyer^de  toutes  les  surfaces  de  révolution,  passant  pài*' 
unô  même  conique,  est  identique  au  lieu  des  sommets  des 
cônes  de  révolution  menés  par  la  même  conique,  et  Fon 
sait  que  ce  dernier  lieu  est  formé.  <les  deux  conaquês 
(réelles  ou  imaginaires)  lieu  des  foyers  dans  Tespace  de 
la  conique  donnée  (*). 

En  même;  temps  se  trouve  démontré  ce  théorème  de 
M.,  eu*  Sl^P^H  ^L.^.  cône  qui  a  pour  sommet  qo.  fo](er 
d'une  surface  de  révolutioa^  et  pour  base  une  section 
plane  quelconque,  est  de  révolution. 

On  voit  aussi  qu'une  conique  et  le  lieu  de  ses  foyers 
dans  l'espace  jouissent  de  cette  propriété  réciproque, 
qu'il  y  a  une  relation  linéaire  et  homogène  entre  les  dis- 


{*)  Ces  deux  coniques  sont  Tune  réelle,  l'autre  imaginaire,  quand  la  co- 
nique proposée  est  réelle. 


(  «67'  ) 
tances  de  quatre  points  (pris  sur  la  même  courbe) ^0:05 
deTun  à  un  point  quelconque  de  T autre. 

4.  La  circonstance  précédente  se  présentera  toutes  les 
fois  qu'une  surface  de  révolutioa,  passant  par  trois  points 
fixes,  aura  Tun  de  ses  foyers  fixe,  c'est-à-dire  que  cette 
surface  sera  assujettie  à  passer  par  une  conique  fixe.  En 
effet,  le  plan  des  trois  points  coupe  la  surface  suivant  une 
conique  satisfaisant  à  cinq  conditions,  puisqu'elle  passe 
par  trois  points  fixés  et  qu^elle  est  bi tangente  à  un  cercle 
fixe,  qui  est  un  petit  cercle  dé  là  sphère  focale  fixe.  Ces 
conditions  déterminent,  comme  il  sçrait  facile  de  le  voir^ 
quatre  coniques;  et,  par  suite,  toutes  les  surfaces  de  révo- 
lution passant  par  trois  points  et  ayant  un  fojer  fixe  peu- 
vent être  classées   en  quatre  séries  correspondant  aux 
quatre  coniques.  En  rapprochant  ce  résultat  de  ce  qui 
précède^  on, yoit que  ;         ,.,     . 

Lorsqu'une  surface  de  révolution  passe  par  trois  points 
fixes  et  a  un  foyer fixe^  le  lieu  de  Vautre  foyer  se  com^ 
pose  de  huit  coniques  situées  dans  des  plans  perpendi- 
culaires  au  plan  des  trois  points, 

5.  Tous  ces  résultats  peuvent  se  généraliser  en  consi- 
dérant dans  une  surface  de  révolution,  non  plus  un  foyer, 
mais  une  sphère  inscrite  de  rayon  r  \  la  distance  du  foyer 
à  Tun  des  points  fîtes  sera  remplacée  par  la  distance  du 
centre  de  la  sphère  tangente  à  des  sphères  de  même  rayon 
décrites  des  points  fixes  comme  centres. 
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SOLUTION  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  736; 
Pae  m.  h.  VIOLLAND, 

Élève  de  T^oole  Normale. 

Soient  M  un  point  d^une  courbe  et  M|  le  point  c 
réspondant  de  sa  transformée  par  rayons  vecteurs  n 
prùHfues  par  rapport  à  un  point  O;  n^  n^  les  longue 
des  normales  à  ces  deux  courbes  comprises  entre 
points  M  et  Mi  et  une  perpendiculaire  à  OM  mené&) 
le  point  O]  enfin  p  et  p^  les  rajrons  de  courbure  c 
points  M  et  Ml .  On  a 

n      72, 

P  P' 

(NiCOLÂÏDÈS.) 

Soient  r,  r^  les  rayons  vecteurs  des  deux  points 
longtietir  n  dé  la  nofmale  au  premier  point  est 


'=>/'-(?.)■■ 


Le  rayon  de  courbure  p  au  même  point  est  donné  pa: 
formule 


r'  -4-  2 
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donc 

[dry  d^r 


n 

P  ~ 


Pour  trouver    —  j    remarquons   que    les    deux  points 
étant  transformés  par  rayons  vecteurs  réciproques, 


Difierentîant  deux  fois 


rx 

r 

us 

dr, 
dB 

. 

dr 
5ê' 

</V,  __5i^*  /dry      k^  d^ 

i-emplaçant  les  quantités  ^u  ^'  -^  par  'eurs  valeurs 

dans  l'expression  de  la  normale  et  du  rayon  de  courbure 
au  point  Mi,  on  trouve,  toutes  réductions  faites, 

d'r 


drV 


donc 


m 


m^. 


P.      P' 


(?.)■ 


C      Q.    F,    I). 


Note^  —  Solutions  analogues  par  MAI.  Bauqueuno,  candidat  à  l'École 
Normale;  Cornu,  Richard,  élèves  de  l'École  Normale;  Mirza-lNizani;  F. 
Richard,  Lerosey  et  rjiambard,  élèves  du  coHoîto  Chaptal;  Rihaucourl, 
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Grassaty  élèves  de  rÉeol«  Polytechnique;  Mercé  Busco;  M.  Josepb  Saccbl,  ^ 
professeur  à  Milan.  M.  Albert  Parel  remarque  qu'il  suffit  de  dénoMuitrer 
la  question  pour  deux  cercles.  Démonstration  géométrique,  par  les  li- 
mites, par  M.  Niewenglowski,  élève  de  l'École  Normale.  M.  Fouret,  élève 
de  l'Ecole  Polytechnique,  démontre  la  proposition  en  s'appuyant  sur  ce 
que  si  C  et  G,  sont  les  centres  de$  deux  cercles,  N  et  N^  les  extrémités  das  . 
normales  et  I  le  point  de  rencontre  des  normales,  le  rapport  anhftrmo- 
nique  des  points  N,  M,  C,  I  est  égal  au  rapport  anharmonique  des  points 
Mj,  M„  Gj  I,  et,  qu'en  outre,  les  lièrmales  sont  également  iDciittéeB«ar' 
les  rayons  vecteurs.  Par  une  autre  démonstration,  il  trouve  que  si  c  ^  C|> 
sont  les  angles  de  contingence  en  M  et  M.,  on  a 

Pour  le  cas  d*un  point  double  d'une  anallagmatique,  on  a  . 

P       Pi      ^ 

A  l'occasion  de  la  même  question,  M.  Gbemin,  aussi  élève  de  l'École  Poly^. 
technique,  cherche  les  relations  qui  existent  entre  les  arct  et  les  rayoïy 
de  courbure  de  deux  courbes  dont  l'une  est  la  podaire  de  l*autrei  A 
trouve  ainsi,  en  deux  points  correspondants,  -      > 

p  p'         r      rn^ 

les  lettres  accentuées  se  rapportent  à  la  podaire.  P. 


Questions  737   et  738 

(TOir  t*  série,  t.  III,  p.  418)  ; 

Par  mm.  DELAUNAY  et  DE  VIARIS, 

Élèves  du  lycée  Saint-Louis. 

737.  On  peut  inscrire  à  un  cercle  donné  une  infinité 
■de  triangles  dont  les  hauteurs  se  croisent  en  un  point 
donné,  Troui^er,  par  la  Géométrie^  la  commune  enve- 
loppe des  côtés  de  ces  triangles. 

Lemme.  —  Si  du  point  de  rencontre  des  hauteurs  d'un 
triangle  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  côtés  et 
<fuon  prolonge  chacune  d'elles  d'une  quantité  égale  à 
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elle-même ,  les  points  ainsi  obtenus  sonê  sur  le  cercle 
circonscrit,  au  triangle. 

Démonstration  facile. 

Soit  G  le  centre  du  cercle  et  H  le  point  donné.  Me- 
nons dn -pcnnt  H  une  sëcanle  quelconque,  rencontrant  la 
circonférence  aux  points  A  et  P.  Au  milieu  de  HP,  éle- 
vons une  perpendiculaire  à  cette  ligne  qui  rencontre  la 
circonférence  aux  pbîms  B  et  C  :  d'après  le  théorèine 
précédent,  le  triangle  ABC  répond  à  la  question.  Il  y  en 
a  donc  une  infinité,     j 

Joignons  OP,  soit  M  le  point  d'intersection  avec  le 
côté  BC;  si  nous  menons  HM,  le  lemme  précédent  nous 
donne  OM  4-  MH  =  OM  -h  MP  =  R.  De  plus,  BC  fait 
des  angles  égaux  avec  les  droites  MO,  MH5  donc  BC  en- 
veloppe l'ellipse  qui  a  pour  foyer  les  points  O  et  H  et  le 
cercle  donné  pour  cercle  directeur. 

738.  Une  ellipse  et  l'un  de  ses  cercles  directeurs  étant 
tracés j  il  existe  une  infinité  de  triangles  simultanément 
inscrits  au  cercle  et  circonscrits  à  V ellipse;  le  point  de  ren- 
contre des  hauteurs  est  le  même  pour  tous  ces  triangles. 

Cette  question  est  une  réciproque  de  la  précédente. 
Soit  O  le  centre  dû  cercle  directeur,  H  l'autre  foyer  de 
l'ellipse.  Menons  une  tangente  quelconque  à  l'ellipse  f 
soient  B  et  C  les  points  où  elle  rencontre  la  circonfé- 
rence. Du  foyer  H  abaissons  une  circonférence  sur  BC  et 
prolongeons-la  d'une  quantité  égale  à  elle-même.  D'après 
une  propriété  connue  du  cercle  directeur,  le  point  P  ainsi 
obtenu  est  sur  ce  cercle ,  soit  A  l'autre  point  où  elle  ren- 
contre la  circonférence.  Dans  le  triangle  ABC,  AHP  est 
une  hauteur  d'après  le  lemme  précédent,  et  le  point 
de  rencontre  des  hauteurs  de  ce  triangle  est  le  point  H. 
Les  côtés  AB  et  AC  sont  donc  tangents  (  théorème  pré- 
f^édeni)^  à  l'ellipae  qui  a  pour  foyer  les  points  O  et  H  et 


pour  cercle  direcleur  le  cercle  donné.  Ceci  démontre  les . 
propositions  indiquées. 

Note.— Les  qoestions  737  et  738  ont  été  résolues  par  MM.  Hatté,  Niéby- 
lowskiy.Viant,  Tannery,  Braga,  Calabre,  Maxeau,  iBlliot,  Emperaager,  la- 
bailleetP.Cagoy,  Grimaldl,  Laisant,  NieTeof lowski,  Laeauchie,  Das^nc. 


Mêmes  questions; 

Pab.  mm  ARIÈS  kt  MARMIER, 

Élèves  de  l'École  Sainte- GeoevièYe  (classe  da  P.  Joubert). 

Lemme.  —  ^  tout  triangle  correspond  une  ellipse 
ayant  pour  foyers  le  point  de  concours  des  hauteurs  elle 
centre  du  cercle  circonscrit^  et  tangente  aux  trois  côtés 
du  triangle  ainsi  qu'à  ceux  du  triangle  conjugué  (*). 

Soient  ABC  le  triangle  considéré,  (O)  le  centre  du 
cercle  circonscrit,  (C)  le  point  de  rencontre  des  hauteurs, 
a,  (3,  y  les  pieds  des  médianes,  p,  q^  r  les  pieds  de&  hau- 
teurs. 

Je  considère  Tellipse  ayant  pour  foyer  le  point  de 
concours  ((y)  des  hauteurs  et  tangente  aux  trois  .côtés 
du  triangle.  Le  lieu  des  projections  du  foyer  (C)  sur  ses 
tangentes  est  le  cercle  passant  par  ses  trois  projections 
p,  q^  r  :  donc  c'est  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle. 
Si,  par  les  deuxièmes  points  de  rencontre  de  ce  cercle 
avec  les  côtés,  on  élève  des  perpendiculaires,  ces  perpen- 
diculaires vont  concourir  en  un  même  point  (O),  qui  est 
le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle.  C'est  donc  le 
deuxième  foyer  de  Tellipse. 

Le  grand  axe  de  cette  ellipse  est  égal  au  rayon  du 
cercle  circonscrit  au  triangle. 

{*)  Le  triangle  conjugué  au  triangle  ABC  s'obtient  en  abaissant  du 
point  O  des  perpendiculaires  sur  les  côtés  du  triangle  et  prolongeant  ce:» 
perpendiculaires  de  longueurs  égales  {voir  7^  série,  t.  II,  p.  i33).      P. 


{  '73  ) 
De  même  au  tciangle  conjugué  A' B^C  correspond  une 
ellipse  ayant  pour  foyers  le  point  de  concours  (O)  des 
hauteurs  et  le  point  (C)  centre  du  cercle  circonscrit  à  ce 
iriangle  qui  touche  les  trois  côtés  A'B',  A'C,  B'C  et 
la  longueur  de  son  grand  axe  est  égale  au  rayon  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  A'B'C.  Mais  les  triangles 
conjugués  ABC,  A'B'C  sont  égaux;  donc  les  rayons  des 
cercles  circonscrits  sont  égaux;  donc  le  grand  axe  de 
;ette  deuxième  ellipse  est  le  même  que  le  grand  axe  de 
JL  première. 

Les  deux  ellipses  étant  homofocales  et  ayant  leurs 
^ands  axes  ^aux  coïncident  ;  on  a  donc  le  lemme 
nonce. 

Remarque.  —  Ce  qui  précède  suppose  que  le  point  de 
oncours  des  hauteurs  et  le  centre  du  cercle  circonscrit 
a  triangle  ABC  soient  intérieurs  à  ce  triangle,  c'esl-à- 
ire  que  tous  les  angles  du  triangle  soient  aigus. 

Dans  le  cas  où  le  triangle  est  rectangle,  Tellipse  se  re- 
dit à  son  axe,' qui. est  la  médiane- du  triangle  rectangle 
nrespondant  à  l'hypoténuse. 

Quand  le  triangle  a  un  angle  oblus,  il  existe  une  hy- 
erbole  tangente  aux  trois  côtés  du  triangle,  et  ayant 
•car  foyers  le  point  de  concours  des  hauteurs  et  le  centre 
a  cercle  circonscrit  au  triangle. 

Il  existe  une  infinité  de  triangles  incrits  dans  un  cercle 
ionné,  ayant  pour  centre  le  point  (CV)  et  pour  point  de 
oncours  des  hauteurs  un  point  donné  (O). 

.Je  mène  un  rayon  quelconque  O'A  du  cercle  donné, 
e  joins  le  point  A  au  point  O,  par  le  milieu  M  de  la  ligne 
Xy  je  mène  une  parallèle  au  rayon  CA,  et  soit  p'  son 
K>int  de  rencontre  avec  la  droite  OA.  Les  deux  triangles 
^AÇyyOp'Çy  sont  toujours  semblables.  Le  point  A,  ex- 
rémité  de  la  droite  OA,  décrit  un  cercle  ;  donc  le  point  p\ 
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milieu  de  celle  droite,  décrira  aussi  uii  cercle  qui  aura 
pour  centre  le  point  M  et  dont  le  rayon  sera  la  moitié  dus 
rayon  du  cercle  donné. 

Je  prolonge  la  droite  OA  jusqu'à  son  deuxième  point 
de  rencontre  avec  la  circonférence;  par  ce  point,  j'élète 
une  perpendiculaire  à  la  droite  A/?,  et  soient  B  et  C 
les  points  de  rencontre  de  celte  perpendiculaire  avec  la 
circonférence  donnée.  Inachevé  le  triangle  ABC«  Le  cercle 
des  neuf  points  de  ce  triangle  passe  par  le  point  p^  il 
passe  par  le  point  a,  milieu  du  côté  BC ,  ce  point  appar- 
tient au  cercle  décrit  du  point  M,  car  Ma  :=  M^'  a  caose 
de  Tégalité  des  triangles  O^aM,  OpMj  son  rayon  est  la 
moitié  du  rayon  du  cercle  circonscrit  au  trianglQ^  donc 
il  se  confond  avec  le  cercle  précédemment  décrit  du 
point  M  comme  centre. 

Il  est  évident,  d'ailleurs  ,  que  ce  triangle  a  pour  point 
de  concours  des  hauteurs  le  point  O,  puisque  Op' ^f/A. 

On  peut  donc  construire  une  infinité  de  triangles  c<m^ 
respondauts  aux  données.  Les  ellipses  correspondant  à 
tous  ces  triangles  coïncident  comme  étant  toutes  homo- 
focales  et  ayant  même  grand  axe,  ce  qui  donne  le  premiei 
tbéoi'ème  de  M.  Serret. 

Soit  une  ellipse  donnée  :  d'un  point  A  de  son  cercle 
directeur,  je  lui  mène  deux  tangentes,  qui  rencontrent 
aux  points  B  '  et  C  ce  cercle  directeur.  Je  dis  quç  la 
droite  BC  est  aussi  tangente  à  Tellipse.  En  effet,  au  triangle 
ABC  correspond  une  ellipse  tangente  aux  trois  côtés  du 
triangle,  ayant  pour  foyer  le  centre  (C)  du  cercle  direc- 
teur et  pour  longueur  du  grand  axe  la  longueur  du  ràyop 
de  ce  même  cercle.  Cette  ellipse  et  Tellipse  donnée  ont 
le  même  foyer,  grand  axe  de  même  longueur  et  deux  tan- 
gentes communes.  Si  du  foyer  commun  {(V)  j'abaisse  des 
perpendiculaires  sur  les  deux  tangentes  communes,  \ei 
pieds  4f  et  r  de  ces  perpendiculaires  appartiennent  au 
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cercle  lieu  des  projections  des  foyers  sur  les  (augeiite^^ 
correspondant  à  chaque  ellipse.  Les  deux  cercles  relatifs 
aux  deux  ellipses  ont  donc  deux  points  communs  et  même 
rayon;  donc  ils  coïncident,  donc  les  deux  ellipses  coïn- 
ddent,  et  par  suite  le  côté  BC  est  tangent  à  Fellipse 
donnée.  On  a  donc  le  deuxième  théorènie  de  M.  Serret. 

Généralisation  de  ces  théorèmes. 

A  tout  tétraèdre  donné  dont  les  hauteurs  concourent 
en  nn  même  point  (C),  correspond  un  ellipsoïde  de  révo- 
lution ayant  pour  foyers  le  point  (Cy)  et  le  point  de  con- 
cours (O)  des  normales  menées  à  chaque  face  par  son 
centre  de  gravité  :  cet  ellipsoïde  est  tangent  aux  quatre 
faces  du  tétraèdre  et  a  celles  du  tétraèdre  conjugué  (^)  :1a 
longueur  de  son  demi  grand  axe  est  le  tiers  du  rayon  de 
la  sphère  circonscrite. 

Je  considère  un  ellipsoïde  de  révolution  tangent  aux 
quatre  faces  du  tétraèdre  et  ayant  pour  foyer  le  point  de 
concours  (X  des  hauteurs.  J'abaisse  de  ce  point  des  per- 
pendiculaires sur  les  quatre  faces.  Le»  pieds  de  ces  per- 
pendiculaires déterminent  une  sphère  qui  est  la  sphère 
des  douze  points  du  tétraèdre.  On  sait  que  le  centre  M  de 
cette  sphère  est  au  milieu  de  la  ligne  OO'  et  que  son 
rayon  é^ale  le  tiers  du  rayon  de  la  sphère  circonscrite  au 
tétraèdre. 

.  Cette  sphère  se  confond  évidemment  avec  la  sphère 
lieu  des  projections  des  foyers  sur  les  plans  tangents  à 
Tellipsoïde,  comme  ayant  quatre  points  communs.  Son 
centre  M  est  donc  le  centre  de  Tellipsoïde.  Le  deuxième 
foyer  de  Tellipsoïde  s'obtient  en  prolongeant  la  droite  O' M 
d'une  longueur  M0  =  OM.  Le  point  O,  que  Ton  ob- 
tient ainsi,  est  précisément  le  point  de  rencontre  des  nor- 

(•)  }foir  t.  Il,  p.  i35. 
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maies  élevées  à  chaque  face  par  son  centre  de  gravité. 
Les  points  O  et  C  étant  réciproques  l'un  d«  l'autre 
dans  les  deux  tétraèdres  conjugués,  il  s'ensuit  que  Tel- 
lipsoïde  correspondant  au  tétraèdre  conjugué  se  confondra 
avec  le  premier  ellipsoïde^  comme  ayant  les  mêmes  foyen 
et  le  même  grand  axe. 

Remarque.  —  Si  Fun  des  dièdres  du  tétraèdre  dont 
les  hauteurs  concourent  en  un  même  point  était  obtus, 
il  existerait  un  hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe 
ayant  pour  foyers  le  point  de  concours  des  hauteurs  et 
le  point  de  concours  des  normales  élevées  à  chaque  face 
par  son  centre  de  gravité,  tangent  aux  quatre  faces  du 
tétraèdre  donné  et  à  celles  de  son  conjugué. 

11  existe  une  infinité  de  tétraèdres  inscrits  dans  une 
sphère  donnée  dont  les  hauteurs  concourent  en  un  même 
point  donné  [01)  :  l'enveloppe  des  faces  de  ce  tétraèdre  est 
un  ellipsoïde  de  révolution,  ayant  pour  foyers  le  point  [&) 
et  un  deuxième  point  fixe  (O),  et  pour  demi  grand  axe  le 
tiers  du  rayon  de  la  sphère  donnée. 

Ce  point  fixe  est  obtenu  en  joignant  le  point  de  co^j- 

cours  des  hauteurs  au  centre  K  de  la  sphère  circonscrite 

KO' 

et  prenant  sur  cette  droite  une  longueur  KO  =  -^  • 

Je  mène  un  rayon  quelconque  KA  de  la  sphère  donnée, 
je  joins  le  point  Â  au  point  (O').  Du  point  M,  milieu  de 
00',  je  mène  une  parallèle  à  la  droite  R-A ,  et  soit  p*  le 
point  où  elle  rencontre  la  droite  AO'.  Les  deux  triangles 
KO' A,  MCYp'  sont  toujours  semblables.  Le  point  A  dé- 
crit la  sphère  donnée  ;  le  point  p'  décrit  une  autre  sphère 
dont  le  centre  est  M  et  le  rayon  le  tiers  du  rayon  de  la 
sphère  donnée. 

Je  prolonge  la  droite  O'A  jusqu'à  son  deuxième  point 
de  rencontre  p  avec  la  sphère  ;  j'élève  en  ce  point  un  plan 
perpendiculaire  à  la  droi  le  0'/7.  Ce  plan  coupe  la  sphère  (K) 
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suivant  un  cercle.  Le  triangle  de  base  du  tétraèdre  doit 
être  inscrit  dans  ce  cercle,  et  de  plus  le  point  de  concours 
des  hauteurs  de  ce  triangle  est  le  point  p  ;  car  on  sait 
qnedans  un  tétraèdre  dont  les  hauteurs  se  rencontrent, 
Ja  projection  d'un  sommet  sur  la  face  opposée  est  le 
point  de  concours  des  hauteurs  de  cette  face. 

Remarquons  que  si  du  point  (O)  nous  abaissons  une  per- 
pendiculaire Oa  sur  ce  plan,  la  disUnce  Oa  =  Qfp'  =  -—'i 

d'après  un  théorème  connu.  Donc  la  sphère  (M)  passe 
par  le  point  a. 

La  sphère  des  douze  points  d'un  des  tétraèdres  dont 
les  hauteurs  se  coupent  au  point  O,  doit  donc  passer  par 
les  points  a^  p^  p'  et  avoir  un  rayon  égal  au  tiers  de  celui 
de  la  sjphère  (R)  ;  donc  la  sphère  des  douze  points  se  con- 
fond avec  la  sphère  (M).  Donc  tous  les  tétraèdres  inscrits 
dans  la  sphère  (K)  et  ayant  pour  sphère  des  douze  points 
la  sphère  (M),  sont  tels,  que  leurs  hauteurs  concourent 
au  point  O.  Donc  il  y  en  a  une  infinité.  Si  nous  consi- 
dérons un  de  ces  tétraèdres,  à  ce  tétraèdre  correspond  un 
ellipsoïde  de  révolution  tangent  aux  quatre  faces,  et  ayant 
pour  foyers  les  points  (O)  et  ((y),  le  demi  grand  axe  de 
cet  ellipsoïde  étant  égal  au  tiers  du  rayon  de  la  sphère  (K); 
or  les  ellipsoïdes  correspondant  à  tous  ces  tétraèdres  se 
confondent,  comme  étant  de  révolution  homofocale  et 
ayant  même  grand  axe. 
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Question  739 

(Toir  fsérle,  U  Iir.  p.  419); 

Par  m.  NIÉBYLOWSKI, 
aère  de  Mathématiqaes  spéciales  au  lycée  Bonaparte. 

Sguation  d'une  surface  du  second  degré  passant  pài 
trois  droites.  On  peut  mettre  les  équations' des  troh 
droites  données  sous  la  forme  suix^dnte  : 

l  A=  o 
1  ^  droite   ....  |  «         ' 
I  B  =  o; 

2*  droite. ...  .1  ^"~    ' 

3'  droite {   ^    ,     ^^,      «  ,      ^./ 

(  Aa'-h  Bp'-4-  Cv'-h  D^'=  o. 

Véguation  de  la  surface  du  second  degré  est 

C7 -+-0^*^07' -4- D^^'       . 

A,  B,  C,  D  désignent  des  fonctions  du  premier  dég 

en  pa^  y  et  z,  et  a,  j3,  y,  5,  a\  (3',  y\  d'  sont  des  coi 
stantes.  (E,  BAmBiBn.) 

L*équation  d'une  surface  du  second  degré  passant  p 
la  deuxième  et  la  troisième  droite  est 

>C(Aa4-BpH-C7-t-D^) 
.        -hpC(Aa'4-Bp'-f-C7'  +  D^') 
*        -+-vD(Aa-+-Bp+C7-hD^j 

,-i-  D  ( Aa'  -h  Bp'  4-  Cy  -h  Diî' )  =  o ; 

X,  /x,  V  étant  des  indéterminées,  on  peut  encore  écrire 

I  (\C-hvD)(Aa-f-Bp-hC7  +  D^) 
'^'      I        -4-(piC4-D)(Aa'-hBp'-+-C7'-i-D^')  =  o. 
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.  Exprimons  que  cette  surface  contient  la  droite 

I  A  =  o, 
(  B:=o, 

il  vient 

(XC  4-  7 O)  (Cv  4-  D^)  -h  (ftC  4-  D)  (Cv'  H-  D^')  =  o 


ou 


d'où  /  .      ,  .   .  .•       ^ 

X7-Hp7'=^o, 

•    y^;-f-^^=:0,  ...        .  • 

Wh-v7 -l-a5'-l-7'  =  o; 

OU 

Sufasliuions  dans  Fëquation  ( 2),  il  vient 

(C7' -f- I>a')  (Aa  +  Bp -i- C7  4- D^) 

—  (C7  4- D*)(  Aa'-h  Bp' +  Cy -h  D^')  =  o. 

L'équation  peut  encoi^  Vécrire 

AG  («/ "-.  7a' )  4- Ai)  (flt^  —  ^o') 

4- BC(P7' -7P') -h  BD  (p*'-- 5p')rtr  o.  . 

Or  précisément,  si  Ton  chasse  le^  dénominateur^  dç  Té- 
quation 

Aa-HBp_Aft^4-By 

C7-f-D*"'C7'4-DI'^ 

ou  arrive  aux  mêmes  résultats;  donc  Téquation  de  la  surt 
&ce  du- second  degré  passant  par  lés  trois  droites  don* 

nées  est 

Aa  +  Bp_Aa^4-Bp^ 
C7H-D5""C7'-f-D(î'* 

G.    Q.    F.    D. 

Note,  —  Solutions  analogues  de  M.  Armand  Lé vy,  élève  du  lycée  de 
Metz,  et  de  M.  Hatté,  élère  du  lycée  Gharlemagne. 

12. 
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Question  740 

( Tolr  f*  ferle,  ton*  IV,  mcre  4î9  ) ;  ' 

Pau  m,  g.  DE  VIGNERAL. 

Deux  cercles  étant  donnés,  on  inscrit  dans  l'un  d^eàx 
un  quadrilatère  dont  les  côtés  coupent  la  corde  com- 
mune en  quatre  points.  Il  est  possible  d^ inscrire  dam 
Vautre  cercle  une  infinité  de  quadrilatères  dont  les  côtés 
passent  par  les  mêmes  points  de  la  corde  commune. 

(E*  Barbier.) 

e  et  /'désigoant  les  points  communs  aux  deux  cercles 
O  et  (y  et  a^b^c^  d\es  points  où  les  côtés  d'un  quadri- 
latère inscrit  dans  le  cercle  O  coupent  la  corde  com- 
mune, les  six  points  a,  i,  c,  rf,  e,  /sont  en  involutioti. 

Or  on  peut  mener  d'une  manière  quelconque  dans  le 
second  cercle  0/  trois  côtés  d'un  quadrilatère  inscrit,  ces 
côtés  étant  assujettis  à  passer  par  lés  points  a,  hy  è^iiciiX 
d*  le  point  où  le  quatrième <;ôté  coupe  la  corde  commune, 
les  six  points  a^  &,  c,  d\  e,y*sont  en  involution,  miàis  Ie$ 
six  points^  a  b^  c,  </,  e^fy  sont  aussi,  ce  qui  exige  que  4 
et  d^  soient  confondus. 

Note,  —  Autres  solatiotis  de  MM.  Ronsset  et  Arnoye,  élèves  du  lyeée 
Charlemagne  (classe  de  M.  Berger);  Marques  Braga,  du  lycée  Saint-Louis; 
Armand  Lévy,  du  lycée  de  Metz  ;  Albert  Dastarac,  élève  de  TÉcole  Cen- 
trale; Miébylow^iy  du  lycée  Bonaparte.  M.  Marmier,  de  rÉcola  Sainte* 
OenéTièvey  remarque  que  le  théorème  est  vrai  pour  deu^i  coniques  quel- 
conques. 
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BULLETIN. 

(Tous  les  ouvrages  annoncés  dans  ce  Bulletin  se  trouvent  à  la  librairie 
de  Gauthier^VillarSy  quai  des  Augustins,  55.) 


IL 

EiNEST  Làharle,  Ingénieur  en  clief  des  Ponts  et  Chaus- 
sées, Professeur  à  TUniversité  de  Gand.  —  Sur  la  sta- 
bilité des  systèmes  liquides  en  lames  minces,  In-4  de 
io4  pages.  [Mémoires  de  V Académie  de  Belgique^ 
t.XXXV-,  i865.) 

Lorsqu'on  plonge  dans  un  Jiquide  visqueux  un  polyèdre  dont 
les  arêtes  sont  solidifiées  et  existent  seules,  pai*  exemple  un  po- 
lyèdre dont  les  arêtes  sont  formées  par  des  fils  de  fer,  il  arrive  que 
des  tames  de  liquide  s'attachent  à  chaque  arête  solide  et  se  joi- 
gnent les  unes  aux  autres  dans  Tintérieur  du  corps  en  donnant 
lieu  à  des  compartiments  terminés  par  des  faces  planes  ou  courbes. 
H.  J.  Plateau,  le  célèbre  physicien  belge,  qui  a  le  premier 
étudié  ce  genre  de  phénomène,  a  trouvé  qu'il  obéit  aux  lois 
suivantes  :  i**  dans  tout  système  de  lames  minces  eh  équilibre 
stable f  la  somme  des  aires  est  un  minimum;  i'*  l'aire  de  chaque 
lame  est  un  minimum  entre  les  limites  qui  la  circonscrivent;  3®  la 
amrbure  est  constante  en  chaque .  point  d 'une  même  lame  et 
(iroportionnelU  à  la  différence  des  pressions  qui  agissent  départ 
et  d'autre;  4^  les  lames  issues  d'une  même  arête  liquitle  sont 
an  nombre  de  trois;  5®  les  arêtes  issues  d'un  même  sommet  li- 
quide sont  au  nombre  de  quatre;  6"  les  lames  issues  d'une  même 
arête  liquide  forment  deux  à  deux  des  angles  égaux  :  de  même^ 
Us  arêtes  issues  d*un  même  sommet  liquide  forment  deux  à  deux 
des  angles  égaux.  Ces  lois  sont  toutes  susceptibles  de  dé- 
monstrations rigoureuses  ;  mais  si  les  trois  premières  sont  en 
partie  déjà  démontrées,  les  autres,  exclusivement  fondées  sur 
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Texpérience,  laissent  subsister,  au  point  de  vue  théorique,  ur» 
énorme  lacune.  M.  Lamarle  s'est  proposé  de  combler  cette  la- 
cune, en  montrant  que  les  limitations  numériques  observées 
résultent  nécessairement  de  la  loi  du  minimum  des  aires. 

Le  Mémoire  de  M.  Lamarle  se  partage  en  deux  parties  dis- 
tinctes :  Tune  purement  mathématique,  Tautre  à  la  fois  théo* 
rique  et  expérimentale.  Dans  la  première,  la  seule  dont  nous 
nous  occuperons,  l'auteur  est  amené  à  résoudre  ce  problème: 
De  combien  de  manières  peut-^n  découper  la  surface  d^une 
sphère  en  polygones  convexes  dont  les  angles  soient  tous  de 
120  degrés  ?l\  arrive  à  une  équation  très-simple  du  premier 
degré  à  trois  inconnues^  et  trouve  d'abord  que  parmi  toutes 
les  solutions  en  nombre  infini,  dix-neuf  seulement  peuvent  être 
admises.  Mais  ces  dix-neuf  solutions,  examinées  de  plus  près,  se 
réduisent  à  sept  combinaisons  géométriquement  possibles  et  que 
l'auteur  apprend  à  construire,  et,  après  divers  développements 
trigopométriques,  il  arrive  à  démontrer  les  trois  dernières  lois. 

Le  problème  que  M.  Lamarle  s'était  posé  offrait  de  grandes 
difficultés  et  appelait  naturellement  le  calcul  des  yariationi. 
M.  Lamarle  a  évité  ce  calcul  avec  beaucoup  de  bonbetur  et  n^a 
eu  besoin  c|ue  des  principes  de  la  Géométrie  élémentaire  et  des 
premières  notions  de  l'Analyse  différentielle.  On  ne  peut  mt 
.lire  de  plus  élégant  que  ce  Mémoire,  où  la  Géométrie  et  le  calcul 
sont  tour  à  tour  employés  et  conduisent  au  but  par  la  voie  U 
plus  rapide. 

m. 

PLâTEAtj  (J.)  —  Recherches  expérimentales  et  théo^ 
riques  sur  les  figures  d'équilibre  d*ime  masse  liquide 
sans  pesanteur.  6  Mémoires  în-4  5  184^^-61.  (Mé- 
moires de  Vyécadémie  de  Belgique^  t.  XVI  à  XXXIII.) 

Ces  ingénieux  Mémoires,  qnoiqne  très-célèbres,  sont  peu 
connus.  Ils  font  partie  d^une  collection  qui  ne  se  trouve  que 
dans  les  grandes  Bibliothèques ,  et  les  exemplaires  tirés  à  part^ 
en  petit  nombre,  sont  difficiles  à  réunir.  Nos  lecteurs  apprcn- 
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drontavec  plaisir  que  M«  Plaleau  se  pro]K>se  de  rassembler  tontes 
ses  recherches  en  un  seul  ouvrage^  qui  ne  pourra  manquer 
d'intéresser  et  les  physiciens  et  les  géomètres. 

IV. 

Plateau  (J.).  — Sur  un  problème  curieux  de  magné" 
fume,  58  pages;  i864-  (Mémoires  de  V Académie  de 
Belgique,  t.  XXXIW.) 

M.  Plateau  s'est  posé  ce  problème  :  Ne  serait-il  pas  pos* 
^l^le  de  soutenir  en  Tair  une  aiguille  aimantée,  sans  aucun  pmnt 
d'appui  et  dans  un  état  d'équilibre  stable,  par  des  actions  éma- 
qées  d'autres  aimants  convenablement  disposés?  Quelques  essais 
sur  des  combinaisons  de  barreaux  aimantés,  qui  semblaient  de- 
voir produire,  au  moins  sur  l'un  des  pôles,  TefTet  attendu, 
ayant  échoué,  M.  Plateau  a  été  porté  à  soupçonner  que  le  pro- 
t>lème  général  était  impossible,  et  il  a  cherché  à  démontrer  cette 
impossibilité  par  le  calcul.  La  difficulté  du  problème  semblait 
inextrîcablei  car  il  fallait  supposer  absolument  quelconques  le 
nombre  des  centres  magnétiques  agissant  sur  Taiguille,  leur 
distribution,  enfin  l'espèce  et  l'intensité  de  leurs  raagnétismes  ; 
mais  M.  Plateau,  qui  manie  le  calcul  aussi  bien  que  Texpé-. 
rience,  et  ce  n'est  pas  peu  dire,  est  venu  à  bout  de  toutes  les 
difficultés.  En  exposant  cette  démonstration  d'un  fait  négatif, 
M.  Plateau  évite  à  d'autres  personnes  des  tentatives  inutiles  et 
une  perte  de  temps;  d'ailleurs  l'impossibilité  même  de  l'équi- 
libre stable  désiré,  la  manière  dont  elle  se  manifeste  dans  le 
calcul,  et  enfin  la  cause  qui  la  détermine,  constituent  des  faits 
très-curieux. 

V. 

Paul  de  Saiwt-Robert.  —  Principes  de  Thermodyna- 
mique. In-8  de  viii-aio  pages \  i865« 

Pour  Aristote,  le  feu  est  un  être  à  part,  un  élément;  pour 
Descartes,  c'est  un  mouvement  des  dernières  parties  des  corps. 
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«r  C'est  une  telle  agitation  des  petites  parties  des  corps  terre^fiti!» 
qo'on  nomme  encore  la  chalear,  soit  qu'elle  ah  été  excitée  par 
la  lumière  du  Soleil,  soit  par  quelque  antre  cause.  »  {Prin* 
cipesy  \Sy  29.)  «  On  doit  remarquer  que  cette  agitation  des  petites 
parties  des  corps  terrestres  est  ordinairement  cause  qu'elles  oc- 
cupent plus  de  place  que  lorsqu'elles  sont  en  repos,  ou  bien 
qu'ellessont  moine  agitées.  »  (Principes^  3 1  •)  En  1 786^  TAcadémie 
des  Sciences  proposa ,  comme  sujet  de  prix,  la  question  de  la 
nature  et  de  la  propagation  du  (eu.  La  plupart  des  concarreats, 
et  entre  autres  le  grand  Euler,  s'arrêtèrent  à  l'hypothèse  du 
mouvement  :  ^  Ad  phenomena  explicanda^  »  dit  ce  dernier, 
<t  mollis  quicumque  tehemens  minimarum  partàcnlarumj  proqua 
innumerabiles  hypothèses  exeogiiari  possunt^  est  sufficienê.  » 
Deux  concurrents,  M°^  la  Marquise  du  Châtelet  et  Voltaire  1 
soutinrent  l'existence  corporelle  et  substantielle  de  la  chaleur. 
La  première  formula  de  la  manière  la  plus  nette  les  lois  d'une 
tfaéoile  longtemps  adoptée  :  la  chaleur  est  pour  elle  une  snb' 
stanoe  étendue,  divisible,  mm  pondérable ,  dont  les  molécules 
se  reponssent;  c'est  un  être  d'une  nature  mitoyenne,  ni  esprit, 
ni  matière,  ni  espace.  Voltaire,  au  contraire,  attribue  un  poids 
.  au  feu  ou  à  la  chaleur.  Voici  la  raison  qu'il  en  donne  r  «  Ayant 
fait  peser  des  masses  énormes  de  fer  froides  et  incandescentes^ 
et  leur  ayant  trouvé  le  même  poids^  fen  conclus  que  le  feu  qui 
les  pénétroit  leur  donnoit  autant  de  poids  que  leur  dilatation  leur 
en  faisoit  perdre^  et  que  par  conséquent  le  feu  est  réellement  pe^ 
sont*  »  Toutefois,  la  théorie  du  fluide  calorifique  eut  peu  de  succès 
jusqu^aux  brillantes  découTcrles de  Lavoisier, époque  où  elle  de- 
vint dominante.  Aujourd'hui  elle  croule  de  toutes  parts,  et  Ton 
revient  à  l'hypothèse  pins  satisfaisante  du  mouvement  des  der- 
nières particules  des  corps.  Sous  le  nom  de  Thermodynamique ^ 
M.  de  Saint>Robert  expose  en  peu  de  pages  la  théorie  des  effets 
mécaniques  de  la  chaleur  et  celle  de  la  chaleur  produite  par  les 
agents  mécaniques,  d'après  les  principaux  fondateurs  de  cette 
science  nouvelle,  SadiCarnot,  Mayer>  Joule,  Thomson,  etc.  Le 
.  chapitre  VII >  dû  entièrement  à  l'auteur  et  que  celui-ci  présente 
comme  un  essai,  est  r<msacré  au    mouvement  des  projectiles 
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dans  le«  arme»  à  feu*  Mous  signalons  Touvrage  de  M.  de  Sainte 
Eobertaux  personnes  compétentes. 

VI. 

Edouard  Villié,  Ingénieur  des  Mines.  —  Thèses  présent 
téei  à  là  Faculté  des  Sciences  de  Paris.  Pwmîère 
Thèse  :  Sur  la  détermination  d^un  corps  ayant  un  po^ 
tenfiel  donné  pour  les  points  qui  lui  sont  extérieures. 
Deuxième  Thèse  :  Sur  P équilibre  d'une  masse  jfluide 
homogène  animée  d'un  mouvement  de  rotation  uni- 
forme autour  d*un  axe  fixe.  In-4  de'tv-go  pages  ^ 
i865. 

La  première  Thèse  est  divisée  en  quatre  parties.  Xe  premier 
chapitre  contient  les  théorèmes  sur  l'attraction  dus  à  George 
Green,  à  Itf.  Chaslès  et  à  Gauss.  L*auteur  y  ajoute  quelques  re^ 
marques  et  termine  en  cherchant,  avec  M.  Lamé,  la  condition 
pour  qu'une  fonction  de  trois  variables  puisse,  égalée  à  une  con- 
stante, représenter  des  surfaces  d'égal  potentiel  dues  à  l'attrac- 
tion d'un  corps  inconnu.  Le  second  chapitre  est  consacré  à  la 
recherche  d'une  série  de  solutions  du  problème  qui  fait  le  prin- 
cipal objet  de  ce  travail.  Les  corps  obtenus  sont  tous  limités 
par  des  surfaces  de  niveau.  Tous  ceux  qui  répondent  à  la  ques- 
tion ont  même  masse,  même  centre  de  gravité  et  mêmes  axes 
principaux  d'inertie  (en  direction).  L'auteur  démontre  qu'une 
surface  quelconque  étant  donnée ,  on  peut  toujours  la  consi- 
dérer comme  une  des  surfaces  extérieures  de  niveau,  dues  à  l'at- 
traction d'un  corps  dont  le  potentiel  est,  à  un  facteur  constant 
près,  déterminé  pour  les  points  extérieurs  au  corps.  Le  cha- 
pitre m  donne  une  infinité  d'autres  solutions  déduites  des 
premières  à  l'aide  de  la  transformation  par  rayons  vecteurs  ré- 
ciproques, méthode  qui  semble  ici  employée  pour  la  première 
fois  dans  une  question  de  physique  mathématique.  Le  chapitre  IV 
résume  quelques  théorèmes  de  calcul  intégral,  conséquences  de 
ce  qui  précède* 
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La  seconde  Thèse  se  rapporte  à  un  sujet  traité  par  Mac- 
Laurin,  Jacobi,  Meyeret  M.  Liouville,  dont  Tautenr  résume  les 
travaux.  Il  termine  par  une  recherche  qui  lui  est  personnelle, 
celle  de  l'équation  aux  différentieHes  partielles  qui  lie  la  pression 
à  la  densité  dans  une  masse  fluide  en  équilibre.  L'équilibre  ne 
peut  avoir  lieti  si  la  vitesse  de  rotation  du  système  n'est  pas 
constante.  Si  le  mouvement  de  rotation  de  la  Terre  n'était  pas 
uniforme^  comme  on  cherche  à  le  démontrer,  la  masse  des  mers 
serait  donc  exposée  à  des  perturbations  d'équilibre  et  nous  me- 
nacerait sans  doute  de  grandes  catastrophes,  mais  dans  un  t<imps 
fort  éloigné. 

En  résumé,  ces  Thèses  font  honneur  à  M.  Villié.  On  voit  qu'il 
connaît  les  œuvres  des  maîtres  et  qu'il  sait  y  ajouter. 

VU. 

Mémoires  de  la  Société  des  Sciences  physiques  et  natu- 
relles de  Bordeaux^  t.  III,  a®  cahier.  In-8  de  a3i  à 
498  pages;  i865.   . 

V.-A.  Le  Besgue  (p.  sSi  à  274).  Tables  donnant  pour  la 
moindre  racine  primitive  d'un  nombre  premier  ou  puissance 
d'un  nombre  premier  :  i®  les  nombres  "qui  correspondent  aux 
indices;  2*  les  indices  des  nombres  premiers  et  inférieurs  a» 
module.  —  Ces  Tables  ne  diffèrent  de  celles  de  Jacobi  (  Canon 
^arithmeticus)  qiie  par  le  choix  des  racines  primitives  qui  ont 
servi  à  Jeur  formation.  C'est  toujours  la  plus  petite  racine  qui  a 
été  employée  pour  chaque  module.  Les  trois  Tables  de  Jacobi 
ont  été  réunies  en  une  seule,  qui  contient,  rangés  par  ordre  de 
grandeur,  les  modules  des  nombres  premiers  et  puissances  de 
nombres  premiers.  La  disposition  est  la  même  que  celle  du 
Canon»  Pour  les  modules  2%  on  a  évité  l'emploi  des  complé- 
ments, et  Tusage  de  la  Table  devient  par  là  un  peu  plus  simple. 
Les-Tables  de  Jacobi  vont  de  1  à  1000,  celles-ci  s'arrêtent  à  200. 
Si  elles  venaient  à  être  continuées,  on  les  réduirait  de  moitié. 
Les  Tables  ont  été  construites  par  M.  Hoiiel.  Elles  occupent  les 
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pages  â6gà  274  (*)>  Nou$  croyons  savoir  que  M.  Le  8^ue  se 
propose  d'en '«ftleuler  de  plus  étendues^. 

A.  Baudrimont  (p.  4 18  à  444)*  Démonstrations éiémentaires 
neltttii»er  41  la  théorie  des  nombres  premiers.  —  L'auteur  se  plaint 
que  nos  Traités  d'Arithmétique  se  bornent  à  enseigner  les  calculs 
fléoessaires  aux  besoins  de  la  vie,  et  il  espère  qu'un  jour  viendra 
où  on  y  trouvera  la  théorie  générale  des  nombres.  Gela  nou^ 
pirall  diiEcile,  car  la  théorie  générale  des  nombres  est  loin 
d'être  faite^  et  le  peu  que  nous  en  savons  exige  la  connaissance 
des  parties  les  plus  relevées  de  l'analyse.  Après  ce  début , 
M.  Baudrimont  énonce  des  propositions  qu'il  croit  neuves  et 
intéressantes^  comn^e  par  exemple  que  tous  Us  nombres  premiers 
sont  de  l'une  des  formes  6/ï  rh  i ,  que  la  formule  mx  ^^  r^  où 
m  et  r  sont  premiers  entre  eux^  ne  donne  pas  toujours  des  nom' 
bres  premiers  y  etc.  M.  Baudrîhiont  conclut  de  là  que  la  formule 
mx  H-  r,  qui  a  été  l'objet  de  tant  de  travaux,  méritait  à  peine 
l'attention  qu^on  lui  a  donnée.  —  N.  B,  Les  gens  qui  ont  ainsi 
perdu  leur  peine  s'appelaient  T^egendre,  Dirichlet,  Gauss,  etc. 

Tout  le  monde  sait  que  mx  +  me  donne  pas  toujours  des 
nombres  premiers,  mais  démontrer  que  cette  formule  en  donne 
un  nombre  inEni  est  une  chose  un  peu  moins  à  la  portée  du 
vulgaire. 

A.  •BAUDaiMON'F  (p.  445  à  447)*  ^^  tétraèdre  quelconque 
•est  inscriptibie  dans^  une  sphère.  —  M.  Baudrimont  prétend  que 
ce  théorème  important  n'est  donné  dans  aucune  Géométrie; 
il  fallait  ajouter  :  connue  de  M.  Baudrimont.  Cette  proposition 
est  de  celles  qu'on  peut  laisser  trouver  à  la  sagacité  du  lecteur, 
parce  qu'elles  ont  leurs  analogues  pour  l'énoncé  et  pour  la  dé- 
monstration dans  la  Géométrie,  plane.  Voici  un  court  extrait 
qui  mettra  le  lecteur  à  même  de  juger  en  connaissance  de  cause 
du  mérite  ^le  M»  Baudrimont  comme  géomètre  :    . 

«  Soit  un  triangle  donné  :  un  des  côtés  pourra  être  consi- 

'  r • 

('*)  M.  Hoûel  vient  de  reproduire  ces  Tables  ayec  une  iDtroductioB  de 
8  pages  dans  un  opuscule  intilulé  :  Tables  arithmétiques  pour  servir  d'ap^ 
penâices^  l'introduction  à  ta  Théorie  des  nombres  de  M.  Le  Besgue.  Paris, 
Ganthîer-Villars;  in-8. 
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déré  comme  la  corde  cl*un  cercle,  et  pourra,  par  conséquent, 
toucher  une  circonférence  par  ses  deux  extrémités,  pourvu  qu'il 
puisse  y  être  contenu. 

»  Si  le  troisième  angle  du  triangle  donné  ne  touche  pas  la 
circonférence,  il  est  ^vipent  qu'on  pourra  l'y  amener  en  faisant 
varier  la  grandeur  du  cercle,  sans  que  pour  cela  les  deux  autres 
points  cessent  d'être  en  contact  avec  la  circonférence." 

»  On  peut  donc  démontrer  ainsi  qu'un  triangle  est  inscrip- 
tible  dans  un  cercle.  » 

On  regrette  de  trouver  de  pareilles  élucubrations  dans  les 
Mémoires  d'une  Académie  qui  compte  parmi  ses  membres 
MM«  Abria,  Hoiiel,  Lespiault,  Le  Besgue,  pour  ne  parler  que 
des  géomètres* 

vm. 

LozrcHÀMPT  (A.)  —  Recueil  de  problèmes  posés  dans  les 
examens  d^ admission  à  l* École  Polytechnique  et  à 
r École  Centrale^  ainsi  que  dans  les  conférences  des 
principales  Écoles  préparatoires  (Exercices  et  solu- 
tions). Vol.  grand  în-8  lithographie  de  viii-480  pages. 
Librairie  Gauthier-Villars.  —  Prix  :  8  francs. 

Cet  ouvrage  renferme  870  problèmes  ou  théorèmes.  C'est 
donc  une  mine  très*riche  d'exercices,  qui  ne  peuvent  qu'in^ 
téresser  les  candidats  ^  nos  Écoles. 

IX. 

Geromo  et  Cassanac.  --  Éléments  de  Géométrie  descrip^ 
/iVe  à  V usage  des  aspirants  aux  Écoles  du  Gouv^er- 
nement.  a  vol.  în-8 5  texte,  iv-244  pages,  et  atlas; 
1866. 

Cette  nouvelle  édition,  revue  et  augmentée,  contient  dans  un 
Appendice  des  notions  relatives  au  changement  des  plans  de 
projection  et  aux  plans  cotés. 
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X- 

Aristide  Quintilien.  —  Passage  du  Traité  de  la  Mu- 
sique, relatif  au  nombre  nuptial  de  Platon,  traduit 
par  M.  Vincent  et  par  M.  H.  Martin,  etc.  In-4  de 
i4 pages;  i865. 

«  On  ne  sUmagine,  dit  Pascal,  Platon  et  Aristote  qa^avec  de 
grandes  robes  de  pédants.  C'étaient  des  gens  honnêtes  et,  comme 
les  antres,  riant  avec  leurs  amis;  et  quand  ils  se  sont  divertis  à 
faire  leurs  Lois  et  leur  Politique^  ils  Tout  fait  en  se  jouant^  » 
Un  savant  géomètre,  qui  a  fait  une  étude  approfondie  de  Platon, 
et  qui  n*est  pas  éloigné  de  penser  comme  Pascal,  nous  apprend 
que  le  fameux  nombre  nuptial  désigne  Tâge  le  plus  propre  à 
contracter  mariage*  Platon  le  cache  sous  une  énigme  qu'il  pro- 
pose moitié  sérieusement,  moitié  en  riant.  Si  cela  est,  le  nombre 
d'Aristide  Quintilien  n'a  aucun  rapport  avec  le  nombre  nuptial. 
Il  faut  croire,  toutefois,  que  ce  passage  a  de  Fimporlance, 
puisque  deux  hellénistes  distingués  se  sont  donné  la  peine  de  le 
traduire.  Cette  double  traduction  est  suivie  de  deux  Motes  de 
M.  Martin,  l'une  sur  l'époque  de  l'astronome  Ptolémée,  fautre 
sur  répoque  d'Aristide  Quintilien.  Le  premier  a  vécu  sous  les 
règnes  d*Adrien,  d'Antonin  et  de  Marc<Aurèle,  au. second  siècle 
de  notre  ère»  Aristide  Quintilien  parait  être  un  peu  antérieur  à 
Ptolémée.  P. 


(MilBSPINIIANCE. 


Dans  notre  dernier  numéro,  nous  avons  répondu  à  une 
difficulté  au  sujet  de  l'équation  en  X.  M.  G.  Salmon  veut 
bien  nous  avertir  que.  notre  réponse  ne  contient  pas 
toute  la  vérité,  La  vérité  tout  entière  c'est  que  le  chan^ 
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gement  d^axes  ne  change  pas  les  racines  de  l 'équation 
en  X;  car  si,  dans  un  système  d'axes,  on  a 

.  P-HXQ=rRS==o, 

•        ••,•■  •  ' 

on  aura,  dans  un  nouveau  système, 

P'xf-)lQ'=rR'S'=:0^ 

et  la  in&ine  valeur  de  X  donne  une  notiTetle  équation  qui 
repréteate  encore  deux  droites.  * 
'  Ati  surplus,  M.  Salmon  observe  que  les  coefficients 
de  l'équation  en  X  sont  des  invariants  (ce  qui  résdite 
évidemment  de  la  démonstration  précédente).  Cette  der- 
nière remarque  uous  a  aussi  été  adressée  par  M.  PainVin. 

P, 


«UESTIONS. 


'  755.  Soient  F,  F'  les  foyers  d'une  ellipse  de  Cassini, 
*C  son  centre,  et  P  un  point  quelconque  sur  la  courbe. 
^Alors  la  normale  en  P  fera  avec  FP  un  angle  égal  à  celui 
que  fait  la  droite  CP  avec  F'P.  (Strebor.  ) 

756.  Soient  F,  F'  deux  points  fixes  sur  une  surface 
sphérique,  et  considérons  la  courbe,  lieu  d'un  point  P, 

tel,  quetang-  FP  tang -*F'P==const.  Le  grand  cercle 

normal  en  P  à  cette  courbe  fera  avec  FP  un  angle  égal  à 
celui  que  fait  avec  F'P  le  grand  cercle  passant  par  P  et  le 
milieu  de  l'arc  FF'.  (Strebor») 

757 .  On  donne  une  courbe  de  troisième  classe  ayant  une 
tangente  double  :  les  points  de  contact  de  cette  tangente 
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et  de  la  courbe  sont  A>  B,  D*un  point  quelconque  pris 
dans  le  plan  de  la  courbe  donnée,  ou  mène  à  ceile-ci 
trois  tangentes  qui  coupent  la  tangente  AB  aux  points 
M,N,P. 
On  a  toujours 

AM  X  AN  X  AP  _  Pa 
BMxBNXBP""pg' 

Pk  ^^  Ph  ^^^^  '^^  rayons  de  courbure  de  la  courbe  donnée 
en  A  et  B.  [Manwheim  (*).] 

758.  Le  nombre  a  n'étant  pas  divisible  par  p,  nombre 

premier  impair^  on  sait  que  a  '^    =pA±i  :  \e  reste 

±  I  est  représenté  par  (  ~  )  >  notation  de  Legeudre.  Cela 
posé,  on  a 

2(«*'+*)'-=/>B-[.+  (^)], 

a,  b^  c  sont  des  entiers  non  divisibles  par  p;  A,  B^  C 
sont  entiers;  les  sommes  sont  prises  en  donnant  à  jr  et 
à  j  les  valeurs  o,  i ,  a, . . . ,  p  —  i .  (Le  Besgtje.) 

759.  Les  nombres  a^,  a^, . . . ,  a^,  a^^i  sont  des  entiers 


(*)  M.  Manoheim  nous  fait  remarquer  que  la  solution  de  la  ques- 
tion 605,  insérée  à  la  page  173  da  tome  III  de  la  deuxième  série,  laisse  à 
désirer^ 

On  fait  usage  de  l'équation 

ij8*  y  + /Ay*  a  H- va* j3  =  G, 

qui  n*e8t  pas  Véqua^on  la  plus  générale  des  courbes  du  troisième  degré  à 
la  fois  inscrites  et  circonscrites  au  triangle  dont  les  côtés  ont  pour  équa- 
tions 

■  a  =  0,    ^/3  =  o,     y  =  0. 


<^p  et  non  divisibles  par  p.  On  représente  par  SJ»,  S«  1© 
nombre  des  solutions  des  équations  indéterminées 

en  prenant  :ri,  Xt, . . . ,  x^  parmi  les  nombres 

G,  I,  2,  3,.  ..,/;—  I. 
On  demande  la  démonstration  des  formules  : 

(.)    '       .  .(;'-i)s„=s:^.-s:.      ":'  r  ',, 

(2)  Sf  —  i=o,  '  ^'     ".' . 

(4)  s; -;,-(;,- r(:i:^),Ki^- 

(7)  Si.^.-/,"'  =  o.         ,  •  ,.   , 

(8)  S,.„-;,-.  =  ;^.(;,-.)[(— 'J^^îi^^} 

Les  numéros  indiquent  Tordre  à  £i;fivi:e  dans  lés  <K- 
monstrations,  qui  sont  fort  simples.  (Le  Besgue.) 

Note  du  Rédacuur.  —  M.  CamiUo  Jordan  a  donné  œfr  formulas  et-aa 
a  indiqué  la  vérification  dans  les  Comptes  rendus  du  19  mars  186^.  I>aifft 
les  Comptes  rendus  du  i**"  avril,  M.  Le  Besgue  a  montré  que  ces  formules 
revenaient  à  celles  qu'il  a  données  dans  le  tome  H  (18^7)  du  Journal  de 
M.  Liouville.  P,  • 
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Sm  LE  NOIIBI  DBS  GONIOUBS  QUI  SATISNIIT 
k  CINQ  CONDITIONS  DONNÉES; 

D'apràs  m.  CHASLES. 


Nous  avons  déjà  parlé  de  la  méthode  de  M.  Chasles 
pour  résoudre  certains  problèmes  relatifs  aux  courbes 
planes,  et  que  son  illustre  auteur  a  étendue  successive- 
ment  aux  coniques  dans  Tespace  et  aux  surfaces  du  second 
ordre..  En  attendant  le  second  volume  du  Traité  des  CO" 
niques,  qui  doit  faire  connaître  tous  les  détails  de  cette 
admirable  méthode,  nos  lecteurs  seront  sans  doute  bien 
aises  d'en  avoir  une  idée.  C'est  pourquoi  nous  allons  ex- 
poser plus  spécialement  et  appliquer  aux  seules  coniques 
le  procédé  de  substitution  géométrique  d^un  caractère  si 
original  et  d  une  si  grande  portée.  Une  suite  d'énoncés, 
empruntés  textuellement  à  un  Mémoire  de  M.  Chasles, 
donnera  les  principales  propriétés  des  systèmes  de  co- 
niques dont  la  connaissance  est  indispensable  pour  l'ap- 
plication de  la  méthode. 

I. 

Les  propriétés  d'un  système  de  coniques  assujetties  à 
quatre  conditions  dépendent  essentiellement  de  deux 
nombres,  que  M.  Chasles  appelle  les  caractéristiques  du 
système,  et  qui  sont  :  i°  le  nombre  [l  de  ces  coniques 
<pii  passent- par  un  point  donné;  2^  le  nombre  y  de  ces 
coniques  qui  touchent  une  droite  donnée.  Le  symbole 
(fA,v)  représentera  un  pareil  système,  et  tous  les  systèmes 
qui  ont  les  mêmes  caractéristiques,  quoique  satisfaisant  à 
^8  conditions  bieu  différentes,  auront  en  commun  une 

iiffA.  de  Mathêmat.,  q«  série,  t.  V.  (  Mai  1866.)  1 3 
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foule  de  propri^Kés  ayant  leiijr  sour^  çUa%  cette xomom* 
uautë  de  caractéristiques.  En  généra^  .ni^iift^désigiieron^ 
par  7j,1^^  e(Çt4i.4iver8e^fo»dUiopii  aia^uelles  sopt^s^ssuj^i- 

ties  diverses  coniqyes.  Si  là  çpnqi^tion  Z  est  de  passer  par  un 
point  donné,  nous  poserons  Z  =  i  p.,  si  par  deux  points, 
Z  =  2  p.,  etc.  De  mèa^  Z  ;?=  »  d.,  3  d-y  etc.,  exprimeront 
la  condition  de  toucher  deux  droites,  trois  droites,  etc. 

Pour  exprimer  qu^un  système  de  coniques  assujetties 
^OT  (HVitff»  (;otidîrt<m$  Z,Z',  e%Z'''  à'^r  cai^àtél*- 
ùqiH»  ji  €t  Vv  wtJti  ^rirona  ^  •  '"H  '  *^'  -  *  "" 

Par  exemple,  coratne  paimi  lés  coniques  i^'paik^tit 
par  ,^4t4:e.  poitits  il»n'y  en:  a  qu'iin^  qqi  pa«9eii  4^Fib9< 
point  donné,  et  deux  qui  totuçî^nt^nnedii^ite^cloiniiéief 
nous  écrirons 

nousr  aurons  de  même'  "'      iu    irru.in  -  o  •>'■'■>:■•  ^"fli;-  'I 

II.  ^* 

Pap9  Mn  fy^tèiiiç  de  coniques  assujetties  à  Quatre  con- 
ditions, il  existe  toujours  un  certain  nombre  de  ooni^ve»^ 
qui  forment  des  cas  particuliers,  soit  des  coniques  repré- 
sentées par  deux  droites,  soit  des  cpi^iques  r(çd;i;it;|Ç^^;j^^unp 
dpoitë  limitée  a  deux  points  ou  coniques  mfiitijfnent  anUi'' 
ties.  Ces  coniques  exoeptîonnelles^intervienneitt  dA>^.  W| 
grand  piombrede  questions,  et  elles  ont  crée  jiisqu^ici  des 
diflldultés,  parce  que,  n W  connaissant  p^s  ^lè  tfëiAtre 
dans  cha<}tte  question^'  oh  li'en  fotiyntfàà''Vbw3àt^\yèaitp^ 
Obr  o^  pombre  est  lié  tris^simplem^it  aube  eai^irftfiqttijà^ 
fi  cl  1^  ^  mais  il  nous  faut  détnentrer  d'abord  Atiùît  t^fllf*> 
rèmes  d'une  importance  capitale  dans  là  thloirie'aet^elfei^ 
ei  qui  sMl.umeiKfinaieu  naturelle,  do  pnncipaJIe  «orw 
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ûies^l  Citminéè'  rtndùs,  îi4-  déèeMré  klB55.  ) 

Théorème  I.  — ■  Lorsqu'on  a  sur  une  droite  L  deux 
séries  de  points  x  et  u  tels^  quà  un  point  x  correspond 
dent  oL  points  u,  et,  à  un  point  Uy  6  points  x^  le  nombre, 
des  ptôihù  ^x  (Jui  coïncident  aveu  des  points  correspon- 
dants  a  est  a '•^  S . 

^Epi^.içir^  repr/éscntpns  par  lee  lettres  x  ^t  u  1^  dis- 
tances des  points  des  deux  séries  à  une  origine  fixe  prise 
sur  lli  :  on  a,  entre  ces  distances,  une  relation  telle  qne 

e€  les  points  dr  qui  coïncident  ave^  des  points  correspon* 
dant^^f  sotlf  donnés  par  Tëquation 

A jr«-^6 -f.  (B  H-  A')  *«-^€-' 4- ...  —  o. 

Il  suffit  donc  de  prouver  que  le  coefficient  A  n'est  pas 
nul.  Or,  si  le  point  u  est  à  rinfîni,  Téquation  entre  x  et  u, 
mise  sous  la  forme 

.r..-A;1:.,i,f»i.    .-^    -A.    .:,        .'     X:..      ■       ^        ■       --y     :;,..:    r  ^^  -      '. 

et'iéblïiâié  il'  dbltltAujcnà'S  f  avoir  5  points^  x  cortespon- 

dahts'au  'point  i/,  le  terme  Àx   existe  nécessaireinent 
dans  .cëite  eqliaiîon  îét  A  ne  pem  pas  être  nu^ 

^.^u^^e^eU,^-^  f^rsqiffi  deux séri^  de  droites%^etXi. 
p4ffjfn^pi/fi,iffinié(nfipQ^t,  si  à,  une  droite  %.  corres^ 
f^Q^dent.  c^  drpitas^^^.fStf  à  une  droite  U,  S  droites  X,  il 
ejçispera  «e  4-  ^  drqitps  ^.g^^  coïncideront  ai^eç  les  droites 
cofiiqsponiiantç^V.. 

Ce  tàéofème  est  «ne  conséquence  innnéâiate  du  précé* 

i3. 
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dent,  car  on  peut  stfpposèf  ^ttéicif*dro«^«  X'étiU'ibWtii 
déterminées 'par  deux  'sériés 'de  poîrilafle?  èk^'^ittifei^riiï 
une  même  droite  L.  '  '         *'   ' 

m. 

Revenons  maintenant  ^ux  Côirï^ù'es  tîxdé]^t9crhiieifcs; 
leur  nombre  est  donné  piar  le  ihêàtèùï^  suivainl^V^''  "  ' 

^  Darfs  tout  système  dç  çonigues{fij  v)>  le^  nombre  des 
coniques  infinirnent  aplaties  e^f  (  2  ft  —  vj^^  ^  et  le-  nombre 
des  coniques  représentées  pftr  fleux  droites  est^^y  —  u. 

Soit  X  un  point  pris  sur  une  droite  li.  iW^te^poihitiîl 
passe  fx  toniques  du  système.  Chacune  d'^fe»  r6n€biit#0k 
droite  en  un  point  u,l\  y  adonc  fi  pbinls^te'quÂrxoorf'es- 
pondent  an  point  x,  et  fémproquemenlik'cbaK^epotm* 
correspondent  fx  points  or.  Donc,  d'apré&lo  leinm'é  I^'ilj 
aura  2 |:jl  point»  X  qui  coïncident  avec  le  poiât  it'ilo^res* 
pondant^,  ce  qui  semble  itidiqner  qu'il  y  a^âfi^^ottlq^ 
tangentes  A  la  droite' L<  Maison  saicque  ledombi^è  de^ 
coniques  est  v.  La  différence  âfx  —  vdoit  donc^ienfëâhi 
nombre  des  coniques  infiniiiient-  aplaties  qui'Y^enicotttftffeiit 
la  droite  en  deux  points  coïncidents,  sans  ètreiangente»  k 
la  droite.  Le  nombre  de  ces' coniques  est  dont;  ^fK^-^Ui^ 

La  seconde  partie  de  Fënoncése  démctntre  d-une  ma- 
nière analogue.  Par  un  point  S  menons  une  taugeûteX  à 
une  conique  du  système.  On  ppuriapar  le  point^$  mener 
une  seconde  tangente  U;  comme,  par  hypothèse,  il-y ta  vw> 
niques  qui  touchent  la  droite  Xvil  y  aura  donc  vklroi^U 
correspondant  à  la  droite  Xj  et  rédpi^d^eiii^fit,  à'obx^tte 
droite  U  correspondront  v  droites  Xi  Don€-(lelnmè  Ii)'4e 
faisceau  (X,  U)  aura  2V  droites  doubles  qui  <t>rre5{>ori*- 
dront  à  autant  de  coniques  qui  passeront  parle  |yointS, 
à  moins  qu'il  ne  s'agisse  des  coniques  réduites  à 'deux 
•  droites,  pour  lesquelles  X  coïncide  avec^  U  «atts^que  la 


(  ^97  ) 
cqi)|quef  pas8^  pac  le  point  S.  Or  fi  est  le  nombre  des  co- 
Djigue^^ qui  passent  par  le  point  S.  OoAc  2V — p  sera- le- 
nombre  des  coniques  réduites  à  deux  droites. 

IV. 

,  l^^g^nér.B}y  les  dçux  nombres  ap —  v  et  a  v  —  /a,  dont 
la  sommj|s.fi  -h.  v  ipdique  le  nombre  total  des  coniques  ex- 
ceptionnelles, peuvent  être  obtenus  d'une  foule  de  ma- 
nières, it  suffit  de  comparer  dès  théorèmes  démontrés  de 
deux  façons  difieren tes.  Dans  l'une,  les  coniques  excep- 
tionnelles n'interviennent  pas  ;  dans  l'autre,  elles  influent 
son  k^ifQidiltal*  lia  différence  des  deux  résultats  fait  con- 
naître le-  nombjre  de  ces  coniques.  En  voici  un  exemple  : 

'  SoieniP  et>P/rdiQux  points  du  ' plan.  :Sur  une  droite  D 
pseiM>Qs.i»i.]^iot  Jp^ieemmeil^enveloppe  des  polaires  du 
point  P^  pav  rapport  aux.  diverses  cpniques  du  système, 
esliietl'Qrdre |x^('i'oir  l'article  suivant,  n^  XII),  il  passera, 
pv[  Jl<e;»pQint^  j^  fL  polaires  du  point  P.  Les  polaires  du 
pdi^i  PiVitc^^^i^^^^^u^-^i^â^^s  coniques,  couperont  la 
4rojtejI):eD.'fA  points .Ji.  Ainsi  à  un  point  or^corresppu- 
dmnlij^ffmilfrM  si||*.UdrQite.D^  et  réciproquement.  Doiic^ 
eQ^yecgitjdeb théorème  I  (p.  i95),  il  y  aura  2/1  couples  de 
pQiiUS'tt,et;:i^i.coïDeidaj»tsur  la  droite  D.  Mais  les  polaires 
dea»  points  Pet  P/se  coupant  sur  la  droite  D,  le  point  d'in-  . 
tei^^ectip^i.sera  la  polaire  de  la  droite  PP'.  Donc,  sur  la 
dupîie  JPi.il  y;  aurait,  a fx  pôles  de  la  droite  PP'.  Mais  le  • 
Heu  ides  p^les  â'u^e  droite»  relativement  aux  diverses  co- 
4iqi«ii»#iMu  «ystème,  est  uHe  courbe  de  Tordre  v  (article 
m^vidlt^  n^ :i)i.  Donc  il  ne  peiTt  y  avoir  que  v  pôles  sur 
*<leiU  droites  ^La  différence  a;*  —  v  ne  doit  provenir  que 
-desr^vîques  exceptionnelles  infiniment  aplaties,  qui  ne 
iouueMi/i  qu'une  solution  apparente.  Donc  2fx  —  v  est  le 
nombre  des  «coniques  infiniment  aplaties. 

•:  Qbservoas  tp»'oh  doit  avoir  a/ut — '«^>o,  av  —  fA>o> 


(  >»8) 
•n  fone  que  chaqne  earaot^iaiiqiie  dcât  èjfve.  oMafènie 
entre  la  moitié  el  le  douUede  Fautre  oaraeiéi4al&qiiCii>»> 

Occupons-nous  maintenant  de  trouver  les  canieiéris- 
tiqnes  d'un  système  (fc,  v)  de  coniques  asfmje^tes  àqnatie 
conditions.  L'observation  dëmonlre  que  le  nombre  des 
coniques  de  ce  système,  assujetties  à  une  cin^ièMM Mt^- 
ditioD  2,  est  toujoiirs  d^  U  (onn^^ocfi'^  I^V^^^  ^  i^  étmt 
des  entiers  positife  ou  nuls.  L^artiele  suivant  (p.  204)  en 
donne  de  nombrcj^x  exemples^  Si  quelque  condition,  ce 
qu'on  n*a  pa^  éiicôre  rencontre,  éeliaj^ait  »  cette  loi, 
les  problèmes  on  entre  cette  condition  éebaj^raient  par 
le  fait  mèine  ailx  formules  que  nous  alloûs  déihomrer.  ' 

a  et  j&  scï^ont  dits  les  paraniètres  de  la  condition  Z,  et  de 
même  a\  |S'  ee^xçli^  la  eçnditio»  Z',  etc.  '   .     ,,  .  £js.,/[ 

D  fai|t  d'abord  avoir  «ojtfs  les  yeux  les  caract^rifti^p^ 
des  systèmes  élémentaires,  c'est-à-dire  de  ceux  ^^vit^^^^j^ 
ditions  consistent  à  passer  par  des  points  ou  a  toucherdes 
droites.  Ces  caractéristiques  sont  réunies  dan^  lé  tâBfeatr 
suivant,  qui  est  l'expression  de  théorèmes  bfeik  (ébtttfcteV^ 

{4p.)fe(i,2),         \  ;      -;.;    . 
(3  p.,  id.)s(2,4), 

(2  p.,  2dOs(4,4), 

(2p.,  3d.)  =  [4,2), 

(4d.)^{2,.). 

•l  '■■    .  •■'  •■/     ■  ■  •'  '  '••»  .>^ 
tntfodiielion  de  la  co^ition  Z»  —  On  a  ^  en  dési- 
gMnt  par  N  {Z, Z'^Z'', 71", ïi'')  UmMibredès  coiniques 
ifÀ  sali5f€N»t  à  «i«K|  eonditiotts,, 

(3p.,2)  =  [Nt3p.,Z,  ip.),  N(3p.,Z„id.)], 
=  [N(4p,,Z),'N(3p.,id.,Z)l. 

Qr  ka  caractéxisliques  dm  système  (4  P^)-  étant  i  et  sr,  et 


netlfftde  (ftp./i  d;)  4ftfrtïir>3/4v  lifi^tt^^i^^^iAs  par  les  noia^ 
dons f^optéto»  i'^  ■    ^"  -^ci  ;■  -î^  ^'    •■  '<  -i  "i     . 

N  (4  p.  ,  Z)  ri:  a  -h  2p,      N<3  p. ,  I  d.  ,  Z)  =  2a  -f-  4p. 


^•^'1*?.,^^,  lil.)=[N(Sp;   ■id.,2),  !Ï(2p.,2d.,Z)], 

Ndus  Avons'  AàAé  aîhil  1^  ba'rattéristiqu'es  de  toiis'  les 
''>^/tttkjéa!'ciA  la  conditiéft  2  entre  Avec  trois  cotiditions 

„..  ^fffiMt^'tQt^^ de  là!  (Xfnditiôn.  lJ.f~Oa  a  trois  couple» 
4fifl»çt^^î|riç»»,à.c|(ka|er  ;■       ,       ,    ,  .^  ;._ 

=  («a'-+:a2ap'4-'4PP',  2«a'+4ï«p'-t-4PP')>- 

en  posant,  pottr  âhrégef,  2d(^=  <*jP'-f-  (3a'; 

■'■.      i->  .  t.   ,"•  »  A    ■  :   ■  '      ■      ..■•■'    ■.''  V      •     ' 

_r     a«a'+42«p'+4pp',     -j 

\'  '"'.      a^ î 4 ««^+  4»«pf -4- 4&p'v 
'    .  .-      >■■■■  ,.•••:■      ■.      4*,'-4^4ï«p<+2pp')  ; 


(  ado  ) 

3»  (ad.,Z,Z')=[N{ip.,,2d.,Z.Z').  N(3d.,Z,Z% 

_r       4aa'+42aS'+2pP',      1 

Introduction  de  la  condition  Z".  •^  On-af 

,•  (ip.,Z,Z',Z")  =  [N(2p.,Z,Z',Z"),  N{iB^|ifcife%.^*)l,, 

[■(«a'-+-2Sap'+4PP') 
+  (aaa'H-  4irfP'> 
-(2W-)-4îdï{r-^4PP'- 

.  ,     ,  r««'«"-^22««T+42«P'P''+4PP'F.3. 

ï  aaa>"+ 4Zfca'B''-+ 42«ff'4-26pT3  ' 

(4«a'rt-4s«P'  +  2pp')a''  r 

+  f4aa'+2Zap'+pp')p"J 
..i^j  ,  »-\M.  o>  ...v  j;\fai«tSK'^4-4ScM/^f\H-4Zap«^H«Ppfj»?fl 

Introduction  de  la  condition  Z  .  —  On  a 

(Z,  Z',  Z",  Z") 
=  [N  (I  p.-,  Z,  A">  t^),  N (l 'd.,  Z,  Z',  Z",  Z")], 

a  =  (aa'a"+22aa'p''+  42<»P'P"+  4pp'p")a'" 

+  (9.aa'a"  +  42aa'p"4-42«P'P"+2pp'p''.).p^-    •    • 
=  a«.'a"tt."'+  aïa-'a-p"-»-  42aa'p''p".-|.  42ap'p"p"' 
+  2pp'P"p''5         . 
b  =  (2ai'a"+  4Zaa'p"  H- 42ap'p"  -t-  ipp'p")  a'" 
+  (4aa'a''-+-  4200'?"-+-  220?'?"+    pp'p")  p" 
=  2aa'a"a'".+  42aa'«"p'^+  42aa'P"p'» 
-4.22»p'p"p*'-(-2pp'p«'p". 


(    201    ) 

VI. 

Si  maintenant  on  veut  le  nombre  des  coniques  satis- 
faisant à  cinq  conditions  Z,  Z',Z'^  TI"^  Z"",  on  aura,  a'"" 
et  j3'^  étant  les  paramètres  de  la  nouvelle  condition, 

N<Z,-Z',  7J\  V\  Z")  =  ara  -+-  P'^b, 
00,  ton^  calcul  fait, 


*      •      +  42aa'P''p*'p^*-f:'22(ip'P'^P'îP'^-f-  PP'P''P*'P'' 


Telle  est  la  formule  que  nous  voulions  établir.  Elle 
contient  dix  paramètres;  mais  il  n^eiitre  jamais  dans  un 
termb  ifetb:  paramètres  relatifs  à  la  même  condition.  Les 
coeffiqîents  ^ont  les  nombres  de  solutions  des  systèmes 
élémej^taires.  ; 

I  -    .  "^n- 

t4i9£iCATio]!i^  -rt-  Trùmfer  le  nombre  des  coniques  qui 
pisstfMiparwi  pmniyêouçhent  deux  droites  données  et 
me  conique  donnée. 

Nous  avons  ici 

a=:i,     p=:o     (déf.), 

a'  =  a''  =  o,      P'=:  P"  =  I      (déf.), 

a'"  =  a»'  =  2,      p'"=  p'^=:  3     (art.  suiv.,  XI,  coroll.); 

il  en  résulte  . 

aa'a''a'"a''=  o,      laot!  ol'' of!"  ^'^  =  o , 

2aa'a''p"'P«'=raa"'a''P'p"=  4, 

ïaa'P"p'"p«'=  aa'"p' p''p'^ -h  aa»'P'P"P'"r.i.  8, 

2otp'p'^P«'P»Vr:^  ap'P"P"P'^=4, 

PP'p'^P'^p'^^o. 


On  a  donc  lu.  ur^i  lu  .n 

pôiht  Ubnké,  t(Mthe^aëiùc  Ormh^^MH^ 
nique  donnée^.      ,  .,.,._    r  ,n    ^ 

On  peut  arriver  plu»  rapidètotot|àJk  fofttitifo^ti^l^, 

en  remarquait  que  par  la^paauièr^f  si^ç  dei^^  chaque 

condition  «st  introduite^  ^es  paramètrie»  a'ôintrentdans  la 

formule  définitive  que  sou»' ferme  linéaire.  Le  nombre 

.   des  solutions  est  dpjgiç  r^préseuté  par  le; .  (|^ v.^^s  ^^,i|^(^dtt 

ddiît  qhacuir  doîf  être  multipli^  j^itr  utt  ç^âf&cjli^  ÎRtrJ? 
dépend  que  du  nombre  des  et  el  des  i^  ^\^f^x^i}(ap^ 
teurs  dans  ce  terme.  JPour  ajl^égçr,  ^éAignoi^f ,J8ff  fif^^l 
k  somnae  d^  termes  ^\ii  ren|çr/a^^  ^.C^f;,^!^  ^  S^fB<?H 
5  — /factç^if's  P,  etp.^  A^.kiK^effiçîfai^r(l^Cjf^^ 
On  aura  .  ^  ^-nr-.  il  ..,M.»inf' 

. .  .  N  (Z,  r,  r,  Z%  Z-)  ;=;;iAiiH^.^«.  i:.  >ji..  co^ 

Pour  trouver  Am  âupj^soDs^  jmr  ttérapte,  quiè  fes^  cma 
conditions  soiéfiÀMe  paisser  pâsr  lr«s^pOÎiiU^dé  tdiiciier 
denxdrottesf  alor^on  aura  ■  r,    . 

et  le  second  memln'e?  se  réduira  an  seul  iei^me 

On  aura  donc 

N(3p.,  2d.)==:A;r 


et,  en  générai,  ,i„^t  «i  uO 

Or,  5  (/p.  ^194.)^ f^  ^r «ar  .^W,!tîWt.ii  jU  .fireiaière 
caracf|$ri8tiq]],ad]»^7Mèf^  y  <wpLaiii*a  donc 

W(5p.)  =  i,    Ii(4p.,id,)=:2,    N(3p.v^^a.)t=.$;-' 
N{2p,,  3d.)  =  4,     N(p.i3d.)  =  2,     N(5d.)  =  i. 

'ta'lK^éhljî^  (feâî^rkytéKsdq^  (fQenoùs^venôtisd'e^^ 
poser,  ne  s'applique  pas  aux  seulek  coniques;  on  idô'âfdit 
qu'elle  doive  aussi  çoniFenir  aux  systèmes/de  courbes  ou 
de  surfaces  d'ordre  quelconque,  et  même  qu'il  existe  pour 
cba^itiè  hrSré'ij^é  îoirmAë  gitîi&tklie  analogue  a  ct^Ié  qui 

àûe  kâtiiidépè«àrr6iA'i^  il  est  petmisdfiYéàj^irt, 
b'OtfvéV  deii  applications  dans  certaines  questions  d^anâ- 
l]^Sèî.''Pàr  sa  gîétiéralîtè,  par  sa  fécondité,  on  pqut  placer 
la  méthode  actuelle  4  côté  de  cet  art  analytique  dotitVié^è, 
son  aut^u*,  disaît  fijâremeni  :  Fasiuàsumpr(â>lemapi*o^ 
llematum  ars  finalytic^y.  ji^re  sibi  adrogg.U  qfiQd  est^ 
Nu^i^yi^  ii^o^FRQBLEMAsofyEi^E    [în^Aftem  anal^tiçen 

{*)  Dans  les  surfaces  du  second  ordre  assujetties  à  huit  conditions»  il  y  a 
trois  caractéristique^  qui  sont  le  nombre  ./a.  d^  surfaces  qui  passent  par  un 
point,  le  nombre  y  de  celles  quiteu^Kent  uitë  droite,  et  le  vembrep  dar 
celle»  <^i  toaahtativi  {>Iaa.  Le  nombre  des  surfaces  cU  second  ordre  qui 
satisfont  à  neuiûonctittous  est  représenté  par  '  ^ 

SN(/p.,ind.,iiP)(^«inj3iiy)^,  r-i-m-+-it=9; 

01,  ^y  y  sont  les  paramètres  d'une  condition  (communica^9)^.aqi^^à#iia# 
dua^féTrîer  1866). 


(  ««4  ) 


PMPM'rtS  B*1IN  STSTBIB  DB  GoilieilES  (/x 


■   '     ...>.;•••  •  •  rnrrr*'*;.-  i  -u  ■  -«  -vbi 

■  t       ,  •.  •■   )    ■  ■  . 

d'ordre  v.  •  -  ' ^  '  •'*'  •'■'    ^^^^^^^^  ^  ^^  '^ 

ComoLLAiRE.  —  Si  la  droite  est  à  l'infini,  le  \ 

Le   lieu   des  centres  des   coniques  est  um 
d  ordre  v. 

H:  tlâ^'le' cas  QÙ  les  coniques  au  àysieme^Li 
séhi'tiàAtèis  {lai"  d^^i  points,  eh  sàti^aisantlà'^ei 
conditions,  /e  lieu  dès  pÔlès  de  là  âihâé  qui  ' 

uQoMLUndii  «^^  fiX^Vles  ddtntp6ints'k>â¥l^^r 
liea  des  centres  des  coniques  du  s^^tèihé  ^}H 

^JILi  \i®  .^«  ((^df^p!(wlsJi^yQ'  on.if^ik»e  des,^ 
à  chaque  conique  d*un  système  (|i,  v),  les  point 
section  de  ces  tangentes  sont  sur  une  courbe  d^ 
^Va  a  deux  points  nudtiples  d^ ordre  v^  ^9  0,c^ 
a^  «$<  ^5  coniques  dû  système  (fx,  v)  5o/it  ïo 
^Htesà  la  droite  QlQ\  là  dûurhe/Hétt'dés  ) 


^yVéir  CùUptes  renÉùs  ies  Uanccs'àe  V Académie  des  Sci\ 
iUi  i5  (éxtin  i86(. 


(  »o5  ) 
rencontre  des  deux  tangenteSrm^mée^^kr-^7.eL,J£^.<ï 

chaque  conique ^  est  d'ordre  (  -  -h  v  )  »  et  a  deux  points 

multiples  d^ ordre  -  e/i  Q  ef  Q'. 

GoROLLAlI^.•7TTSitQifrtQ^9lmftim&gillaît«fl;ïà  Tinfim, 
sur  un  cercle,  les  points  d'intersection  des  tangentes  sont 
les  foyers  des  coniques.  Donc  : 

i^  Le  lieu  des  Jbjéts'des^cbniques  d'un  système  (ftj.v)'' 
esf  v^ne  cqurb^  d'or4re  ^it^  qui  ad'^ux  poiffii  mtjitiples 
d'ordre  v,  à  V infini,  sur  un  cercle,  '  .'   »  M»-:  ; 

a**  Le  lieu  des  foyers  d^un  système  (fjt,*  v)  dé  paraboles 


système  { w,  v )  est  une  courbe  a  ordre  3  v. 

y.  Le  lieu  des  points  de  contact  4ç<f.tfL^g^te$p^r 
nées  d* un  point  P  à  toutes  les  coniques  d'Un  système 

YI.  Le  lieu  des  points  dont  chacun  alaJnér^  phlaire 
dans  une  conique  donnée  U  et  dans  une  conique  quel- 


cô^quë  du  Sfystèifi&  {^^^^v^j^eslnne^ilourÉè  âéH'omre 

CiOROLLÀiRB.  —  Le  nombre  des  ùom(juesiff.^v)  qm 
touchetut  une  conique  quelconque  \J  est  2  {ft\-f?  vï. 

,^  \J^  X^sfa(iger^esfiO(fmwies4j^j^^^  U 

et  aux  coniques  d'un  système  {[i^  v)  ont  leurs  points 
de  contact  ai^ec  ces  \dernières  sur  une  courbe  d^ ordre 
2  (fx  H-  v),  qui  a  a  (fji  -f-  v)  points  de  contact  avecU, 


IX 

est  tirie 


(  ao6  ) 
Ces  1  ((Jt  4-*v)  poinU  soitMës'iiôidts  dè'comàcldesc(f - 
niques  du  système  et  èe  la  coiiique  U. 

VIIT.  Le  lieu  des  pieds  des  normales  abaissées  d^un 
point  P  sur  les  coniques  darf^ème^^f^^  v)  est  une  courbe 
d^ ordre  (a/x4-v),  gui  a  un  point  multii^le  d*f>rcbê^fk 

L.  Le  lieu  des  sommets  des  coniques  du  systim^huv) 
;/ie  cour*De  de  l  ordre  { 2 a  4-  3  vj. 

X,  Z^  /leu  des  points  ile  reneonirenies  comfttsèHhr 
système  (fx,  y)  et  de  leurs  diamètres  qid abqutdssent  à  un 
point  fixe  est  une  courhe  de  V  ordre  (/a-H  av). 

XI.  Le  lieu  d^un  point  dont  VaxèharmomqùJe.rètaiit 
à  wté  courbe  d^ ordre  m,  coïncide  aiH^c  l(i  polaire  de  ce 
point  relatis^e  à  une  quelconque  dès  coniques  d]wi  sys-^ 
tème  (pt,  v),  est  une  courbe àeTordre  jjx(in — 1)-+- vj  (*). 

CcNioiL AIRE.  ^*^  Cette  courbe ^rencotitre  U^coâAe 
d'ordres»  en  m  [p  (m — i)  H^  ^fi]  points;  en  ;«)hâCuâMdUw^'^ 
quels  une  conique  du  système  touché"  la  eourbè.'fîoB^  2 

~ — [ ~ — - — : '■ : — --. —     •■    ^ — rrt- 

(*)  Ce  t^oréme  n'est  poii^t  particulier  itux  cpniqtt^g;  11  s'^ppUsipe  ,«\ 
des  courbes  d'ordre  quelconque ,  c'est-à-dire  qn^  :  Lortqu'ùm  m  unfyg*^ 

•  ■■       "^     -,■■■■•  ..•'■•    ,.■(•>  4,'"§y-  v^ 

tème  de  courbes  d'ordre  quelconque  r  détermmées  toutes  pof^. -^ — ^^r-,  i 

1.   >,       .  ■''■  »•  "■■••  •.^.  i  *!  >%  .  i 

conditions  communes  et  dont  les  caractéristiques  sont  /t  et  y,  le  lie^s  d^un' 
poiift  don$  l'axe  hatfWHmqu9  reiatj/à:une  ùourhe  d'vrJrerm ^êoûàùde  éiiec 
l'axf  harmonique  de  ce  point,  relatif  à  une  courb^  quelconque  d^  ^stèsnfijf- 
est  ufie  courbe  de  t^ordre  [fjL(^m  —  i)-|-v].  ^  I 

On  en  conclut  qûé  le  àonA^  des  courbes  du  système,  ^ki  iàué^kt^iiie 
eourbed*ordre  m,  est  m[fx{m — i)-t-v].      .,       ■■  -i-     'j  .<l    .:i??«. 

Plusieurs  autres  propriétés  d'un  système  de  coniques  s'appliquent  na- 
reiltement  à  un  systèmé^/ji,  v)  de- tourbes  d^ordre  quelconk|ùéV  ^  Mu- 
vent  la  femctîpn  des  ,cara(;téristique«  reste  la  mèni^  nonuiM  dffi^ie  «aen 
fictuel  et  dan»  les  théorèmes  I,  V,  VIII,  'XVI,  XXII.  C'est  pour  cela  que 
j'a^  a^|K)nré  (|ue  ces  rocbçccfiep,  concernant  les  conjquesi  seraiei|t>n 
point  de  départ  utile  dans  la  théorie  générale  des  courbes  d'ordre  supé- 


(  ^97  ) 
U  existç^dlam  un  ,^sf^if9p.^,  coliques  (f*»  v), 
m[ft(m  —  i)  -f-  v]  con(qufis  Umgente$  à  una  cQurbe 
donnée  d^ ordre  m. 

COCBBBS   ZNTBLOFPBi. 

Xn.  Zes  potiw^s  d^uh  point  enveloppent  une  courbe 
de  la  classe  fi. 

Xm.  Lorsque  toutes  les  coniques  di^  système  (^,  v) 
sont  tangentes  à  deux  droites  et  satisfont  à  deux  autres 
cooditHms^  /<ti  courbe  enpeleppe  des  polaires  du  point 

fk  concours  d^  deux  droites  est  de  V ordre  ^* 

■     -      2 

XIV,  fjes  cordes  que  deux  droite^  fixes  interceptent 
dans  foutéli^ tes  coniques  4^ un  système  (fi^  v)  enveloppent 
vne  eouroe  dà  Jà  classé  B  f(,  qui  a  deux  tangenies  tnul' 
tip^^ordrefi  coïncidant  musc  les  deux  droites. 

KY «  .Les  cordes  communes  à  une  conique  Vetà 
cht^fsêmicamique  d*un  êyséème  (fi,  n);  enveloppent  une 
courbe  die  kkxda$s€'i^,j 

XVl/  tes  tangentes  menées  aux  coniques  (fx,  y),  par 
ks  poùiis  oii  ellei  coupent  une  droite  donnée  0»  enve- 
loppent une  courbe  de  la  classe  (fA+ v),  qui  a  la  droite  D 
pouf  tangente  multiple  d'' ordre  v. 

Cottau-Ans  h  *^  La  courbe  de  la  claas»  (/i<4'  v)  ad- 
met^fk-^  y|  tàbgenteél  pitssani  par  un  point  quekonque. 
Prenaiit  ce  point  à  Tinfini,  sur  une  perpendiçulfiire^àj^ 
droite  D,  ou  en  conclut  que  :       ^ 

Ze  nonhkr^dw  coniques  d'un  système  \(i^  v),  qui  cou- 
pent à  angle  droit  une  droite  donnée,  est  (jx  4-  v). 

GonoLLAiRB  IL  —  Si  h  droite  D  est  k  l'infini,  le  théo- 
rèmie  prcftu}  cet  énonc«  : 


(  '^os  ) 

Les  a^mptotes  dès  coniques  d^un  systhme  (fx,  v)  enve- 
loppent une  courbe  de  la  classe  (/ut  H-  v),  qui  a  une  tan- 
gente multiple  d^ ordre  y  à  r infini, 

Conséquemment  la  courbe  a  v  branches  paraboliques. 

XVII.  L'enveloppe  des  droites  dont  chacune  a  le  ^ 
mente  pôle  dans  une  conique  donnée  U  et  dans  une  co- 
nique quelconque  du  système  (fx,  v)  est  une  courbe  de  la 
classe  (fxH-v). 

Cette  courbe  a  2  (fjt  -f-  v)  tangentes  communes  avec  U; 
et  les  2(iJL-\-v)  points  de  contact  sur  U  sont  les  points 
où  2  (jx  -H  v)  coniques  du  système  touchent  la  conique  U. 

XVIII.  Si  par  les  points  où.  une  conique  U  rencontre 
chaque  conique  d'un  système  (fx,  v)  on  mène  les  tan- 
gentes de  celles-ci,  ces  tangentes  enveloppent  une  courbe 
de  la  classe  2  (fx  -h  v)  quia  2  (fx  +  v)  points  de  contact 
avec  U. 

Ces  2(/:xH'V)  points  déterminent  2  (fx  +  v  )  coniqoes 
du  système  tangentes  â  U  en  ces  points. 

XIX.  Les  axes  des  coniques  d^un  système  (fu,  v)  enve- 
loppent une  courbe  de  la  classe  (fx  +  v),  qui  a  une 
tangente  multiple  d'ordre  v,  à  l'infini. 

XX.  Lorsqu'un  axe  de  chaque  conique  d^un  système 
(fx,  v)j  qui  satisfait  à  trois  autres  conditions,  passe  par 
un  point  fixe,  la  courbe  enveloppe  des  autres  axes  est 
delà  classe  2v. 

XXI..  Les  diamètres  d'un  système  de  coniques  (fx,  y), 
qui  rencontrent  ces  courbes  sur  une  droite  donnée,  en- 
veloppent une  courbe  de  la  classe  (fA  4-  2  v),  qui  a  cette 
droite  pour  tangente  multiple  d'ordre  2V. 

XXII.  Les  normales  des  coniques  d'un  système  (fx,  v) 


(  ^«9  ) 
OMX  pomilif>J0^^ocg*ùOiiriê$\^^it«$  sur  une  droite  dontiée, 
mvehffmni  une  courbe  de  /dt  diosito  (-3fA-4-v),  qui  a 
cette  droite  pour  tangente  multiple  d  *ordre  \^k  -f-  v) . 

-SiSSBikr&xdan»  ckàquecom/fue  d^un  ^stème  (jui,  v) 


deJq^lq^se  plv^  qui  à  une  tangente  muîiipilq  d^ordre  v^ 
àl infini.  '  . 

,  XXTV .  Les  diamètres  dont  les  conjugués  passent  par 
m  poirfjt  ^nhé  enveloppent  une  courte  de  la  classe 
.^TT  vlj^W  a  uife  tangente  multiple  d'ordre  v,  à  tin» 

finiy"  "' 

'.^^!X3tVl  Les  dù^cth'ces  d' un  système  de  cohiq\iS^^  v) 
mifelùppènt  u)ie  côurbe  de  ta  classe  (a /an-  v),'gtdanne 

tangente  muftipteit  ordre  yr^  àVinfihî. 

v,:ut?'-> '^v.ruM.}^  *^^ -;•  !=|  V  !.  .   .  ■    "^      .»':-.■; 

XXVI.  Dans  un  système  de  coniques  (p,  v),  dc^nt  une 
directrice  passe  par  un  point  donné,  et  qui  satisfont  à 

"fliiti^dàndiltoHs  coifimitké^y  les  àhïtès  directrices  èwe- 
loppent  une  courbe' dé  Ha  classe  {(i  -^vy^  (fui  à  une  tàh^ 

.f^fifp^ni^ftipf^4'p^dre()f^A^^^  <i,    :<-\    ;. 

^*-^  XXVH.  Ijbrsqu^oïi^ â  Une  courbe  géoinétrictne  dç  la 
classse  n,  et  unë'âi*0itè  D,  si  4}é<iha€[trd  point  de:  la  droite 
^<^l^,ii^èii<^  les /i^  tangentes,  deJijL  çourJ)e,  et  l'axe  harmpuique 
^i^e  J^j|y{if^it<^  j!>,-rektîf  à  ce  f^^^  de  tai;i|^entes,  cet  axe 

.^ps^.^o^jours  p^Ji^un  ç^êmepoî^it  j  (juj^rio^^^ 
le  pôle  harmonique  de  la  droite  D  ( *)  ^ 

Cela  posé  : 

., , Lo^sq^pn,a  un,  système  de  coniques  {i^ ut)  et  une 
.^ourjbe,XS'  deja  classe  n,  V enveloppe  d'une  droite  va- 

(*)  Voir  Aperçu  historique,  p.  623.  —  Traité  de  Géométrie  supérieure  y 
art  496-  . 

Anm.  de  Mathémaf.,  1^  4kie,  t.  V.  (Mai  !866.)  l4 


(  aïo  ) 
nable,  qui  a  un  même  pôle  harmonique  dans  la  courbe  U' 
et  dans  chaque  conique  du  système,  est  une  courbe  de 
la  classe  [f*  -f-  (n  —  i)  v]. 

CoROLLAiKE.  —  Cette  courbe  an[fji-h(«  —  i)v]  tan- 
gentes communes  avec  la  courbe  U'^  en  chacune  des^ 
quelles  une  conjique  du  système  touche  la  courbe  l]^ 
Conséquemment  : 

//  existe  n[fx  -H  (n  —  i)  v]  coniques  tangentes  à  une 
courbe  de  la  classe  n. 

Cette  formule  n'est  pas  différente  àu  JTond  de  teWt  du 
théorème  (XI). 

PROPRIÉTÉS    DIVBRSBS   d'|}II    STSTÈMB    (fA,  v). 

XXVÎM.  i'^  Dans  un  système  de  coniques  (fi,  v),  le 
nombre  de  ces  courbes  qui  diwent  un  segment  donnée 
en  rapport  harmonique,  est  [i. 

Corollaire  I.  —  Dans  un  système  de  coifiques  (jx«  v), 
//  existe  (x  hyperboles  équilàtères. 

Corollaire  II.  —  Un  faisceau  de  coniques  étant 
donné,  ainsi  quun  système  de  coniques  (/x,  v),  il  existe 
dans  ce  système  [j.  coniques  homothétiques,  respectii^e- 
ment^  à  [i  coniques  du  faisceau. 

a^  Le  nombre  des  coniques  par  rapport  ausç^ue^les 
deux  droites  données  sont  conjuguées j  est  v. 

XXIX.  1°  Dans  un  système  de  coniques  (/a,  v),  le 
nombre  des  coniques  semblables  à  une  conique  donnée 
(autre  que  le  cercle  et  V hyperbole  équilatère)^  est  2ft. 

7?  Le  nombre  des  coniques  dont  les  tangentes  menées 
par  un  point  fixe  donné  font  entre  elles  un  angle 
donné  y  est  tiv. 

Et  ce  nombre  est  v  quand  rang  le  est  droit. 


(  ail  ) 

XXX.  i^  Danà  un  système  de  doniques^  la  condition 
que  les  courbes  coupent  un  segment  donné  en  rapport 
harmonique,  équii^aut  à  la  condition  de  passer  par  un 
point. 

C'estp-à-dire  que,  si,  dans  un  système,  on  <;bai^e  la 
cilndidon  de  passer  par  un  point,  en  celle  de  diviser  ua 
segment  donné  harmoniquement,  les  caractéristiques  du 
sj9tème  recelât  les  mêmes. 

a^  La  condition  que^  dans  les  coniques  d^un  système^ 
deux  droites  données  soient  conjuguées  par  rapport  à 
toutes  les  coniques  d^un  système^'  équii^Oul  à  agile  que 
Us  coniques  soient  toutes  tangentes  à  une  droite. 

Cest-à-dire  que,  si  Ton  remplace  la  condition  de  tou- 
cher une  droite,  par  la  condition  que  deux  droites  don«- 
nées  soient  conjuguées  relativement  k  toutes  les  coniques 
d'un  systèine,  leà  caractéristiques  du  système  ne  changent 
pas. 

Xma&î.  La  cohàiiion  d'ayop-  ut%  fitycr  en  ^n  point 
donné  équivaut  à  celle  de  toucher  deux  droites. 

,-.  •    I  ..... 

HOTB  DU    RÉDACTEUR. 

'Toutes  ces  proposilions  se  démontrent  en  s^appvjant 
sur  les  théorèmes  I  ou  H  (p.  ipS).  Comme  exemple  nous 
aUoiwâémontri^r  la  premièi^e  proposition,  savoir  : 

Le  lieu  des  pôles  d'aune  droite  est  de  Perdre  y. 

Soit  D  fa  droite  donnée.  Cherchons  çon^ie^  ^ly^jo/ra 
de  pôles  de  cette  droite  situés  sur  ii^e  ^^-Ç^^!^  ^i^^^k^^i^SP^  ^ 
qui  rencontre  U  au  'poir\t  S.  Si  le  p^îe  dp  la^droit^  D  par 
rapport  a  une  conique  du  système  se  trouve  sur  la 
droite  L,  les  droites  D  et  L  et  les  deux  tangentes  menées 
par  le  point  S  formeront  un  faisceau  harmonique.  La 
question  revient  donc  à  celle-ci  : 

.4. 


(    ^Ï2l    ) 

Étant  données  deux  droites  SE  et  SPj  combien  existe- 
t'-iLde  coniques  telles ^  que  les  tangentes  menées  du 
point  S  soient  conjuguées  harmoniques  par  rapport  àSib 
et  à  SF? 

Soit  SX  une  droite  partant  du  point  S.  Elle  tou- 
chera y  ironiques,  soit  SX'  la  seconde  tangente  nienée 
de  S  à  une  de  ces  v  coniques  et  SU  la  conjuguée  harmo- 
nique de  SX'  par  rapport  à  SE  et  SF.  A  chaque  droite  SX 
correspondent  v  droites  SU  et  réciproquement  à  chaque 
droite  SU  correspondent  v  droites  SX.  Donc  il  y  aura  av 
droites  SU  coïncidant  avec  la  droite  correspondante  SX. 
Mais  comme  les  tangentes  SX'  et  SX  menées  à  la  même 
conique  correspondent  à  la  même  solution,  il  n'y  a  donc 
que  V  solutions.  La  droite  L  rencontre  donc  en  v  points 
le  lieu  des  pôles  qui  est  ainsi  de  Tordre  v. 

G.    Q.    F.    D. 

n  importe  de  remarquer  que  dans  toutes  les  parties  de 
la  méthode,  les  conditions  Z,  Z',. . .  de  chaque  système 
doivent  avoir  entre  elles  une  entière  indépendance.  Si 
par  exemple  les  coniques  doivent  toucher  une  courbe 
donnée  U,  cette  courbe  ne  doit  avoir  aucune  relation 
avec  les  autres  données  de  la  question  :  de  sorte  que  si 
paj:mi  celles-ci  se  trouve  la  condition  que  toutes  les  co- 
niques passent  par  un  même  point,  la  courbe  U  est  sup- 
posée ne  pas  passer  par  ce  point.  De  même  le  lieu  des 
centres  ne  serait  pas  du  degré  v,  si  Tune  des  conditions 
du  système  (fx,  v)  était  que  ce  centre  se  trouve  sur  une 
courbe  donnée. 

Lorsqu'il  existe  entre  IesconditionsdonnéesZ,Z',Z'^.. 
certaines  dépendances  ou  des  conditions  subsidiaires  (^), 


(*)  Par  exemple,  le  nombre  des  cctniques  (/x,  v),  qui  sont  tangentes  à 
une  conique  quelconque  U,  est  3  (/a -h  y)  :  mais  si  U  est  une  conique  du 
système,  ce  nombre  n'est  plus  que  a(/A  +  v  —  3;. 


("3) 
tes  résultats  sont  différents  et  ne  peuvent  pas  se  conclure 
immédiatement  des  formules  primitives.  II  faut  traiter 
directement  ces  cas  particuliers,  mais  par  la  méthode  gé- 
nérale. La  formule  générale,  qui  comprend  la  solution 
(le  toutes  les  questions,  s'applique  aussi  à  tous  les  cas 
particuliers,  puisqu'il  suiSt  de  mettre  dans  cette  formule 
les  paramètres  a,  ëj  qui  conviennent  à  ces  cas  particu- 
liers. P. 


SUR  U  TRANSFORMATION  OHADRIOIIB  (*)-, 

Pajl  m.  T.-A.  HIRST. 


M.Transon,  dans  le  numéro  de  février  dernier  des  Nou- 
velles Annales  y  a  très-justement  observé  que  la  méthode 
de  l'inversion  quadrique  et  celle  de  la  projection  gauche 
sont  essentiellement  distinctes.  Cependant,  les  deux  mé- 
thodes sont  des  cas  particuliers  de  la  transformation 
qui  a  été  d'abord  étudiée  analytiquement  par  Magnus, 
dans  le  Vlll®  volume  du  Journal  de  Qrelley  et  géomé- 
triquement, par  moi-même,  dans  uu  Mémoire  inédit 
communiqué  en  septembre  dernier  à  Y  Association  Bri- 
tannique. D'abord  Magnus  a  supposé  à  tort  que  sa  mé- 
thode de  transformation  était  la  plus  générale  de  celles 
dans  lesquelles  à  un  point  de  l'un  des  systèmes  corres- 
pond un  seid  point  de  Tautre.  Les  recherches  subsé- 
quentes de  Cremona,de  Jouquières,  Clebsch  et  Cayley  ont 
montré  que  c«la  n'a  pas  lieu  :  la  transformation  de 
Magnus  est  seulement  la  plus  générale  de  celles  mention- 
nées plus  haut,  pour  lesquelles  à  chaque  ligne  droite  cor-* 

{*)  On  ihe  quadiie  lransformati\)n. 


(  ^i4  ) 
respond  untf  coniqm.  Toutes  lei  conîqaf»»  qnii  dèmtU 
mëihode  de  U  tmn^foiffn^tion  quadnqUei^eovretfoiiddwt 
aux  ligne»  droites  de  Tim^to  4e  l'aiitie  systèMo,  pAfwem 
néoeftsai  remeni  {>ar  troii^ .  point»  nomiaéii  ^  par  IMdgnils  < 
points  principaux  de  la  transformation.  Je  me  propose^ 
après  avoir  donné  la  plus  simple  définition  de  la  trans* 
formatibffE-quÀâriqtië;  dë'ttohtité^ cothiliet^,  Sâk  {ditçant 
d'uiie^'matiîèt^e  coùvënàblé  les  ^oîâts  prititipatrtéV.dl^ 
devient  identiqae,  d'une  part,  avetelâinëthodé  defla  pré- 
jection  inverse  proposée  et  dévelbppéé^  11  y  ^  ^àrante- 
quatre  aus,  pîar  Steinéï*,  dafns  Istfn  b^ëBré  cfttrtàgéiS^M* 
matische  EniiMckehnkff,  elei,'ei  réikiAtà^ 
par  M.  Tratison  qui,  stos'^ucuri'douié;  y  était*tô6hdtdl' 
par  ses  propres^  rechercîfes;  èl,  d'àùltie  party  aVfecia -mé- 
thode de  l'inversion  quadrique  qui,  comme  je  l'ai  observé 
ailleurs,  a  été  suggérée  par  Bellavitis. 

1.  Pour  établir  une  correspondance  entre  les  divers 
points  d^un  plan,  prenons  deux  couples  de  points  B,B^  et 
C,.  C^  et  considérons-les  comme  les  somttiets  de  deux 
couples  de  faisceaux  homographiques  [B],  [B']  et  [Gj, 
[€']•  Alorà  à  chaque  point  P,  considéré  comme  l'inteif^ 
section  de  deux    rayons  BP,    GP   des  deux   faisoeaux" 
[B],  [C]  correspondra  un  point  unique  déterminé* )^i*  • 
l'intersection  des  deux  rayons  correspondants  B^P^  OP» 
des  faisceaux  [B'],  f  C],  respectivement  homographiqu^ 
à[B]et[C].  --^'^ 

3.  Si  à  la  ligue  BC^  considérée  comme  rayon  commuii  , 
des  faisceaux  [B]  et  [C]y  correspond  dans  les  fais* 
ceaux  [B']  et  [C]  la  ligne  B'C,  la  correspondance  entre 
les  points  P  et  P^  sera  simplement  rhomographiqoe ^ 
telle  que  Ta  définie  M.  Chasles  dans  la  Géométrie  sw- 
périeure.  Mais  si  à  BC  correspondent  les  rayons  B'A' 
etCA'  dans  les  faisceaux  [B'J  et  [Oj,  et  que  sembla- 


(  .15  ) 
blement  i  WH'  correspoadent  BA  et  CA  dans  [B]et  [C], 
le  mode  de  correspondance  entre  les  points  P  et  P  sera 
identique  k  celni  considéré  par  Magnus.  J'appellerai  A,  A'^ 
B,^;  CjG  les  trois  couples  de  points  homologues  princi- 
paux. 

3.  Çe$  points  sont  exceptionnels  en  ce  que  chacun  a 
on  nonodire  ^|ini  de  poii^ts  correspondants.  Au  point  A* 
par  exemj^e,  correspond  un  point  quelconque  de  B'C', 
et  au  point  A^  un  point  quelconque  de  BÇ.  En  outre,  à 
diaque  point  de  BA  correspond,  comme  on  peut  le  voir 
facilement,  le  point  C9  et  ainsi  de  suite.  Bref,  à  chaque 
pmnt  situé  sur  une  ligne  principale  correspond  Vho^ 
mologue  du  point  principal  opposé^  et  vice  versa. 

i,  Biéciproquement,  à  une  droite  de  chaque  système 
correspond^  en  général^  une  conique  qui  passe  par  les 
pwnts  principaux  de  VéUàtre  système.  Car  nous  pouvons 
regarder  toute  ligne  droite  L  comme  le  lieu  de  Tinter» 
section  des  rayons  correspondants  de  deux  faisceaux 
homographiques  [B]  et  [C],  qui  ont  un  couple  de  rayons 
corre^^ndants  qui  coïncident  avec  BC.  Les  faisceaux 
eorreapondapts  [B'j  et  [C]  seront  alors  aussi  komogra* 
phiques,  et  B^A',  CA'  seront  un  couple  de  rayons  cor* 
reapondamls,.  qui,  par  coi»séquent,  engendrent  une  co- 
nique [S^j ,  passant  par  les  points  A',  B^,  C.  Sembla*- 
blement,  à  chaque  droite  L' correspondra  une  conique  [Sj 
passant  par  A,B,C,  et  réciproquement  à  chaque  conique 
passant  par  les  trois  points  principaux  de  Tun  des  sys- 
tèmes correspondra  une  ligne  droite  dans  l'autre  système. 

5.  Plus  généralement,  si  n  et  ni  désignent  l'ordre  de 
deux  conrbes  correspondantes,  a  et  a',  h  et  V ^  c  et  c^, 
respectiv^ement,  les  nombres  de  fois  qu'elles  passent 
par  A  et- A',  B  et  B',  G  et  C,  on  pourra  facilement  établir 
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les  relations  symétriques  suivantes  . 

a!  z=zn  —  b  —  c,  a:=:  n'  —  b'  —  c', 

b'z=in  —  c — a  y  b  z=z  n'  —  c' — /i', 

c'  z=  n  —  a  —  b,  c  z=  n'  —  a'  —  b\ 

r/z=z2n —^  {a -\- b -\-c);  /i  =  2/1' —  (û' -4- ô' -f-c'). 

6.  En  général,  il  y  a  seulement  quatre  points  du  plan 
tels,  que  chacun  d'eux  coïncide  avec  son  correspondaot. 
On  peut  démontrer  comme  il  suit  l'existence  de  ces 
points  doubles.  Je  prends  un  point  P  comme  centre 
d'un  faisceau  de  rayons  [P]  :  ce  dernier  sera  manifeste- 
ment homographique  au  faisceau  des  coniques  corres- 
pondantes [A',B',  CjP']  (4),  et  le  lieu  des  intersections 
des  éléments  correspondants  des  deux  faisceaux  sera  une 
cubique  [C]  passant  par  A',  B',  C,  P,  P,  qui  peut  être 
définie  le  lieu  des  points  du  second  système   qui  sont 

•  situés,  ai^ec  leurs  correspondants,  sur  des  lignes  qui 
convergent  au  point  P.  A  tout  point  de  converçence  Pi 
sera  de  même  associée  une  autre  cubique  [Ci]  qui  cou- 
pera [C]  aux  trois  points  principaux  A',  B',  Cf  et  aux 
deux  points  du  second  système  situés,  avec  leurs  cor- 
respondants, sur  la  ligne  PPj.  Les  quatre  intersections 
qui  restent  seront  les  quatre  'Çoints  doubles  demandés, 
autrement  chacun  serait  situé  avec  son  correspondant 
sur  une  ligne  qui  passe  par  P  aussi,  bien  que  par  Pj,  ce 
■qui  est  impossible. 

7.  Il  doit  être  observé  que  les  trois  couples  de  points 
homologues  principaux  étant  donnés,  la  transformation 
est  parfaitement  déterminée  dès  que  l'on  connaît  un  seul 
couple  de  points  correspondants.  Je  signalerai  briève- 
ment quelques  cas  spéciaux. 

Chacun  des  points  principaux  A ,  A'  est  situé  sur  la 
ligne  principale  opposée  à  son  homologue  A',  A  :  alors, 
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puisque  chacun  des  points  A. et  A^ coïncide  avec  un  de 
ses  points  correspondants  (3),  il  est  manifeste  que  s'il 
eo  est  de  même  d'un  autre  point  de  A  A'  (  et  la  suppo- 
sition est  permise),  chaque  point  de  A  A'  coïncidera  avec 
son  point  correspondant.  De  plus,  chacune  des  lignes  6B' 
et  ce,  regardée  comme  une  des  lignes  de  l'un  ou  de  Tautre 
système,  coïncidera  avec  la  ligne  correspondante,  en  sorte 
que  leur  point  d'intersection  D  coïncidera  avec  son  corres- 
pondant. En  fait,  la  cubique  (C)^  lieu  de  tous  les  points 
du  second  système  situés,  avec  leurs  correspondants,  sur 
des  droites  qui  convergent  vers  un  point  P  (6),  se  décom- 
pose dans  la  ligne  droite  AA'  et  la  conique  (B'CPF).  De 
même,  la  cubique  (Ci),  associée  à  un  autre  point  Pj,  se 
compose  de  la  droite  AAi  et  de  la  conique  (B'C'PjF,), 
et,  ces  coniques  se  coupant  en  B',  G  et  en  un  point 
de  PPi,  elles  passent  par  D.  Ce  cas  de  la  transforma- 
tion quadrique  coïncide  évidemment  avec  la  projection 
gauche  de  Steiuer,  pourvu  que,  ainsi  que  M.  Transon  Ta 
observé,  on  fasse  coïncider  le  plan  de  projection  avec  le 
plan  de  la  figure  primitive. 

8.  D'autres  cas  spéciaux  dignes  de  remarque  naissent 
de  Thypothèse  de  la  coïncidence  des  deux  triangles  prin- 
cipaux^ cette  coïncidence  peut  arriver  de  plusieurs  ma- 
nières.. 

I®  En  chaque  sommet  de  deux  triangles  piincipaux 
deux  points  homologues  principaux  coïncident. 

C'est-à-dire  que  A  coïncide  avec  A',  B  avec  B',  et  C 
avec  C.  Il  est  manifeste  que  les  quatre  points  doubles  Di, 
Dt,  Ds,  D4  forment  alors  un  quadrilatère  dont  les  côtés 
opposés  se  rencontrent  aux  sommets  du  triangle  prin- 
cipal; car  ces  points  doubles  sont  sur  les  rayons  doubles 
de  chacun  des  trois  couples  de  faisceaux  concentriques 
ethomographiques  [A],  [A];  [B],  [B'];  [C],  [C].  De^ 


("8) 
plvs,  OQ  voit  facilemeot  que  le»  poUires .  d'un  point  P 
relativement  aux  diverses  coniques  dn  faisceau  [Di,  D,, 
Dfy  Di]  pas«ent  par  le  poîn^  porrespomlant  V.  Ce  cas  spé- 
cial de  la  transformation  quadrique  est  connu  depuis 
longtemps.  Salmon,  Behriami,  Bdlavitis,  le  professeur 
Newton  (de  rAmërique)  et  d'autres  l'ont  étudié. 

a^  En  un  seul  sommet  du  triangle  principal  coïn^ 
cident  dtux  peints  homologues  prineip^aùx.  ' 

Que  A  coïncide  avec  A',  B  avec  Ciet  C  avec^Bf,  (B^C) 
et  (BC)  sont  maintenant  des  points  doubles,  et  AB^  AC 
sont  les  rayons  doubles  des  faisceaux  bomof^raphiques 
[A],  [A']  \  si  nous  supposons  qu'un  autre  rayon  du  fais- 
ceau [A]  coïncide  avec  son  correspondant  dans  [ A' j^  tous 
les  faisceaux  correspondants  coïncident,  et  nous  aurons  le 
cas  de  Tinversion  quadrique.  Sur  chaque  rayon  mené  par 
le  point  (AA^),  les  points  correspondants  P,  P  formeront 
une  învolution,  et  les  points  doubles  de  ces  diverses  in- 
volutions  seront  sur  une  conique  qui  touche  les  droites 
AB,  AC  en  6  et  C.  C'est  la  conique  fondamentale  F  de 
l'inversion  quadrique,  et  P,  P'  sont  relativement  à  elle 
des  points  conjugués.  Les  cubiques  (C)  et  (Ci),  associées 
à  deux  points  P,  Pi,  se  décomposent  dans  la  conique  F 
et  les  lignes  droites  PA,  Pi  A.  Les  points  de  la  conique  F 
sont  donc  les  seuls  points  doubles.  ^ 

3^  En  aucun  sommet  du  triangle  principal  ne  coïn-^ 
cident  deux  points  homologues  principaux» 

Cette  méthode,  où,  par  exemple,  A  et  G,  B  et  A',  C  et 
B'  coïncident,  n'a  pas,  que  je  sache,  été  étudiée  jusqu'à 
présent.  Je  n'ai  point  T intention  de  1  étudier  ici  ^  je  remar- 
querai simplement  que  des  quatre  points  doubles  trois- 
coïncident  avec  les  sommets  du  triangle  principal . 
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M      *■         ■■      ..    .  :       ■  V.:        '        ■'    ■  .   ■ 

'  «BIT  U  CTClttï; 

Ei^B  M.  A.  frOI^ulAT, 


On  nomme  cx^Ude  la  surface  enveloppe  des  s^faére^ 
taïuœnteB  à  trois  splières  fixes. 

La  (Hrwae  a  (joatpe  nappes,  de  même  cju  il  y  a  ^piatre 
sàies  de  cercles ^angenis  a  troiis  cercles  fixes.  Dans  ce 
([u'v^'sulvi^,  nbns  œnsUérèrb^^^  une  nàippe  isolée,  que 
noos^  pouvons  définir  de  la  manière  suivante  :  Nous 
avons' dkns  Un  {dan  deux  cercles  fixes  (o)  et  (</),  et  nous 
imaginons  tbiis  les  cerclés  tels  que  [a)  tangents  extérieu- 
raùent  à  (c/)  et  intérieurement  à  (o).  Les  splières  qui 
ontles  Cercles  (a)  pour  grands  cercles  enveloppent  une 
nappe  de  là  cyclîide. 

Si  nous  considérons  deux  splières  (a)  suffisamment 
rapprocliées  pour  qu'elles  se  coupent,  nous  voyons  que 
leur  cercle  commun  prendra  une  position  limite  cpand 
Tiiné  des  sptères  viendra  se  confondre  avec  l'autre*,  cette 
pocStion  lîinite  du  cercle  sera  {»*éci$ément  la  ligne  de 
contacé  de  la  sphèfe  (a)  avec  la  cyclide. 

Les  plans  de  tous  ces  c€fï*clés  de  coîitact  sont  évidem- 
fflentperpeiiâiculaires  au  plan  des  cercles  (o)  et  (o^)-,  et  de 
plus  ils  passent  tous  par  une  même  droite.  Nous  savons 
en  elEfet  que  si  l'on  mène  un  cercle  tangent  à  deux  cercles 
fixes,  la  droite  qui  passe  par  les  points  de  contact  con* 
tieat  toujours  un  des  centres,  de  similitude  des  cercles 
fixes.  Ainsi,  le  cercle  (a)  touche  les  deux  circonférences 
(o)  et  (/>')  aux  points  A  et  /,  et  la  ligne  kl  va  passer  par  le 
centre  de  similitude  inverse  C,  de  (o)  et  (o').  Et  par 
conséquent  la  sphère  (a)  touche  la  cyclide  suivant  un 
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cercle  projeté  sur  A/,  dont  le  plan  conlient  la  ligne  me- 
née par  Ci  perpendiculairement  au  plan  de  (o)  et  {of). 

M.  Dupin,  dans  ses  ^applications  de  Géométrie,  p.  200,  ' 
étudie  la  surface  dont  toutes  les  lignes  de  courbure  sont 
circulaires.  Il  démontre  que  cette  surface  est  nécessaire- 
ment Teuveloppe  des  sphères  tangentes  à  trois  sphères 
fixes.  Il  lui  donne  le  nom  de  cyclide  et  en  expose  les 
principales  propriétés. 

M.  Mannheim,  au  moyen  de  la  méthode  de  transfor- 
mation par  rayons  vecteurs  réciproques^  ramène  Pétude 
de  la  cyclide  à  Tétude  du  tore.  Il  démontre  avec  beau- 
coup d^ élégance  les  propriétés  déjà  connues  de  cette  sur- 
face et  en  indique  plusieurs  tout  à  fait  nouvelles.  Ainsi, 
M.  Mannheim  fait  voir  que  toute  sphère  bi tangente 
rencontre  la  cyclide  suivant  deux  circonférences.  D'où 
il  conclut  que  tout  plan  bitangent  contient  également 
deux  cercles  de  la  surface  [Nouvelles  Annales,  t.  XIX, 
p.  67). 

Nous  nous  proposons  de  démontrer  que  les  plans  bi- 
tangents  à  la  cyclide  enveloppent  un  cône,  que  ce  cône 
est  du  second  degré,  et  qu'il  touche  la  surface  suivant  une 
ligne  sphérique. 

Commençons  par  chercher  l'intersection  de  la  cyclide 
avec  une  sphère  bitangente  qui  ait  son  centre  dans  le 
plan  des  cercles  (o)  et  (o').  Nous  savons,  d'après  le 
théorème  de  M.  Mannheim,  que  cette  intersection  se 
compose  de  deux  cercles.  Nous  allons  donner  de  ce  fait 
une  nouvelle  démonstration  qui  nous  indiquera  la  posi- 
tion du  plan  bitangent. 

Le  plan  qui  contient  les  cercles  (o)  et  (o')  et  aussi  le 
centre  de  la  sphère  bitangente  considérée  coupe  cette 
dernière  suivant  un  cercle  qui  touche  à  la  fois  (a)  et  (o')* 
Les  deux  points  de  contact  seront  sur  une  droite  qui 
passe  par  le  centre  de  similitude  Cj. 
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Et  réciproquement,  si  par  Cj  nous  menons  une  droite 
quelconque  C^S  (*),  elle  coupera  les  cercles  (o)  et  (V) 
en  quatre  points  a,  |3,  a',  |3',  et  Ton  pourra  toujours 
construire  une  circonférence  qui  touche  (o)  en  a  et  (o') 
en  a'.  De  même  on  pourra  toujours  construire  une  cir- 
conférence tangente  en  /3  au  cercle  (of)  et  en  /3'  au 
cercle  (o). 

Si  ron  joint  o  et  a,  o'  et  a^  les  deux  lignes  ainsi  obte- 
nues 86  rencontrent  en  /  qui  est  le  centre  du  cercle  qui 
touche  \o)  en  a  et  (o')  en  a'. 

Si  Ton  joint  de  même  o  à  /3'  et  o'  à  ^,  on  obtiendra  un 
second  cercle  (y)  tangent  à  (o')  en  |3  et  à  (o)  en  |S'. 

Coi^sidérons  en  particulier  la  sphère  qui  a  (/)  pour 
grand  cercle  et  qui  est  bitangente  à  la  cyclide  aux  points  a 
et  af.  La  sphère  (/)  coupe  Tune  des  sphères  généra- 
trices (a)  suivant  un  cercle  projeté  sur  hf.  Mais  la 
sphère  génératrice  (a)  touche  la  cyclide  suivant  un  cercle 
projeté  sur  Ar/,  de  sorte  que  le  point  fx,  intersection  de  hf 
et  de  klj  est  la  projection  de  deux  points  communs  à  la 
cyclide  et  à  la  sphère  (/). 

Quand  la  sphère  (a)  engendre  la  cyclide,  le  point  fi 
engendre  une  courbe  dont  nous  allons  déterminer  la  na- 
ture, et  qui  est  la  projection  de  Tintersection  de  la 
sphère  {*/)  avec  la  cyclide. 

A/ est  la  tangente  en  jut  au  lieu  décrit  par  Je  point  p. 
Car  deux  lignes  infiniment  voisines  telles  que  hf  se 
rencontrent  sur  la  corde  commune  aux  deux  circonfé- 
rences (a)  correspondantes.  Or,  cette  corde  commune 
qui  passe  constamment  par  Q  a  précisément  pour 
limite  kL 

Si  nous  menons  la  tangente  en  /  à  la  circonférence  (o  ), 
elle  coupera  hf  en  I.  Ce  point  est  sur  la  tangente  menée 

(*)  Le  point  S  est  sitné  sur  Taxe  radical  de  (o)  et  de  {o'). 
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en  a  h  It  circonférence  (o).  Le  point  I  est  en  effet  le 
point  de  concours  des  trois  cordes  communeâ  aax  circon-k 
férences  («),  (o)  et  (/). 

A  un  point  pi  correspond  donc  sur  le  cercle  (o)  un 
point  /,  ces  deux  points  étant  siuiés  sur  ûtié  droite  (jai 
passe  toujours  par  le  point  fiite  G/  pendant  que  \eg  tan- 
gentes à  leurs  courbes  respectives  se  rencontrent  en  fsur 
la  droite  fixe  la.  "     " 

Noua  concluons  de' là  que  lorsque  la  sjAière  (a)  en- 
gendre la  cyclide,  le  point  [i  décrit  une  courbe  hoinolo- 
gique  de  (o),  Q  étant  le  centre  et  al  Taxe  d'hôm6logie. 

Or,  la  courbe  homologique  d'un  cercle  est  une  coni- 
que (^).  Donc  le  lieu  des  points  jk  est  une  conique» 

hf  se  confond  en  a  avec  la  tangente  au  cei^ie  (0)  et  en 
a!  avec  la  tangente  au  cercle  (&).  Ainsi  la'  coniqtie  dé- 
crite par  fjL  est  tangente  en  a  et  a/  aucercle  (/).     '    ^  ^ 

Le  cylindre  droit  qui  a  pour  base  la  -  conrbd  /x^^Mii- 
contre  la  sphère  {/)  suivant  Fintmeotibn^bUârbKée;  Le 
cylindre  et  la  sphère  om  un  dodble  îdohAbét  lén  ^  éiV"'  Il 
résulte  d'un  théorème  de  Monge  (**)  4[Jtte  ïèr  détff^littf- 
faoes  ont  en  commtm  deiix  oourt>es  ptaiie^  et  j^i^èBb&e- 
quent  deux  cercles  qui  se  coupent  en  a  et  «'.         '  *'    '    ' 

La^  sphèk*e  (  y  )  rencontré  de  même  fa  cydnâe^suiViàiLt 
deux  autres  cercles  qui  se  coupent  en  j3  et  ]3'."  J^àjoute 
que  ces  quatre  cercles  sont  deux  à  deux  dans  le^èthe 
plan.  ^'  '    ^  " 

En  efiet,  le  plan  qui^  passant  par  a  et  of^  contient  Tun 

'^    "         ^      .^,..,    j     " 

(*)  PoffCELET,  Traité  des  Propriétés  projectives  des  figures,  t.  I. 

^  «  •      .  «t- 'ï    ■  ;  j  *"» 

('*'*)  Deux  surfaces  du  second  degré  qui  ont  un  double  contact  se  rencontrent 

suhant  deuxeomrhet  planes  :  théorème  énoncé  par  Mong6,' démontré  par 
M.  Ghasles  dans  la  Correspondance  de  l'École  Poljr technique ^  t.  (U,  p.  335. 
Voir,  dans  le  si  remarquable  Supplément  au  Traité  des  Propriétés  projec" 
tivesy  Télégante  démonstration  que  le  général  Poncelet  donne  de  ce  théo- 
rème. 
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des  cercles  communs  à  la  sphère  (/)  et  à  la  cyclide^  reti^ 
contre  en  deux  points  le  cercle  suivant  lequel  se  coupent 
(y)  et  (/).  Ces  deux  points  sont  évidemment  communs 
k  la  sphère  (7)  et  à  la  cyclide.  Ils  appartiennent  à  Tun 
des  deux  cercles  de  (7).  Et  comme  ce  cercle  passe  déjà 
par  ^  et  /3',  il  se  trouve  bien  placé  dans  le  plan  précé- 
demment considéré.  Ce  plan  est  bitangent  à  la  surface 
aux  deux  points  communs  aux  cercles  qu'il  renferme  (*). 

Mais  a^'  passe  par  le  point  fixe  C^^  d^où  nous  concluons 
que  les  plans  bitangents  em^eloppent  un  cône. 

Nous  allons  voir  de  plus  que  ce  cône  est  du  second 
ordre. 

Nous  savons  que  lorsque  deux  cercles  sont  tangents  à 
deux  autres,  leur  corde  commune  passe  par  un  centre  de 
similitude  des  deux  derniers.  Ainsi  la  corde  commune 
MM^  à  (y)  et  (/)  passe  par  Cj,  centre  de  similitude  di- 
recte de  (o)  et  (o^). 

,  Nous  avons  déjà  précédemment  remarqué  que  les  deux 
points,  de  contact  du  plan  bitangent  sont  snr  le  cercle 
comn^un  aip(  spbéres  (y)  et  (/))  qui  se  projette  sur  MM. 
Si  maintenant  nous  considérons  le  cène  enveloppe,  nous 
Tojons  que,  C^<t  étant  la  trace  d'un  plan  tangent  à  ce 
càçe,  Q|M  s^ra  la  projection  de  la  génératrice  de  contact. 

Cyflf  et  CtfM  sont,  comme  nous  allons  le  démontrer, 
parallèles  à  un  ^y^tème  de  diamètres  conjugués  d'une  co- 
nique qui  aurait  pour  axe  C^  g  (**) .  Or  c'est  là  la  condition 
nécessaire  et  s||iffisaute  pour  que  le  cène  soit  du  second 
degré. 

Remarquons  que  C^a  rencontre  37'  en  un  point  S 
précisément  situé  sur  la  corde  commune  Sa  à  (o)  et  (o'). 

(*)  La  Cfelide  offro  un  cas  particulier  des  surfaces  analla^atiques  du 
quatrlèraevordre  étudiées  par  M.  Moutard. 

(**)  Le  point  9  est  sur  t'axe  radical  de  (o)  et  de  (o'). 


(  "4) 

~En  effet)  les  deux  cercles  (o)  et  (o')  étant  tangents  à  la 
fois  à  (y)  et  à  (y^),  leur  corde  commune  contient  Tun  des 
centres  de  similitude  de  (y)  et  (y^) .  D'ailleurs,  la  droite  aj3^ 
qui  joint  les  points  de  contact  passe  également  par  ce 
centre  de  simili lude,  qui  est  encore  nécessairement  situé 
sur  la  ligne  des  centres  yy\  Ainsi  les  trois  lignes,  yy\ 
Cja,  aS  se  coupent  bien  au  même  point.  Ceci  posé^  dé- 
signons par  e  et  e'  les  angles  que  font  avec  oo'^  les  denx 
lignes  Cdoc  et. QM,  et  observons  que  MM',, corde  com- 
mune'à  (y)  et  (7'),  est  perpendiculaire  sur  la  lignedes 
centres  yy'. 

Le  triangle  rectangle  SCdCf  donne 


s» 

gle  &)  S  adonne 

■'■■■ 

Ser'         . 
rang  s'  = , 

1  :\  .  ■     .     .   f. 

1  -tj     fit\ 

*                  «    ,     ; ..    ^ 

»...')         ' 

U'  î  ^i^^itr 

d'où  y 

ci>er 
.     .  iang«X  tangr  z?:  -rr  ^7-*"=^  donst.  j     ^    »i^  ï  a  | 

KjJCF 

ce  qui  caractérise  les  deuK^  directions  de  ,deiuc  diamètres 
conjugués  d'une  coniipie^     '    ;      »'i'  .  •   '\r-i  -'^'i   *    î  •• 

.0^  p0iitdçnafiffconi^ctiretà  /i^  q^rclidauni  iiQnÇ:biUi^pf 
gent  du  secgnd  degré \V^^.  i^...i^. 

.  ]Houd  déterminerons  la  ligi^e  de  contacta  en  repiaiicfaan|| 
que  les  points  tels  que  M  ^ont  disposé^^  sur,  une  ctropn^n 
rence  décrite  de  co  (**)  comme  centre.  En  effet, 
QM  X  CrfM'  =  C^a  X  Crfa'. 


{^)  Dans  Tanallagmatique  générale  du  quatrième  ordre,  les  plans  dou- 
blement tangents  se  répartissent  suivant  les  plans  tangents  à  cinq  cônes 
du  second  degré  {voir  dans  les  Nouvelles  Annales,  2«  série,  t.  III,  p.  206,  la 
note  de  M.  Moutard). 

{**)  Le  point  u  est  au  milieu  de  la  ligne  00', 


(  ^^5  ) 
Ce  dernier  produit  est  constant,  parce  que  C^  est  le  centre 
de  similitude  de  (o)  et  (o').  De  plus,  MM' corde  com- 
mune k  (y)  et  {y')  est  perpendiculaire  en  son  milieu  D 
à  la  ligne  des  centres  77'.  Le  point  D  décrit  donc  une  cir- 
conféretaoe  dont  coC^  eét  le  diamètre  \  et  il  est  ainsi  prouvé 
que  M  et  M' sont  sur  une  même  circonférence  dont  co  est 
le  centre.  La  sphère  qui  a  pour  grand  cercle  la  circonfé- 
rence décrite  par  M  passe  évidemment  par  Tintersection 
des  spbères  (7)  et  {y').  Elle  contient  donc' les  points  de 
contact  du  cône  avec  la  cyclide. 

Ainsi  la  ligne  de  contact  du  cône  est  la  ligne  com" 
mune  à  la  sphère  (tù)  et  à  la  cyclide. 

Au  surplus,  il  serait  facile  de  construire  par  points  la 
projection  de  cette  courbe  sur  le  plan  oo\  Décrivons 
de  S  comme  centre  une  circonférence  qui  passe  par  M. 
Elle  sera  orthogonale  à  (o)  et  à  (o^),  parce  que  S  est  le 
centre  de  similitude  de  (7)  et  (7').  Par  conséquent,  les 
deux  points  d'intersection  p  tl  q  sont  sur  une  droite  qui 
passe  parle  centre  de  similitude  directe  C,de  (o)  et  (o'Y 
La  ligneT;^  est,  d'après  une  remarque  faite  au  commen- 
cement de  cet  artible,  la  projection  d'un  cercle  de  la 
cyclide.  €^  cerclé  coupe  le  cercle  commua  aux  sphères  (y) 
tl  (/),  projeté  sur  MM';  car  le  cercle  p^  et  le  cercle  MM' 
aoDt  tous  deux  sur  la  sphère  S.  Or  le  cercle  MM'  contient^ 
comme  nous  le  savons,  les  points  de  contact  relatifs  au 
plan  bitangent.  Donc  ces  points  se  projettent  sur  m  oft  se 
coupent  les  deux  droites  pq  et  MM'. 


.41111.  de  Maihémat,,  a«  série,  t.  V.  (Mai  1866.) 


(    226    ) 


SHUTIOBT  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DilNS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


*  Question  656 

(voir  2*  série,  tome  III,  ptfe  tlk); 

Démontrer  géométriquement  que  la  division  de  la 
circonférence  en  sept  parties  égales  se  ramène  à  la  tri- 
section de  r angle  dont  la  tangente  est  égale  àZ^. 

(Màtthew  Colliws.) 

On  sait  que  T inscription  de  l'heptagone  se  ramkie  à 
la  résolution  de  deux  équations,  Tune  du  deuxième  degré, 
l'autre  du  troisième.  Or,  la  résolution  d'une  équation  du 
troisième  degré  (qui  a  ses  trpis  racines  réelte$)  peut 
toujours  se  ramener  à  la  trisection  d'un  angle.  Ce  sont  la 
sans  doute  les  considérations  qui  ont  conduit  M.  M.  G>1- 
lins  à  la  construction  suivante,  qu'il  nous  a  communi- 
quée, et  dopt  fa  vérification  n'offre  aucune  difficulté. 

Sîoiei^t.40A'  ^  BOB'  deux  diamètre^  perpendiculaires 

1*^1111  à  l'autre  5  prenez  du  côté  àn  point  A',  00'=  ^  OA'i 

soit  AE  le  six^èmç  de  la  circonférence  \  menez  EC  paral- 
lèle à  AA'  et  qui  rencontre  BB' en  b\àxi  point  O'  comme 
centre  décrivez  l'arc  bYV  (le  point  U  est  sur  BB'). 
Soit  iD  le  tiers  de  cçt  arc.  En  prolongeant  jusqu'à  la  ren- 
contre du  premier  cercle  en  Z  une  perpendiculaire  abais- 
sée du  point  D  sur  AA',  l'arc  AZ  sera  le  septième  de  la 
circonférence  proposée.  P. 
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Question  742 

(Tolr  t*  lérie,  1. 1?,  p.  419)  ; 

Par  m.  L.  LACAUCHIE. 

Le  lieu  dès  foyers  des  paraboles  conjuguées  à  un 
triangle  donné  est  la  circonférence  des  neuf  points  de 
ce  triangle.  (J.  Griffiths.) 

Soit  ABC  le  triangle;  a,  p,  y  les  milieux  de  ses  côtés; 
les  droites  ^,  ya,  a|3  toucheront  les  paraboles  conjuguées 
an  triangle  ABC.  Le  lieu  des  foyers  est  donc  le  cercle 
circonscrit  au  triangle  a^y,  c'est-à-dire  le  cercle  des  neuf 
points  du  triangle  proposé. 

Note.  —  Autres  démonstrations  par  MM.  Banquenne,  F.  Richard,  Elliot. 
Hattéy  Ifiébylo^rski,  Muzaau,  Delaunay  et  de  Viaris,  Marraier,  Viant, 
Rondo  t. 


, .  '  Question  743 

I     j    •  (TOir  f*  série,  t.  IV,  p.  4ï9); 

.  .,.1..  ,  Par  m.  L.  LACAUCfflE. 

Soient  a\  b\  ic'  les  points  auxquels  les  côtés  d'un 
triangle  ABC  sont  touchés  par  le  cetcle  inscrit;  par  cha- 
^  ^èiin  des  ^ominets  A,  B^  C  on  mène  une  droite  parallèle  à 
1^  l^axe  d^homologie  des  triangles  ABC,a'iV,  et  on  dé- 
^stgn^  par  x,  y,  z  les  points  de  leur  intersection  a^ec  les 
.côtés  BC,  CA,  AB,  et  par  p  le  pied  de  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  centre  du  cercle  inscrit  [a'b'c')  sur 
Vaxe  d^homologie  des  triangles  ABC,  xyz  :  démontrer 
que  la  circonférence  des  neuf  points  du  triangle  ABC 
touche  la  circonférence  inscrite  [a'b*  c')   au  point  p. 

(J.  GBii'FrrHS.) 
Il  est  aisé  de  ramener  cette  construction  à  celle  qui 

i5. 


(  2a8  )  • 
faitrobjetdelaNoteinséréeparM.  Gcrono,p.  22i(i865). 
Les  droites  AH,  BG,  CM  ne  sont  "autres  que  les  droites 
Ao:,  B/,  Cz  de  renoncé  précédent.  En  effet,  soient  a, 


jS,  y  les  trois  points  qui  déterminent  Taxe  d'homologie  des 
triangles  ABC  et  a'b'c'\  on  sait  que  a  est  le  conjugué 
harmonique  de  a!  par  rapport  à  C  et  B,  donc  les  droites 
ya,  ydy  yC,  yB  forment  un  faisceau  harmonique.  Or  M 
est  le  milieu  de  CN,  donc  CM  est  parallèle  à  a|3y.  U  en 
est  de  même  des  droites  AH  et  BG. 

Le  point  N  n  est  autre  chose  que  le  point  z  ;  or  H,  G,  M 
sont  respectivement  les  milieux  des  droites  Ax,  B^,  Cz, 
donc  xj  coupe  AB  au  jpoint  F  par  où  passe  la  droite  HG;. 
de  même  yz  coupe  BC  en  E,  et  zx  coupe  CA  en  D^  donc 
FP  est  Taxe  d'homologie  des  triangles  ABC  et  xyz,  La 
Note  démontre  que  cette  droite  est  la  tangente  commune 
au  cercle  inscrit  et  au  cercle  des  neuf  points  \  la  proposi- 
tion est  donc  démontrée. 

Une  construction  analogue  s'applique  aux  cercles  ex- 
inscrits. 


Question  746 

(foir  rtérie,  t.  III,  p.MO}^ 

Par  m.  Meace  BUSCO. 
Démontrer  la  relation 

Isin  —  •  sin  —  •  sm  —  •  •  •  sid  -^ —  ' 

(        m  ^m  m  m 

.      TT  Stt      .     Ôtt  .     (m  —  i)^ 

sin  —  •  sin  —  •  sin  —  •  •  •  sin  -^ ^ 

im  3171  2.m  nm 

dans  laquelle  m  est  un  nombre  entier  pair. 

(E.  Câtalaii.)' 
En  posant  sin  a=i  Zj  on  a.  (voir,  par  exemple,  la  7W* 
gonométrie  de  M.  Serret),  pour  des  valeurs  paires  de 
rentier  positif  m, 

cosma  =  I z'  H- . . . 

(2IW  —  2)(2l7t  —  /i).,»m...2,    ^ 

IjC ■ —  2  ) 

t.a. .  .m 

'^îniir^  (m -♦- 2)  (/w  —  2)    , 

r-: =^  1  —  } ^ '  **  -i- . . . 

rà'vina  oosa  ^  1.2 

(2  m—  2)(2m^4)..:(m-4-2)(iii  — 2)...2^^,^ 

V  ZC  -7-; : — '~-« —  *      "  *       —  •^     9 

et,  poifr  des  valeurs  impaires  de  m, 

f cosma  lm-^i)im  —  i)   ,  . 

— :=  I  — -i ^-i- 2*  -f- . . . 

cosa  .  i*2t 

^  (a/»  — a)(27»  — 4)...2  ^^__, 


b) 


isin/Tia  lm-ht)lnt — 1)   ,  * 

sina  1.2.3 

^,  (2/W>~  2)(2m--4),..2  ^_,  ^ 
1.2.3.. .//I 


(  a3o  ) 
Le  rapport  des  coefficients  de  2^  et  de  z"""*  dan»  les 
deux  polynômes  (i) ,  c'est-à-dire  m^  représente  le  rapport 
renversé  des  produits  respectifs  des  racines  de  ces  poly- 
nômes ;  et  comme  ces  racines  sont  respectivement 

_i_   .      îf  .     .     3ir 

±sm  —  9     ±sin  —  J---Î 
2/71  2/11 

_.     .     27r        _,     .     /Lie 

2/71  2/71 

on  en  conclut  la  relation  de  M.  Catalan  qu'on  obtient 
encore,  dans  le  cas  de  m  impair,  au  moyen  des  for- 
mules {2). 

En  ayant  égard  aux  relations  ordinaires  entre  les  coei- 
ficients  et  les  racines  d'une  équation,  on  peut  trouver 
d'autres  formules,  par  exemple  : 


171^ 


sm* 

1 

2/71 

sm^-  — 

2/71 

ur  m  pair; 

m^ —  1 

I 

I 

1                              1 

sin* 

TT 
2/7t 

1              ..        1 
.   ,    37r 

2/7/ 

..-*- 


(m  —  r)ir 


2/71 


__, 

2/71 


pour  m  impair. 

Note.  --  M.  de  Virieu  a  démontré  la  même  formule. 


Question  750 

(TOir  pige  48}  ; 

Par  m.  marques  BRAGA, 

Élève  du  lycée  Saint-Louis  (classe  de  M.  Yacquant). 

Si  l'on  fait  la  projection  gauche  d'une  figure  plane 
sur  un  tableau  plan  et  si  ensuite  on  fait  touiTier  fun 


(  =»3»  ) 
des  deux  plans  caHour  de  leur  intersection  commune, 
les  deux  figwres  demeureront  toujours  les  projections 
gauches  Vune  de  Vautre.  (Âbel  Trânson.) 

U  suffit  de  démontrer  le  théorème  pour  une  droite  et. 
une  conique,  projections  gauches  Tune  de  l'autre.^  La 
conique  donnée  passe  par  les  points  A',  B',  A  7  et  par 
Tintersection  de  la  droite  donnée  avec  L.  (Nous  adop« 
tons  les  notations  de  M.  Transon-,  voir  t.  IV,  p.  385.) 
Or,  si  on  fait  la  projection  gauche  après  avoir  fait  tourner 
le  tableau  d'un  certain  angle,  aucun  de  ces  cinq  points  ne 
chaînera;  la  conique  ne  changera  donc  pas. 

ÀÊUre  démonstration  par  M.  Viant.  —  Ô  étant  un  point  du  plan  primitif 
et  a,  yS  les  points  où  OA  et  OB  rencontrent  la  droite  L,  le  point  O'  se  trouve 
à  la  rencontre  de  a  A'  avec  /SB'.  Or  quand  le  plan  du  tableau  tourne  au- 
tour de  h,  ces  droites  ont  chacune  deux  points  fixes  dans  le  plan  mobile, 
UYoir  a  et  A',  /3  et  B\  Le  point  C  reste  donc  toujours  la  protection 
gancbe  du  point  O. 


BULLETIN. 

(Tous  les  ouvrages  annoncés  dans  ce  BuUetin  se  troruveot  à  la  librairie 
de  Gauthier^VillarSy  quai  des  Aagustins,  55.) 


XL 

Spezi.  —  Memorie...  Notice  sur  un  manuscrit  grec  du 
f^atican.  In-8  de  i6  pages;  i865. 

Ce  manuscrit,  déjà  signalé  dans  les  Comptes^  rendus  de  VA- 
eadémie  de  Berlin  par  M.  Parthey,  est  un  in-folio  du  xui®  siècle 
et  d*une  très-belle  écriture.  Après  avoir,  dans  une  introduction 
de  cinq  pages,  montré  combien  il  est  beau  et  louable  de  répandre 
les  monuments  de  l'antique  savoir,  ce  qui  assurément  ne  sera 
contesté  par  personne,  M.  Spezi  donne  le  catalogtfe  des  ou- 
vrages, au  nombre  de  quarante-neuf,  contenus  dans  le  manu- 
scrit igi.  On  y  trouve  les  noms  de  Ëuclide,  Afarin,  Ptoléniée, 


(  a3a  ) 
Aristarque,  Eotocius»  Proclus,  Aratus,  Bîpparque,  Eratasthèoe, 
Aristoxène,  Diophante  (les  six  premiers  livres)»  etc.  Quelques 
explic^doDS  seraient  à  désirer  sur  le  contenu  de  certains  opus- 
cules. Qu'est-ce  qu'un  Valens  d'Antiochey  qui  a  fait  une  An- 
thologie âstrônoniiijue  en  huit  livres  (OomXufToç  X9rtû;^istç  «v- 
éwXûyiSvf  p.  8^  à  lo'^)?  Pluisieurs  Traités  paraissent  fa'avoir 
jàinaift  été  )nr>primés  et  appartenir  à  dés  auteurs  dont  on  ne 
odmialssfdt  q»e  le  nom.  'Qné  reAfernoent-ils  d^iitéressant? 

ToRTOLini  (Bàrnàbà).  —  Elenco...  Liste  des  Travaux 
scientifiques  de  Barnaba  Tortolini,  Pr4>fes8eiir  de  Cal- 
cul supérieur  à  l'Université  de  Rome,  Tun  des  quarante 
de  la  Société  Italienne.  In-8  de  lo^pages.^      .\.  ...;«. 

Le  mérite  scientifique  de  M.  Tortolîni  est  connu  de  tous  les 
géomètre^.  La  présente  liste  constate  la  publication  d*un  ou- 
vrage séparé,  les  Éléments  de  Calcul  infinitésimal^  et  de  quatre- 
vingt-dix-sept  Motes  ou  Mémoires  insérés  dans  les  recueitonui- 
vants  :  Journal  académique  de  Rome  y  Recueil  de  lettres  et  autres 
écrits  relatifs  à  la  Physique  et  aux  Mathématiques^  Journal  de 
Crelle^  Actes  de  l 'Académie  pontificale ^  Mémoires  de  la  Société 
Italienne^  Annales  des  Sciences  mathématiques  et  physiques^ 
Annales  de  Mathématiques  pures  et  appliquées.  M.  Tortolini 
est  né  à  Rome  le  19  novembre  1808. 

xra. 

Lamàrle  (Eunest),  Associé  de  l'Académie  royale  de  Bel- 
gique. —  Note  sur  les  héliçoïdes  gauches  susceptibles 
de  s^appliquer  et  de  se  développer  les  uns  sur  les 
autres^  détermination  géométrique  de  la  série  des 
surfaces  de  réi^olution  sur  lesquelles  peut  s^ appliquer 
un  héliçoïde.  In- 8  de  16  pages.  (Extrait  des  Bulle- 
tins de  Vjicadémie  royale  de  Belgique^  2,^  série, 
t.  XIX,nr4.) 


(  ^33  ) 


XIV, 


Catalàh  (Eugeue),  Associé  de  l'Académie  royale  de  Bel* 
^^e.  Professeur  à  TUniversilé  de  Liège.  —  Note  sur 
Vintégjratipn  d'uin  système  d^ équations  homogènes, 
ln-8^^(d^^8|iage$^.(  Extrait  des  Bulletins  de  Vjâcadé^ 
mie  royale  de  Belgique,  i.  XXI,  n°  i  •  ) 

Soient  les  équations 
chacun  de  ces  rap))orts  est  égal  à 
Posoaa 

/ X         ;_  y 

l  ■~cX-hc'V-+-c"X"~'*' 

on  tire  des  trois  équations  homogènes  (3)  réquation 

a-^s        a'  a" 

h        b'  -^  s        b" 
c  c  c"  -*  s 

qui  étant  du  troisième  degré  donnera  trois  valeurs  5„  jj,  ^3 
pour  *,  et  il  en  résultera  des  valeurs  correspondantes  X„  Xj,  Xa, 
X',,  etc.,  pour  X,  X',  X'^.  Chacun  des  rapports  (i)  étant  égal  au 
rapport  (2)9  ou 


(  a34  ) 
quelle  que  soit  la  valeur  de  s,  on  aura  donc 

Si  Si 

équadoDS  faciles  à  intégrer. 

Cet  élégant  procédé  dispensera  de  fecourir  à  la  méthode 
générale  qui  consiste, -comme  on  sait,  à  éliminer  toutes  les  va- 
riables moins  deux  à  Taide  d^un  certain  nombre  de  différen- 
tiations. 

XV. 

Vab  der  Mbnsbrtjgghe  (G.).  —  Sur  les  propriétés  âsr 
deux  droites  faisant  avec  un  axe  fixe  des  angles 
complémentaires.  In-8  de  i4  pages.  (Extrait  des.  jffut 
letins  de  V Académie  royale  de  Belgique,) 

L*auteur  appelle  réciproques  deux  rayons  vecteurs  qui  font 
avec  l'axe  des  angles  complémentaires,  mauvaise  dénomination, 
le  mot  réciproque  ayant  déjà  un  sens  universellement  admis. 
En  prenant  sur  le  rayon  vecteur  d'une  courbe  une  longueur  qui 
soit  quelque  fonction  simple  du  rayon  vecteur  réciproque ,  on 
trouvé  une  autre  courbé  qui  a  certaines  relations  avec  la  pre> 
mière.  On  arrive  ainsi  à  quelques  générations  de  courbes  et  à 
des  énoncés  nouveaux  de  théorèmes  connus.  Ainsi  le  théorème  III 
de  la  page  i3  revient  à  dire  que  ta  somme  des  carrés  ^e  deux 
diamètres  perpendiculaires  dans  l'ellipse  est  égale  à  la  somme 
des  carrés  des  axes.  Car  la  réciproque  d'un  diamètre  n'est  autre 
que  la  droite  symétrique,  par  rapport  à  un  axe,  du  diamètre 
perpendiculaire  au  premier. 

XVI. 

6ey»ag,  Professeur  de  Mathématiques.  —  Traité  d^A^ 
rithmétique.  In-8  de  xvi-256  pages  ^  i865. 

«  Les  vérités  mathématiques,  dit  l'auteur,  se  soutiennent  el 
se  succèdent  dans  un  ordre  logique  que  l 'analyse  fait  décou- 
vn'r.  Comme  Tétude  des  Mathématiques  ne  peut  être  utilement 


(  a35  ) 
abordée  que  par  des  esprits  droits  et  sérieux^  la  méthode  ana^ 
fyHque  amvieni  mieux  que  toute  autre.  Cette  méthode  a  le 
double  privilège  de  ne  pas  nous  retenir  dans  des  limites  étroites 
et  de  faciliter  le  développement  des  aptitudes  scientifiques  de 
ceux  qui  l'appliquent.  Pour  ces  motifii,  nous  avons  cherché  à 
établir,  dans  la  première  étude  des  sciences,  une  marche  ayant 
pour  objet  d'initier  aux  ressources  de  Vanaijrse^  méthode 
donfr  le  caractère  est  de  donner  aux  principes  le  degré  de  géné- 
ralité qui  leur  est  propre.  Dès  lors  les  règles  du  calcul  n'ont 
plus  rien  d'arbitraire.  »  Comme  M.  Beynac  ne  nous  dit  pas  ce 
qu'il  entend  par  analyse  (le 'mot  est  susceptible  de  trois  ou 
qaatre  sens  différents),  il  est  bien  difficile  déjuger  si  la  mé- 
thode dont  il  parie  mérite  tant  d'éloges.  En  fait,  les  avantages 
ngnalés  appartiennent  a  toute  bonne  méthode  quelle  qu'Ole  soit. 
Mais  nous  ne  voulons  pas  chicaner  l'auteur  sur  une  chose  aussi 
peu  importante  qu'une  préface.  L'important  est  que  l'ouvrage 
soit  dair,  méthodique,  complet.  Or  il  possède  toutes  ces  quali- 
tés. Il  se  distingue  en  outre  par  un  grand  nombre  d'exercices 
empruntés  à  l'arithmologie. 

xvn. 

Fo&Ti  (ÂNGELo),  professeur  d^ Algèbre  et  de  Mécanique 
au  lycée  royal  de  Pise.  —  Lezioni  elemenlari  di  Mec- 
canica,  àd  uso  dei  RR.  Licei  (Leçons  élémentaires 
de  Mécanique).  Volume  in^i2  de  337  pages;  i865. 

Cet  ouvrage  est  conçu  sur  un  plan  qui  nous  paraît  excellent. 
1/auteur  a  su  se  tenir  également  loin  de  deux  excès  que  nous 
avons  vus  régner  tour  à  tour  dans  la  direction  des  études  méca- 
niques. Il  ne  prétend  nullement  réduire  cette  science  à  une 
abstraction  pure,  où  les  formules  remplaceraient  les  expé- 
riences. Partout,  aii  contraire,  il  invoque  l'observation,  soit 
pour  préparer  les  développements  théoriques^  soit  pour  leur 
servir  de  vérification  et  en  rehausser  l'intérêt  par  des  exemples 
pratiques.  Mais  il  profite  de  l'occasion  pour  donner  aux  élèves 
un  recueil  d'excellents  exercices  de  calcul  algébrique^  qui  ne 
laissent  pas  pour  cela  d'éclaircir  les  théories  de  la  science  des 
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forces.  Cela  vaut,  infiniment  mieux ,  pour  renseignement  élé- 
mentaire, que  les  recueils  de.  formules  abstraites  ôti  de  pro« 
blêmes  en  Tair. 

Le  seul  reproche  que  nous  lèroas  à  Tauteur,  c'est  de  n'avoir 
peuirétre pas  assez  nettement  séparé  Tétude  du  mouvementcn 
lui-même,  ou  la  Cinématique,  de  l'étude  du..i|ioavemeot<rsp** 
porté  à  ses  causes,  ou  de  la  Dynamique.  Cette  .séparatiottuiiiH 
.  jourd'hui  universellement  adoptée  en  France,  peut  é|ve  am»r 
dérée  comme  une  des  causes  les  plus. importantes  des  pniff^ 
récents  de  l'enseignement  de  la  Mécanique.  Du  reste,  il  suiv- 
rait, peur  parer  à  l'inconvénient  que  nous  signalons,  de  faire 
quelques  transpositions  dans  l'ordre  des  matières,  ce  qû!i  J^ 
peut  offrir  auoane  difficulté  à  un  professeui^  intell^ient.  ^ 

I|U>us  ^.sigiuilerons  .partieofièremenc  à  l'attention  des .  léèèbVLri 
les  démonslratioi^  4e  l'expression  du  travail  des  machines  et 
de  risochronisme  du  pendule,  où  l'auteur  a  suppléé  .d'mie 
manière  simple  aux  connaissances  du  calcul  infinitésimal  qui 
manquant  aux  élèves.  J.  H. 


CORRESPONDANCE. 

-  ■■— —  .'   o  ,w 

M»  Picart,  à  Paris.  -^  «  Ycnis  me4einaiidez  une  jwt-'^"' 
tificatioa  au  théorème  sur  lea  lignes  géodésîques  dés^^ 
surfaces  gauches,  que  j'ai. ^iioncé  dans  le  Bulletin  de  la'  ' 
Société  Philonuuhiguej  et  que  vous  avez  reproduit  dans"' 
le  numéro  de  décembre  des  Nousf elles  Annotes,  ' 

»  Je  m'empresse  de  vous  fournir  quelques  explication^  *' 
sur  ce  sujet.  •' 

»  Ayant  appris  de  M.  O*  Bonnet  qu'il  venait  de  dé-  * 
montrer  que  Içrsque  deux  surjdces gauches  sont appli^'^ 
cables  Vane  sur  l'autre,  les  génératrices  rectilignes  de^ 
ces  surfaces  sont  nécessmrement  des  lignes  homologues^ 
je  cherchai  de  monc6té  une  démonstration  de  ce.théo* 
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i^e  rem^fijuable  qui  comblait  ime4«cttne  dans' la  théo- 
rie de  la  défoitmalien  det^  sarfaces  gancbes.  Voici  là  mé- 
thode que  je  suivis.  Gomme,  dans  la  déformation  d^une 
surface  ^elconque*^  la  courbure  géôdésîque  des  lignes 
tracées  vsnr'CMtescirface  et  la  coiiirburè  de  ïa  surface 
elle*mèiii6'<M&^cbacun  de  ses- points  né  sont  pas  altérées^, 
je'lne  preipcéai  dé 'voir   s^il  '  existe  *  sur  une  surface 
gascbedèè  systèmes  dé  lignes  gçodésiques  le  long  des-^ 
quèllès^^'la  courbure  dé  la  surface  suive. la ^ même  loi  que 
le  long  des  génératrices  rectilignes.  J'arrivai  à. une  équa^- 
tîonq^ui  me  donnait,  .en  cloaque  point,  4oux  directions 
de  lignes  géodésiques  satisfaisant  à  cette  condition.  Par-- 
tant  alors  ide .  ce  fait,  que  sur  les  surfaces  gauches  du- 
deui^ème  degré  il  y  a  bien  deux  systèmes  de  lignes' 
géodésiques  semblables,  savoir  les  deux  systèmes  de  gé- 
nératrices   recJtilignes,   et  poussé  par  un  besoin  trop 
prompt  de  généralisation,  je  me  hasardai  à  conclure 
(sous  toutes  réserves)  que  ces  deux  systèmes  de  lignes 
géodésiques  existaient  sur  une  surface  gauche  quelcon- - 
qae.  Je  fis  part  de  ma  méthode  e||;;tlième  temps  que  de 
mes  doutes  à  la  Société  Philomathique  en  février  1864. 
M.  O.  Bonnet  était  présent.  Au  sortir  de  la  séance,  il 
me  fit  la  remarque  que  Tanalyse  devait,  en  effet,  indi- 
quer généralement  deux  directions  dé  lignes  géodésiques 
remplissant  la  condition  ci-dessus  énoncée,  puisque  ces 
deux  directions  existent  sur  les  surfaces  gauches  prove- 
nant de  la  déformation  des  surfaces  du  second  degré  ^ 
mais  que  Tune  de  ces  directions,  pour  être  acceptable, 
était  soumise  à  des  équations  de  condition  qui  précisé- 
ment imposant  à  la  surface  gauche  la  nécessité  d'être 
applicable  sur  une  surface  du  deuxième  degré.  Je  recon- 
nus bien  vite  la  justesse  de  l'observation  de  M.  Bonnet, 
et,  pour  la, confirmer,  je  me  mis  à  chercher  les  relations 
qui  doivent  exister  entre  les  paramètres  différentiels 
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d^nne  surface  gauche  pour  que  cette  surface  soit  double- 
ment réglée.  Je  trouvai  ainsi  trois  équations  encore  iné- 
dites qui  me  permirent  de  faire  la  vérification  désiriée. 

»  Ne  pouvant  assister  à  la  séance  suivante  de  la  Société 
Philomathique,  je  priai  M.  Bonnet  de  vouloir  bien  pi^ 
senter  lui-même  la  rectification  du  théorème  général 
que  j'avais  communiqué  sous  toutes  réserves.  Depuis 
lors,  je  ne  m'en  suis  plus  occupé,  et  grande  fiit  ma 
surprise  d'apprendre  par  vous,  Monsieur,  que  l'énoncé 
de  ce  théorème  avait  été  inséré  dans  votre  estimable 
journal.  Yeiiillez  croire  que  si  je  m'en  étais  aperçu  plus 
tôt,  je  mie  serais  empressé  d'aller  au-devant  de  votre  dé- 
marche, et  de  vous  fournir  spontanément  les  explications 
rectificatives  que  vous  m'avez  demandées. 

»  P.  S.  —  Permettez-moi,  Monsieur,  à  cette  occasion, 
de  vous  communiquer  les  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes pour  qu'une  surface  gauche  soit  doublement  réglée. 

»  Si  l'on  désigne  par  dp  la  plus  courte  distance  de  deus 
génératrices  infiniment  voisines  et  par  rfco  leur  angle, 
par  dp'  et  rfw'  les  éléments  analogues  de  la  surface 
gauche  conjuguée  (c'est-à-dire  de  la  surface  formée  pai 
les  perpendiculaires  communes  aux  génératrices  succes- 
sives), ces  conditions  sont  exprimées  par  les  équatioQi 
suivantes  :  • 

d(ù   d}  tu!        d(ù'  d^tù 

,,,  {do>\'d'p'        (dp'  d,^         .da'\d^,a 


(*)  1^9  quantités  -j~)  -r— >  -v-  sont  ce  que  j'appelle- les  paramètres  dij- 
dp     dp     dp 

JérénUeli  de  la  surface  gauobè. 
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dp 
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a  el  b  étant  deux  constantes. 

»  Si  Ton  remarque  que  v  est  la  cotangente  de  Tangle  i 
sous  lequel  la  ligne  de  striction  coupe  la  génératrice,  cette 
dernière  équation  peut  s^écrire 

iZ")  coli=^ ^-^. 

^     '  m 

»  De  là  on  déduit  la  définition  générale  des  surfaces 
réglées  applicables  sur  les  surfaces  gauches  du  second 
degré.  Elle  est  fournie  par  les  équations  (n'),  (3')  dans 

lesquelles  u  est  remplacé  par  -j  9  et  qui  deviennent  ainsi 


(5) 


sjk[—k^-^b'k^-hak  —  m)' 
ak  —  im 


k  ^mk 

»  Dans  le  cas  où  la  constante  m  est  nulle,  c'est-à-dire 
où  la  surface  est  un  paraboloïde,  ces  deux  formules  doi- 
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vent  être  remplacées  par 

(6)  *  =  7' 

(7)  cp  =z  ^cp^  —  /i*  H-  d^ 

71,  c  eld  étant  trois  nouvelles  constantes. 

))  On  peut  déduire  de  ces  formules  diverses  consé- 
quences géométriques  intéressantes.  » 


QUESTIONS. 

760,  Etant  donnée  une  surface  dii  second  ordre  dont 
le  centre  est  O,  il  y  aura  une  infinité  de  tétraèdres  con- 
jugués par.  rapport  à  cette  surface  et  en  même  temps  cir- 
conscrits à  une  sphère  dont  le  centre  est  un  point  arbi- 
trairement choisi,  C  ^  si  r  est  le  rayon  de  la  sphère  inscrate, 
si  I  est  le  point  d'intersection  du  rayon  vecteur  OC  avec  le 
plan  polaire  du  point  C,  par  rapport  à  la  surface,  on  a  la 
relation 

aa^  a 6,   2c  représentant  les  valeurs*  algébriques   des 
axes  de  la  surface  du  second  ordre.  (Pain vin.) 

761 .  Si  la  surface  donnée  est  un  paraboloïde,  et  I  le 
centre  de  la  section  de  la  surface  par  le  plan  polaire  du 
point  C,  on  a  la  relation 


G-^)=-' 


7p  et  ^g  étant  les  paramètres  des  sections  principales. 

(Painvin.) 
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NOUVELLE  MÉTHODE  POUR  DÉTERMINER 
LES  CARACTÉRISTIQUES  DES  SYSTÈMES  DE  CONIQUES  (*)-, 

Par  m.  H.-G.  ZEUTHEN  (de  Copenhague). 


I.  —  Exposé  de  la  méthode. 

1.  Nous  adopterons  dans  ce  travail  les  notations  de 
M.  Chasles,  et  nous  supposerons  connus  les  principes  de 
sa  méthode,  tels  qu'ils  ont  été  exposés  ici  même  dans  le 
numéro  de  mai  (p.  ipS)*  ' 

Nous  désignerons  par  X  le  nombre  des  coniques  d'un 
système  (fx,  v)  qui  se  réduisent  à  une  droite  double  limitée 
à  dëà^  poiiïts,  et  par  et  le  nombre  des  coniques  de  ce 
systêmet^idtit  un  point  double  ou  qui  se  composent  de 
rensettible'de  deux  droites.  On  aura  donc  (poir  p.  196) 

i   *    '.        ■■  ■;       •;         '.  :      -■■•'■  [        ■■-.'••■"■•.      . 

X  =  2fx  — V, 

.  m  p=  2y  -TT  f*f     . 

d'où  Ton  déduit  pour  les  caractéristiques  d'un  système 
les  expressions  Suivantes  : 

(1)  I  .  f.==i(2>H-tt), 

(2)  v=r:i(2rT-f-X).     "  -    •'-     /"   ' 


{*)  Ce  Mémoire  est  extrait  d'une  thèse  écrite  en  danois  et  inttiulée  :  Nou- 
velles corUrikutiotts  à  la  théorie  des  tiy sternes  de  commues'*  In-8  de  98  pages. 
Copenhague,  i865.  L'auteur  a  bien  voulu,  à  notre  demande,  traduire  la 
partie  de  cotte  thèse  qui  contient  ses  recherches  personnelles. 
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La  déterininalion  des  caractéristiques  d*un  système  dé- 
pend donc  de  celle  des  nombres  X  et  cr  des  coniques  sin- 
gulières qu'il  contient. 

2.  Pour  déterminer  les  nombres  X  et  of,  il  s'agit  de 
trouver  :  i^  sur  quelles  droites  sont  situées  les  coniques 
infiniment  aplaties,  et  quels  points  sont  doubles  dans  les 
autres  coniques  exceptionnelles  ;  a°  quelles  coniques  sin- 
gulières de  la  première  espèce  sont  situées  sur  chacune 
des  droites  trouvées^  et  quelles  coniques  singulières  de 
la  seconde  espèce  ont  à  chacun  des  points  trouvés  un 
point  double;  3^  combien  de  fois  chacune  des  coniques 
singulières  qu^on  a  trouvées  est  comptée  dans  les  nom- 
bres X  et  C7. 

Les  deux  premières  questions  demandent  la  détermi- 
nation d'une  droite  et  de  deux  points  situés  sur  cette 
droite,  ou  d'un  point  et  de  deux  droites  piassaut  par  ce 
point.  Les  quatre  conditions  du  système  suffisent  pour  y 
répondre. 

La  dernière  question,  où  l'on  cherche  à  déterminer  le 
coefficient  avec  lequel  chaque  conique  singulière  entre 
dans  X  ou  C7,  offre  de  plus  grandes  difficultés.  Nous  com- 
mencerons par  les  systèmes  simples  dont  les  caractéris- 
tiques sont  bien  connues,  pour  nous  préparer  à  vaincre 
les  difficultés  auxquelles  donnent  lieu  les  systèmes  plus 
compliqués. 

IL  —  Détermination  des  caractéristiques  des  cinq  sys- 
tèmes élémentaires, 

3.  On  peut  déterminer  ces  caractéristiques  par  notre 
méthode,  en  sachant  seulement  qu'il  n'y  a  qu'une  seule 
conique  qui  passe  par  cinq  points  donnés. 

INous  désignerons  par  p  la  condition  de  passer  par  un 
point  donné,  et  par  /  celle  de  toucher  une  droite;  les 
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systèmes  élémentaires  seront  donc 

(Pi,  Pi^   Pz>   Pa)^{1*''^    '•'M 

(;>..  p,,  /.,  /,)  s(f*-,  v'") 
(y.,  /.,  /„  4)  =(f.-,v-) 
(/.,    /,,     4,     /,)  =(a^    v^) 

/',  cï',  TJ^  xs"^  etc.,  désigneront  respectivement  les  valeurs 
de  X  et  de  17  relatives  à  ces  divers  systèmes. 

4.  Le  système  (p,,  p,,  ps,  y^;^)  ne  contient,  en  général, 
aucune  conique  infiniment  aplatie;  X' sera  donc  égala  o. 
On  peut  faire  passer  trois  couples  de  droites  par  quatre 
points  donnés,  et  le  système  contient,  par  conséquent, 
trois  coniques  à  point  double.  On  aura  donc  C7'=3x, 
X  étant  un  nombre  entier  et  positif.  Les  formules  (i) 
et  (2)  du  n^  1  donnent 

Or  on  sait  que  |x'  =  i ,  puisque  yJ  est  le  nombre  des  co- 
niques qui  passent  par  cinq  points  donnés.  Donc  aussi 
r  =  I  et  v'=  2,  et 

[Pij  P^^Pzi  P*)  =  {U  2). 

5.  Le  système  (pi,  p^^  p^f  l)  ne  contient  aucune  co- 
nique infiniment  aplatie  5  donc  ')J^-=  o. 

Si  la  di^oite  pi  pt  rencontre  la  droite  /  au  point  o,  les 
deux  droites  pi  pt  et  op^  composeront  une  conique  à  point 
double  qui  satisfait  aux  conditions  du  système.  Il  y  en  a 
deux  autres  qui  résultent  d'une  permutation  des  points 
donnés.  Par  conséquent 

y  étant  un  coefficient  encore  inconnu. 

i6. 
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La  substitution  des  valeurs  trouvées  de  l"  et  X3"  dans 
les  formules  (i)  et  (a)  donne 

Or  /ix"  est  le  nombre  des  coniques  qui  passent  par  quatre 
points  donnés,  et  touchent  une  droite  donnée,  soit 
N  (pi^  /7i,  ^8,  p4,  /).  Mais  nous  avons  exprimé  par  v'  ce 
dernier  nombre.  Donc  |ul"  c=  i/  =  2,  et,  par  conséquent, 

j=Q,  v''=4,  et 

(/>«>   P2y   Pi,    /)^(2,  4). 

6.  Au  système  (pt^pf,  /i,  /«)  appartient  une  conique 
infiniment  aplatie,  savoir  la  droite  qui  joint  les  deux 
points  donnés,  et  limitée  aux  points  où  elle  rencontre  les 
droites  données,  et  une  conique  à  point  double  composée 
des  droites  qui  joignent  aux  points  donnés  le  point  de  ren- 
contre des  droites  données.  Donc 

z  et  u  étant  les  coefficients  qui  indiquent  combien  de  fois 
les  coniques  singulières  entrent  respectivement  dans  X"' 
etdanso'''(*). 

En  transformant  le  système  actuel  au  moyen  du  prin- 
cipe de  dualité,  on  revient  à  un  système  de  même  espèce. 
On  aura  donc  X'''=  o'",  et  par  conséquent  z  =  11. 

Les  formules  (i)  et  (2)  donnent  maintenant 

Or 

Donc 

Zzrr«r=4,       v'"z=:4,       et      (/?.,  /7,  ,/,,/,)  =  (4,  4) . 

(*)  Les  équations  A'"=  s  et  rs"'=u  n'apprennent  rien  sur  X*"  et  w"'. 
Nous  ne  les  écrivons  ici  que  parce  que  nous  aurons  besoin  des  coefficients 
<  et  u  indépendamment  de  cette  question. 


{  ^45  ) 
7.  Au  système  (^,  /i,  Uy  l^)  appartient  la  conique  in- 
finiment aplatie  située  sur  la  droite  qui  joint  le  point  p 
au  point  de  rencontre  des  droites  /j  et  /j,  et  limitée  à  ce 
dernier  point  et  au  point  où  elle  rencontre  la  droite  /j.  Il 
j  aura  dans  le  système  encore  deux  coniques  aplaties 
analogues,  mais  aucune  conique  à  point  double.  Donc 


Au  moyen  des  formules  (i)  et  (  2)  on  trouve  donc 
Or 


^»^=r'2(%       v' 


par  conséquent 

V  =  2,       V*'  i^  '2, 

et 

(p,    /.,    /,,   /a)  £^(4,  a). 

8.  Au  système  (/|,  /,,  /s,  /«)  appartiennent  trois  co- 
niques infiniment  aplaties  qui  joignent  deux  des  points 
où  les  quatre  droites  données  se  rencontrent  deux  à  deux  \ 
mais  ce  système  ne  contient  aucune  conique  à  point 
double.  Donc 

et,  par  conséquent, 
Or 

^'„N(/?,    /.,    /.,   4,    /4)=z:v>>.::r   2; 

donc 

Sz.\,      vV-..  l,      et       (/,,/,,   /a,   /4)==.(2,   i). 

Les  caractéristiques  des  deux  premiers  systèmes  cic- 
mentaires  étant  trouvées,  celles  des  deux  derniers  au- 
raient pu  être  obtenues  au  moyen  du  principe  de  dualité. 


(M6) 
9..  Nous  avons  trouvé  pour  les  coefficieiits  x,  y,  z^  u^ 
u^  s  les  valeurs 

ce  qui  donne  lieu  aux  propositions  suivantes  dont  nous 
allons  bientôt  faire  usage. 

On  doit  compter  : 

Dans  les  nombres  A  qui  correspondent  aux  systèmes 
élémentaires  :  une  fois^  toute  conique  infiniment  apla- 
tie, joignant  deux  points  où  quatre  droites  données  se 
rencontrent  deux  à  deux,  et  limitée  à  ces  points;  deux 
fois^  toute  conique  infiniment  aplatie  passant  par  un 
point  donné  et  par  le  point  de  rencontre  de  deux  droites 
données,  et  limitée  à  celui-ci  et  au  point  où  elle  rencontre 
une  troisième  droite  donnée  \  quatre  Jois^  toute  conique 
infiniment  aplatie  passant  par  deux  points  donnés,  et 
limitée  aux  points  où  elle  rencontre  deux  droites  don- 
nées; 

Et  dans  les  nombres  xs  qui  correspondent  aux  mêmes 
systèmes  :  unefois^  toute  conique  singulière  composée  de 
deux  droites  qui  joignent  deux  à  deux  quatre  points  don- 
nés \  deux  fois  y  toute  conique  ayant  un  point  double  au 
point  d'intersection  d'une  droite  donnée  et  de  la  droite 
qui  joint  deux  points  donnés,  et  composée  de  celle-ci  et 
de  la  droite  qui  joint  le  point  double  à  un  troisième 
point  donné;  quatre  fois ^  toute  conique  ayant  un  point 
double  au  point  d'intersection  de  deux  droites  données^ 
et  composée  des  droites  qui  joignent  ce  point  d'intersec- 
tion à  deux  points  donnés. 

III.  —  Détermination  des  caractéristiques  d^un  système 
de  conique  qui  touchent  quatre  courbes  données. 

10.  On  peut  regarder  le  mouvement  d'une  conique 
variable  qui  touche  continuellement  une  courbe  donnée 


(  M7  ) 
à  volonté^  comme  compose  d'une  suite  de  rotations  au- 
tour des  points  successifs  de  contact,  ou  comme  une  suite 
de  glissements,  sur  les  tangentes  en  ces  points.  On  voit 
par  là  que  les  coefficients  des  coniques  singulières  du 
système  actuel,  qui  ne  dépendent  que  de  la  variation 
instantanée  d'une  conique  qui  satisfait  sans  cesse  aux 
conditions  données,  sont  les  mêmes  que  cei^x  des  coniques 
singulières  des  systèmes  élémentaires.  Les  théorèmes  du 
n^  9  donnent  donc  lieu  aux  suivants  : 

On  doit  compter  : 

Dans  le  nombre  i  relatif  à  un  système  de  conir- 
(jues  qui  touchent  quatre  courbes  données  :  une  seule 
fois,  toute  conique  infiniment  aplatie  joignant  deux 
points  oit  les  quatre  courbes  se  rencontrent  deux  à  deux 
et  limitée  à  ces  points ,  deux  fois,  toute  conique  infiniment 
aplatie  touchant  une  courbe  donnée,  passant  par  un 
point  de  rencontre  de  deux  autres  des  courbes  données 
et  limitée  à  ce  point  et  à  la  quatrième  courbe  (*)  -,  quatre 
fois,  toute  conique  infiniment  aplatie  touchant  deux 
courbes  données  et  limitée  par  les  deux  autres  ; 

Et  dans  le  nombre  u  relatif  au  même  système  :  urie 
fois,  toute  conique  singulière  composée  d'un  couple  de 
droites  dont  Vune  touche  les  deux  courbes  données. 
Vautre  les  deux  autres^  deux  fois,  toute  conique  ayant 
un  point  double  à  tun  des  points  où  une  courbe  don- 
née rencontre  une  tangente  commune  à  deux  autres^ 
et  composée  de  cette  droite  et  d^une  tangente  par  le 
point  double  à  la  quatrième  courbe ^  quatre  fois.,  toute 
conique  ayant  un  point  double  à  un  point  de  rencontre 
de  deux  courbes  données,  et  composée  de  deux  tangentes 
menées  par  ce  point  aux  deux  autres  courbes. 


(*)  C'csi-à-dire  à  l'un  des  poinls  oùellc  rcnconlrc  une  quatriénoe  courbe. 
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1 1 .  Dans  ce  qui  suit,  nous  désignons  par  C^^n  Ia  condi- 
tion de  toucher  une  courbe  de  l'ordre  m  et  de  la  classe  n 
ayant  d  points  doubles,  d' points  de  rebroussement,  t  tan- 
gentes doubles,  et  t^  tangentes  d'inflexion  (*).  Nous  appel- 
lerons aussi  la  courbe  elle-même  C„,«.  Les  différentes 
courbes  seront  distinguées  par  des  indices.  Le  système  qui 
nous  occupe  sera  donc  représenté  par 

V^«ii,f»ii    ^TO,,ii,^   ^i»i,n,î  ^*m4,n^)' 

Pour  trouver  les  nombres  de  coniques  singulières  qui 
appartiennent  aux  différentes   classes  nommées  dans  le 


(*)  Ges  nombres  qui  sont  entiers  et  positifs  satisfont  encore  à  trois 
équations  indépendantes  l'une  de  l'autre  qu'on  peut  écrire  de  la  manière 
suivante  : 

(I)  n  =  m(m— i)  — 2<i— 3<i', 

(II)  m=  n(n— i)--2  4  — 3/', 

(III)  2(d~0  =  ('»  — '»)('»-Hn  — 9). 

On  peut  remplacer  une  de  ces  trois  éqdations  par  la  suivante  qui  en  ré- 
sulte 

(IV)  a'— l'  =  3(m  — n). 

Au  lieu  des  équations  (111)  et  (  IV),  on  emploie  souvent 

i'  =  3m(m--a)  — 6d  — 8<l' 
ou 

d' =  3  n  (  n -— î» )  —  6«  —  8/', 

qui,  avec  (I)  et  (II)  fournit  le  système  d'équations  qui  portent  le  nom  de 
M.  Plûcker  {System  der  analytischen  Géométrie ^ip.  241-270;  Berlin,  i835). 
Les  équations  (III)  et  (IV)»  dont  l'usage  nous  sera  plus  commode  que  ce- 
lui des  deux  dernières  équations  de  M.  Pliicker  sont  déduites  de  son  sys- 
tème d'équations. 
Dans  ces  équations,  un  point  multiple  de   l'ordre  r  compte   pour 

-^ '  points  doubles,  une  tangente  multiple  de  Tordre  rpour — 

tangentes  doubles. 

Dans  la  discussion  actuelle,  il  ne  sera  question  que  du  degré  m  et  de 
la  classe  n  des  courbes.  C'est  pour  les  discussions  suivantes  que  nous 
avons  introduit  les  autres  nombres. 


\ 


i  (=»49) 

r  n^  iO,  il  faut  se  rappeler  que  deux  courbes  des  ordres  m^ 
et  m,  ont  mr.m,  points  de  rencontre,  et  que  deux  courbes 
des  classes  n^  et  n,  ont  rir.n,  tangentes  communes. 

Le  nombre  des  coniques  infiniment  aplaties  de  la  pre- 
mière espèce  (nommée  dans  le  n^  10)  sera  donc 

iWi  nti  •  iifs  m^  -+-  nti  m^ .  iWj  1114  -t-  /if|  /W4 .  /Wj  m^  =  3 .  /ni  m^  m^  m^ , 

Celui  des  coniques  infiniment  aplaties  de  la  deuxième 
espèce,  sera 

oiiOTs./ts  1W4  -I-  /iî|  m^*n^,m^  -f-  m^  m^^n^^m^  -+-  Wi  mi,n^.mi 
-+-  iW|  nt^,n2,fn3  -h /7i|  m^,n^.m2  -f-  niimi»  rix  m^ 
-4-  Fn^m^^n^ ./W|  -H  /Wj /7I4. /i|  ./7i|  -4-  /Wj  Wf4 •/^s./rai 

-f-  /7/8/W4./li./Wj -f-  I»s/7f4.n2    Wi 
=:  32/7l|  HIs  /Tts  /24. 

Celui  des  coniques  infiniment  aplaties  de  la  troisième 
espèce  sera 

«I  /Ij .  IW3 .  IW4  -4-  /Ij  «3 .  /Itj .  /IÎ4  -h  /îi  /I4 .  Wj  •  /W3 

-f-  /îj  /i3./Wi./iî4  -f-  /i3/i4./7t|  //ij  -f-  n^Hi^my  ,171^  =■  2//ÎI  m^n^iii. 

Par  conséquent, 

X  =  3/w,  m^m^m^  -f-  62/11,  m-im^n^  H-  4^^i^>  'ï3''4« 

De  même  on  trouve,  au  moyen  des  théorèmes  du  n*^  10 
sur  les  coniques  à  point  double, 

o  =  3/l|  /îa  /I8/I4  -4-  02/7?|  /la  /Î3  /Î4  -{-  ^^m^  iTiin^  /I4. 

La  valeur  de  xs  résulte  de  celle  de  X  par  une  permuta- 
tion des  lettres  m  et  tz,  ce  qui  est  aussi  une  conséquence 
du  principe  de  la  dualité.  Car  en  transformant  par  ce 
principe  le  système  actuel,  on  trouve  uu  nouveau  système 


(  25o  ) 

de  coniques  qui  touchent  les  quatre  courbes  homologues 
aux  courbes  dooiiées. 

En  substituant  les  valeurs  trouvées  de  7i  et  de  cj  dans 
les  formules  (i)  et  (2)  du  n^  1,  on  trouve 

fA  =  2/7I| /7?2  Hts  #114  +  ^^''^i '''s ^3  ^^4 
,^      ,     ,  -I-  42'''l'''2''s''4  -+-   2  2/W,  /l,/l3/l4  -t-    /î,  /Ijlî, /I4, 

{3a)  { 

V  =  /W,  IW,  III3  »l4  -f-   2  2lW,  /Ifj  /W3  «4 

"{-./^ImimintRi  -h  ^Zmtntn^n^  -f-  2ii, /i3/r8/i4. 
Ces  valeurs  de  |ui  et  v  satisfont  donc  à  la  relation  (*) 

(3b)  (C„^,n,,    C^,.n,,    C«,,„,,    C«,,«J  =  (f*,  v). 

Les  formules  (3 a)  sont  encore  vraies  lorsque  Tune  des 
courbes  données  se  réduit  à  une  droite  ou  à  un  point, 
m  et  n  prenant  respectivement  les  valeurs  de  i  et  de  0 
ou  de  o  et  de  I . 

Lorsque  C^^„  est  une  courbe  générale  de  V ordre  m, 
c'est-à-dire  une  courbe  de  cet  ordre  dépourvue  de  points 
doubles  et  de  points  de  rebroussement,  n  prend,  selon  la 
formule  I  de  M.  Plûcker  (**),  la  valeur  m  (m —  i). 

Ces  substitutions  donnent  lieu  à  beaucoup  de  corol- 
laires. 

IV.  —  Détermination  des  caractéristiques  d^un  système 
de  coniques  qui  ont  un  contact  double  as^ec  une 
courbe  donnée  et  des  contacts  simples  avec  deux 
autres. 

12.  Désignons  par   2C^,„  la  condition  d'un   contact 


("*)  Les  formules  (3)  résultent  de  la  formule  générale  et  du  corollaire 
du  théorème  LXXV,  donnés  par  M.  Chasles  dans  les  Comptes  rendus  de 
i 'Académie  des  Sciences^  du  i*'  août  18C4. 

("*)  Voir  Ta  va  nt"  dernière  noie. 


(  a5.  ) 
double  avec  C^^^^  alors  le  système  sera  représenté  par 

Les  théorèmes  du  n^  10  ont  encore  lieu  dans  ce  cas- 
ci,  où  deux  des  quatre  courbes  coïncident.  Seulement  îl 
faut  regarder  les  points  et  les  tangentes  doubles  de  Cm,n 
comme  des  points  communs  et  des  tangentes  communes 
aux  deux  courbes  qui  y  coïncident,  et  Ton  doit  se  rappe- 
ler qaune  tangente  de  C«,„  rencontre  encore  la  même 
courbe  en  m  —  2  points,  et  qu  on  peut,  par  un  point  de 
la  courbe,  y  mener  n  —  a  tangentes,  outre  celle  qui  la 
touche  en  ce  point. 

Cependant  le  système  actuel  contient  encore  d'autres 
coniques  singulières.  Lorsqu'une  conique  infiniment 
aplatie  est  tangente  à  la  courbe  €„,,„,  quatre  points 
d'intersection  coïncident  au  point  de  contact,  dont  deux 
appartiennent  à  chacune  des  deux  branches  coïncidentes 
de  cette  conique  singulière^  mais  les  deux  points  d'inter- 
section de  l'une  des  branches  sont  séparés  de  ceux  de 
l'autre,  et  la  courbe  Q„,„  n'est  en  général  touchée  que  par 
l'une.  Un  seul  cas  fait  une  exception,  celui  où  la  tangente 
de  C„,„  qui  renferme  la  conique  infiniment  aplatie  est 
une  tangente  d'inflexion.  Alors  la  conique  singulière  peut 
être  regardée  comme  la  limite  d*une  conique  dont  les 
deux  branches  qui  tendent  à  coïncider,  ont  chacune  avec 
C^,„  un  contact  et  une  intersection  qui  tendent  à  coïnci- 
der au  point  d'inflexion  (*).  On  voit  donc  que  toute  co- 
nique infiniment  aplatie  située  sur  une  tangente  d'in- 
flexion de  C^,„  et  limitée  par  les  deux  autres  courbes 
données  appartient  au  système.  Nous  supposerons  que  le 
nombre  de  ces  coniques  singulières  dans  l'expression  de  X 


(**)  Si  la  oonique  est  réelle,  C^„,  avant  l'inflexion,  coupe  Tune  des 
branches  de  ceite  conique  et  touche  l'autre;  puis,  après  l'inflexion,  elle 
touche  la  première  et  coupe  la  seconde. 


(  ^5:.  ) 
est  multiplié  par  le  coefficient  x  que  nous  de  terminerons 
plus  tard  (*). 

Il  n-est  pas  nécessaire  de  chercher  séparément  les  co- 
niques à  point  double  du  système,  puisque  le  principe  de 
dualité  peut  servir  à  déterminer  cr,  si  l'expression  deî 
est  connue  \  car  le  système  qu^on  trouve  en  transformant 
par  ce  principe  le  système  actuel  sera  de  la  même  espèce. 
Seulement  les  courbes  que  doivent  toucher  les  coniques 
seront  remplacées  par  leurs  réciproques.  On  trouve  donc 
xs  qui  est  le  A  du  nouveau  système,  par  une  permutation 
dans  l'expression  de  X  des  lettres  metn^d  et  t^  d'  et  t\ 

Pour  plus  de  clarté,  nous  écrirons  séparément  les  dif- 
férentes parties  de  \  avec  leurs  coefficients  respectifs  : 

~f-  2.[<y/î,  Wj  -f-  dn^my  -f-  mmx,[n  —  ^) w, 

-f-  w/w, .  «,  (m  —  I  )  -I-  /w/iîj  [n  —  2  )  /w, 
-î -  mm-t .n^[m  —  i )  H-  mymtn(m  —  2) ] 


4 . 1  //w,  W2  -t-  /2/ïi  [m  —  2)  Wa 


m(m—\)~\ 
nn-i [m  —  2 ) /w,  -f  /f ,  /îj 


4   xA'nix  /Wj, 


C^  )  On  doit  chercher  avec  soin  s'il  n'y  aurait  pas,  dans  les  systèmes  dont 
on  s'occupe,  plusieurs  coniques  singulières  autres  que  celles  qui  se  présen- 
tent par  elles-mêmes.  Dans  le  système  actuel,  on  pourrait  croire  en  trou- 
ver renfermées  dans  les  tangentes  aux  points  de  rebroussement  de  C„  „ 
et  limitées  parC„  „  ®*^»i»,ni>  nisii^  alors,  selon  le  principe  de  dualité, 
les  coniques  ayant  des  points  doubles  aux  points  d'inflexion  de  C^„  au- 
raient avec  elles  un  contact  double,  ce  qui  n*a  pas  lieu  évidemment. 

Du  reste,  quand  on  ne  sait  pas  décider  si  une  certaine  espèce  de  eu- 
niques  singulières  appartient  à  un  certain  système,  on  doit  introduire 
dans  Texpression  de  Jl  ou  de  cr  leur  nombre  multiplié  par  un  coefficient 
indéterminé  qui  doit  être  entier  et  positif. 
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i  faisant  la  permutation  indiquée,  on  trouve 

W  =   I  (  /  .  /t,  /I3  +  /Z/2, .  /I/Î3) 

H-  2.[r/?f,/Z3  -h  r///, /i,  -h  /i/i,(/w  —  2)  «s-t-  nn^m^(n  — 1) 
-4-  /ï/ia(/ii  —  3i)/i,  -f-  /î/ij  mx[n  —  1  )  H-  /î,  ff  a  m  (  /î  —  2)] 


4.[ 


dnxn-i-\-  mnti  (n  —  2  )  /i, 

4-  mmi(n  —  2)/t,  -f-  w,/??,  — ^ 1 

Les  trois  premiers  termes  de  u  représentent  les  coni- 
ques à  point  double  mentionnées  dans  le  n^  10.  Le  der- 
nier terme  représente  les  coniques  qui  ont  des  points 
loubles  aux  points  de  rcQ^roussement  de  €„,,»)  et  qui  sont 
composées  chacune  d'une  tangente  à  C;„,,„,  et  d'une  tan- 
»ente  à  C^„/„«  Cette  nouvelle  espèce  de  coniques  à  point 
loable,  correspond  à  la  nouvelle  espèce  de  coniques  apla- 
ties que  le  système  actuel  contient.  En  réduisant  les  ex- 
pressions trouvées,  on  aura 

X  =  m,  w,  (w'-h6/it/2  —  8m  —  /^n  -^  d  -h  /^t  -h  x.t') 

-f-  2  (m,  fii  -+-  /w,  «,  )  (/Wi  -f-  2/w/i  —  m  —  /^n  -h  d) 

-4-  7.nyni,m(m  —  i), 

cr  =z  /?,  /ï,  (/i'  -f-  6/W/2  —  8/1  —  ^m  -+-  f  -f-  4^  -^  x.d') 

-¥-  2(mi  /îj  -f-  /Wj/i,)  (/Î2  -+-  imn  —  n  —  ^m  -{-  t) 

-f-  2m,  mj/i  [n  —  i).  • 

En  substituant  ces  expressions  dans  les  formules  (1)  et 
(2)  du  n^  1,  on  trouve 

p  =z  yJ"  ntx  //Î2  H-  f*"  (  w,  «2  -+-  Wj  w,  )  -t-  ji'  /Ij  /?j , 


(,54) 
où 

ô 

|x'"=  ~(w'-f-6/w/î-f-/2'— 8w  —5//  -f-4^H- Jc^'-H^'), 
v'=r3  -(/w2-4-6w/î  H-  n'  —  5m  —  8/?  -h  r -f- 4^-+-^^/'), 
v"  =  -  (m2-+-6//7/l  -f-  2/î'— 9///  —  6/î-h  2f -f-r/), 
v^'rz:  ~  (/ii*H-6//?/i-f-4'ï'— 8^'  —8/1  +  4^  -h  art'  -^  d). 

ô 

13.  Pour  avoir  la  signification  de  fx',  fx'',  fz'",  v',  / 
et  v'",  remplaçons  successivement  Q„^,„^  et  C„„„,  par 
deux  points,  par  un  point  et  une  droite  et  par  deax 
droites. 

Cwi,nt  et  C,„,,„,  se  réduisant  à  deux  points,  on  a 

/71,=i /?î,=irO       et       /|,=i /l5Z=r  I, 

et,  par  conséquent, 

p  — ja',       v=:v'. 

Cm.,n,  se  réduisant  à  un  point,  C,„,;„^  à  une  droite,  on  a 

/w,  i=:«j=o     et     «,  i=/W,  =  I, 
et,  par  conséquent, 

Q«„/i,  etC^j^n^se  réduisant  à  deux  droites,  on  a 

/W,zrrlW2r=l       et       /î,:i=:/?5:=0 

et,  par  conséquent, 


(  255  ) 
ji\  ^\  etc.  sont  donc  les  caractéristiques  des  systèmes 
de  coniques  qui,  satisfaisant  à  la  condition  d'un  double 
contact,  satisfont  en  outre  aux  conditions  élémentaires  de 
passer  par  des  points  et  de  toucher  des  droites.  M.  Chaslcs 
appelle  aussi  ces  systèmes  élémentaires. 

Cette  circonstance  sert  à  la  détermination  du  coeffi- 
cient jr,  car 

v'  ~N(2C„.„, /?,,/?„  /)  =  p", 

La  première  de  ces  équations  s'écrit 

/w'  -h  &mn  -h  /i»  —  Sm  —  8/H-/-f-4^H-  ^d' 

ou 

xd'  =z  m  [m  —  i)  —  n  —  2rf. 

Or,  selon  l'équation  (I)  de  M.  Plûcker  (p.  248), 

3d':=:  m(m  —  i)  —  n  —  id. 

Par  conséquent, 

X  =  3. 

L'équation  v'':=(x''' donnerait  le  même  résultat. 

14.  En  substituant  x  =  3  dans  les  expressions  trou- 
vées dans  le  n*^  12  pour  ji',  fi"  etc.,  et  réduisant  au  moyen 
des  formules  de  M.  Plûcker,  on  trouve 

11*'  =  2  w  (m  -^n—  3)-^  t, 
lt."z=i  v'  r=  2//1  (m  -+-2«  —  5)-f>2/, 
[»!"=  it"=zin(7.m  4-/7  — 5)  H- 2</, 

Pour  donner  à  ces  expressions  la  forme  la  plus  simple, 
nous  y  avons  gardé  les  quatre  nombres  m,  n.dex  î  dont 
chacun  dépend  des  trois  autres. 


(  256  ) 
Les  valeurs  (4a)  satisfont  aux  relations  suivantes  : 

(2C^,„,  C«..„,,  C^,,,)=[(fA*'m,/iï,+  fA''(m,/i,-h/ii,«,)4-fi'/i,ff„ 

V*'/7I,IWa-+-v"(/W, /?,-+-  m,/i|) -h  v' !!,«,)], 

{2C«,„,    p,     /)=(p%v''), 
{2C«.„    /.,     /,)  =  (ft'",v-). 

Dans  le  cas  où  C^,„  est  une  courbe  générale  de  Tordre  m, 
d  =  d'  =  o^  et,  selon  les  formules  de  M.  Plûcker, 

n=:m(m — i),    t=:-m(m — 2)(/w*  —  9),   /'=3/ii(/îi— 2), 
les  formules  (4^)  seront  remplacées  par 

!fx'  —  -  /w  (m  —  i)(m»-h  3m  —  6\ 
^^^^  fi'''=v"=r/w(/ll  — l)(/ll»H>3/W--8), 

\    v'^z=im{m  —  i)  (/w' — 3). 

m=:i    donne    fx'=  fx"= /^"^=:  v'=  v''=  v'"=  o; 
m  =  2    donne    fx'=  p''= /'==  v'=  v''=  v"'==  4. 

15.  Dans  len^  13  nous  avons  trouvé  pour  le  coefB- 
cient  X  la  valeur  3;  ce  qui  donne  lieu  aux  théorèmes 
suivants  : 

On  doit  compter  dans  le  nombre  A  relatif  à  un  sys- 
tème de  coniques  y  qui  ont  un  double  contact  auec  une 


{^)  M.  Cremona  a  résolu  le  même  problème.  Le  savant  géomètre  y  em- 
ploie, à  côté  d'autres  moyens,  le  nombre  X  du  système  (aC,,^,  p^,  p^).  La 
différence  de  ses  résultats  et  des  miens  n^est  qn^apparente,  les  uns  peu- 
Tant  se  déduire  des  autres  au  moyen  des  équations  de  M.  Plûcker  {voir 
les  Complet  rendus  de  V Académie  des  Sciences^  du  7  novembre  i864)* 


(»57) 
courbe  C„,„  et  des  contacts  simples  a^^ec  les  deux  autres 

courbes  C^^^^^  et  C^^^n,' 

Trois  fois,  toute  conique  infiniment  aplatie  située  sur 
une  tangente  d'inflexion  de  C^^»  et  limitée  parles  deux 
autres  courbes  ; 
Et  dans  le  nombre  zs  relatif  au  même  système  * 
Trois  fois,  toute  conique  ayant  un  point  double  con- 
fondu ai^ec  un  point  de  rebroussement  de  Cm^n  t  ^^  com- 
posée de  deux  tangentes  menées  parce  point  aux  deux 
autres  courbes. 

\.  —  Détermination  des  caractéristiques  des  autres  sys- 
tèmes de  coniques  qui  ont  a^ec  deux  courbes  données 
des  contacts  du  premier  ordre ^  simples^  doubles  ou 
multiples, 

16.  Nous  aurons  à  trouver  les  caractéristiques  des 
systèmes  suivants  : 

(^C„,„,  2C;„^,„J  dont  les  coniques  ont  des  doubles 
contacts  avec  les  courbes  C„^„  ef  C,„j^„j  (*)  -, 

(  3C«,„,  C,„j,bJ  dont  les  coniques  ont  un  contact  triple 
avec  Ctm,n'i  et  un  contact  simple  avec  C^^  ^„,  ; 

(4C„,„)  dont  les  coniques  ont  avec  C„,„  un  contact 
quadruple. 

Ces  systèmes  ne  contiennent  de  coniques  irrégulières 
que  celles  qui  sont  nommées  dans  les  n°^  10  et  15,  avec  la 
seule  différence  qu'à  présent  plusieurs  courbes  ont  coin* 
cidé.  Pour  déterminer  les  nombres  X  et  fx,  nous  n'aurons 
lonc  qu'à  employer  les  théorèmes  contenus  dans  ces  nu- 
méros. 


(*)  MM.  Gbasies  et  Gremona  ont  donné  le  moyen  d'exprimer  les  carac* 
téristiques  de  ce  système  au  moyen  de  celles  des  systèmes  élémentaires  de 
coniques  qui  ont  avec  C„„  et  C^j^„,  séparément  un  double  contact  (Comptes 
rendus,  23  août  et  7  novembre  1864). 
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(a58) 
il.  On  trouve  pour  le  système  ( a C«,„,  aCU,,,,) 


=■[ 


-h3  k'' 


dd,  H î^ ! i 

- 1  [r//i, (  m,—-  2)  -f-  d^n[m  —  2)  -I-  /w/w, (/i — 2)  (//2|— i) 

-4-/wiWi(/», —  2)(/w  —1)] 

,  r  /w,(/w,  —  2)         m[m — i)  ,  .,  1 

•  4  1^^  — !-^ -^  +  r.  -^-^ ^'  -H.i/1.  (m  -  2)(m.-2)j 

«.  + — i — ^J 

■+■  2  [/«,  («I — 2)+r,TO(«  —  2)-t-/iB,(m  —  2)(n,— 1) 

-1-un,  (/»,— 2)(ii— 1)] 

En  substituant  ces  expressions  dans  les  formules  (1) 
et  (2),  on  trouve  après  une  réduction  assez  longue  (*)  : 

|X  =  -/l(/î—  l)/2,(/I,— -  l) 

n[[n —  i) — m[m  —  i)][/îi{«i  —  i) — 'Wi(wti  — i)l 

-l-[77l  (mH- 2/î  — 6)  +  ^]  [/Wl(Wl -h  2/ï, —5) -f-/|], 
=i=-/w  [m  —  i)/w,  (/If,  —  i) 


(5«) 


V 

2 


-f-[/2(«  -+-  2W  — -  5)H-</][/2,(/l,-|-2/lî,  — 5)-f-ûfl]. 


(*)  Cette  réduction  et  d'autres  qui  suivent  se  font  au  moyen  des  éqotr 
ions  de  M.  Plûcker(page  248)  et  ont  pour  but  de  donner  aux  exprès- 


(  a59  ) 
La  siguificatiou  dbe  ces  valeurs  de  fx  et  de  v  s'exprime 
par  le  symbole  suivant, 
(56)  (2C„,„,  2C«,.„j=(^,v). 

SîC„,„et  C«„„j  sont  des  courbes  générales  des  ordres  m 
etmi,on  sait  que 

»=:m(m  — i),     rf  =  o,     f  r=-/w  (/w— 2)  (w»— 9), 

les  formules  (5  a)  seront  donc  remplacées  par  les  sui- 
vantes : 


t=:-rw(/W  —  l)lfl,(/lî, —  l) 

\ 


X[w(w-f-3)»I,(/WiH-3)  —  2X72(3/71  -4-i3) 

--2iW4(3//i,-*-i3)-f-58], 
1^  =-/iî(iii — i)w,{jîf,  —  i) 

X  [(wi»-4-3wf  —  8)( wj  -4-  3//7,  —  8) 

~  2(2/»  —  3)(2i7î,  —  3)H-l]. 

Pour  m  =  I  ou  /Tii  =  I5  on  trouve  fjt  =  v  =  o. 
Pour  m=mi=  2,  on  trouve  ^=  v  =  6  (*). 

18.  Pour  déterminer  les  nombres  X  et  C7  du  système 
(3 €,„,»>  C«„ni)î  011  doit  se  rappeler  qu'une  tangente  dou- 
ble rencontre  encore  la  courbe  C„^„  en  m  —  4  points,  une 

sions  trouTées  la  forme  qui  me  semble  la  plus  simple  et  la  plus  com- 
mode. Comme  elles  ne  contiennent  rien  de  nouveau,  je  me  borne  à  indi- 
quer leurs  résultats.  On  peut  voir  la  justesse  de  ces  résultats  en  substi- 
tuant les  -expireBÛons  trouvées  dans  les  équations 

a/A — v=>l    et    2v  —  fiz=xs. 

{*)  Dans  ce  cas  particulier,  le  système  se  divise  en  trois  systèmes  par- 
tids  dont  chacun  a  ses  caractéristiques  égales  à  2.  (Poncelet,  Traité  des 
Propriciés  projeetiveSfn^*^TI  eisuÏY.f  dans  la  nouvelle  édition;  voir  aussi 
rji^fl^,  Trjiiié  desSefiioHS  coniques,  n»  497). 

»7- 


(  26o  ) 
tangente  d'inflexion  en  m — 3  points^  et  qu'on  peut,  parun 
point  double  de  C«^„,  faire  passer  n — 4  tangentes,  et  par 
un  point  de  rebroussement  n  —  3  tangentes,  outre  cellei 
qui  ont  ces  points  pour  points  de  contact.  On  trouve  donc 

X  =1  ,dmms. 

-H  i\d[n  — l{)m^-^dn^{m  —  2)-f- /?i/w,(/i  —  2)(iw  —  3)J 

-f-4.    ^(m— 4)'"!  H-  ^'^^ 

•4-3.f'(//i—  3)/7/„ 

-I-  i.[t{m  —  4)'ïi  -+-  tm^[n  —  2)4-/1/1,  (m --  2)(/i  —  3)] 

-+-4.    rf(/î--4)/î,  -Jt-mm,  '-^ ^ 

-l-3rf'(/ï  — 3)/?,. 

En  substituant  ces  expressions  dans  les    formules  (() 
et  (2),  on  trouve,  après  réduction, 

fA  =  /\/II,-f-fA'./l., 

V  =  v".//;,  -h  v'./i,, 
où 


fA'=-[2/w'-|-6/w2/2  —  /!'—  3o/W^—  18 


/W/î 


3' 

-f-  i3/i'-f-84/w  —  42'ï 

H-(6/wH-3/ï--26)/], 

fA"=v'=gj(///  -f-/i)[~(/w  +  /i)2— 7(/w-i-/i)-i-48] 
(6û){  -f-4/w/i[3(/iî-*-/i)— 13] 

-+-2(//-h/)[3(/W-+-/l)— 20]|, 
v"=:^[—  /w'-f-6/W/l'-4-  2/1^ -4-  l3wî»—  l8/W/2 

—  3o/ï'  —  ^nm  -h  84/2 

+  (3/ii-h6/i  — 26)£/]. 


(  »6i  ) 
En  posant  d  abord  mi=  o,  Wi=  i,  et  ensuite  /?ii=  i, 
/2i=:o,  on  remplace  la  courbe  successivement  par  un 
point  et  par  une  droite.  Dans  le  premier  cas,  les  carac- 
téristiques du  système  deviennent  fi'  et  v\  dans  le  second 
jk"  et  v''.  On  aura  donc 

(6^)  (3C.,„,  /.)  =  (p',v'), 

Si  C^^n  est  une  courbe  générale  de  l'ordre  w,  les  for- 
formules    {6a)    se   réduiront,   par  la   substitution    de 

nzsm[m  —  i),  rf=o,  t  =  -m(ni  —  2)  (m* —  9),  aux 

suivantes  : 

6c)  )^"z=zy'z=Z'^m[m  —  a)(/w*-{-5/w' —  23/w' — 25/w  +90), 
j 

f  v"=^wï(»i  —  2)(2/w*-t-4'w^—  a8/w* —  II/7Î-+-  63). 

Pour  /n  =  2  on  aura  a'  =  fx''  ==  v'  =  v''=  o. 
Pour/»=  3  on  aura  |u.'=  12,  fx"=v'=  24,  v''=48(*). 

19.  On  trouve  pour  le  système  (4C»,,»)? 

=  ..£(±:Li)  +  ^.^(«-4)(^-4)H-4.,('"-4K^-5) 

,_,._L_J+2.,(„,_4)(«_4)-H4rf\ ILV ' 


(*)  Dans  ce  cas,  le  système  se  divise  en  trois  autres  où  jt£'=  4y  y,''=v'=^S 
ty''=i6  (voir  un  Mémoire  de  M.  Hesse  dans  le  Journal  de  CrelUt 
'  XXXVI,  p.  143  et  suiv.}. 


(    202    ) 

d'où 


(7^^^ 


>  =  g  j  2  (  w  —  3  )  (  w  —  4  )  (  /l  »  —  W  —  /Z  ) 

+  («  — 3)(//  — 4)(//i»  — iw  — /i) 

-f-(2^+0[4(«  — 4)('w— 4)~i]-f-2c?»+4 

-+-  2  (/i  —  3){/r—  4)  ('"^—  tn  —  n) 

1-h2f(/7î'—  II/?/ -4-  28)-4-4^('2'— ii«+28) 
-h(i/-i- 20[4  («  —  4)  ('w— 4)— I  J+^'H-24 

el 

(7^)  (4C«,„)^(f*,v) 

Si  C„,^„  est  une  courbe  générale  de  l'ordre  m, 

fX  =  -y /w(//2  —  2)  (/W  —  3)(/W*  +  9/W* l5/w' 

—  225/11^ -1-140/71  -h  io5o), 
(70{           ^ 

V  = /7î(/W  —  2)(/W  —  3)(/W*-f-9/W* — 27/11' 

1 2 

—  i53/»'-h  i7o/w-f-546). 

Pour  m  =i  2  ou  m  =  3,  on  aura  |ut  =  v  =:  o. 
Pour  m  =  4?  on  aura  (Ji=i26,  v  =  262  (*). 


(*)  Dans  ce  cas,  le  système  se  divise  en  soii^ante-trois  autres  (voir  on 
Mémoire  de  M.  Hesse  dans  le  tournai  de  Crelle,  t.  XLIX,  p.  279).  Lescf 
niques  d'un  système  partiel,  dont  les  caractéristiques  sont  a  et  4>  appar- 
tiennent à  un  même  réseau  du  premier  ordre,  té  qui  donne  lieu  à  plU' 
sieurs  analogies  avec  les  droites  tangentes  à  une  conique  (ce  que  j'ai 
montré  dans  le  Journal  de  Mathématiques  de  Copenhague,  p.  i54  ;  i863). 


(£a  suite  prochainement.) 


(a63) 


NOTE  SUR  LES  FONCTIONS  DE  STURM^ 

Par  m.  Ph.  GILBERT, 

Professeur  à  rUniyersité  de  Louvain. 


Soit 

une  équation  de  degré  n-,  soient  a,  i,...,  /  ses  racines,  et 

Ro  =z  aoor»-»  4-  Po^c^'  H-  7o*^'  -+-...-*-  à., 
R,  =  a,  x^^  H-  p,  j:"-*  -h  7i  JC""'  -h . .  .  -f-  'a„ 

R^,  =  a^,  a:—»  H-  p;^,  o:^^  -h  7„-,  :r«-''  -t- .  .  .  -I-  X„«. 

/i  fonctions  de  degré  n  —  i  se  déduisant  toutes  de  la  pre- 
mière Ro9  laquelle  n'est  autre  chose  que  la  dérivée  Xi 
de  X,  par  la  suite  d'équations 

Ri  =  «tRq  —  0CoXy 
Ra=:  xR,  —  a,X, 


Toutes  ces  fonctions  R^  se  calculeront  donc  avec  une 
grande  rapidité,  et  Ton  a  d'ailleurs 

Cela  posé  : 

1»  On  aura  en  général 

En  d'antres  termes,  les  coefficients  a^^  «!,.••?  ^n^\  sont 


(264) 
les  sommes  des  puissances  semblables  des  degrés  o,  i,... 
n  —  I  des  racines  de  V équation  proposée, 

tP  En  appelant  X,  Xi,  Xj,...,  X„  les  fonctions  de 
Sturm,  ou  plutôt  celles  de  M.  Sylvester,  qui  n'en  diffè- 
rent que  par  des  facteurs  constants  positifs,  nous  aurons 

X,  =  R.  =  ao X"-'  -f-  p. x»-»  -4-  ...-+.  X,, 

X,: 


X3== 


a„    p,x«-»-h...-4-Xo 

a,,    p,x"-»4-...-f->, 

> 

3tD,  P«,  yo-»'*""'  -+-•  ••+  >-o 

«1,    p.,    7i^"'+---H-^ 

a»,    p2,    7»^*^'-+---  •-♦-^î 

O'o  >        Po  >        7o  »  •  •  •  >        ^» 

«!>         Pu        7i  >  •  •  •  1        ^1 

et  enfin 


^n— I  >     Pu— I  »     7"— t  >  •  •  •  >    ^n— 

Ces  formules  fournissent  un  moyen  facile  à  retenir,  et 
très-rapide  dès  que  Ton  a  un  peu  l'habitude  du  calcul 
numérique  des  déterminants,  pour  obtenir  les  fonctions 
sturmiennes  par  de  simples  multiplications.  Elles  per- 
mettent même,  aussitôt  que  les  fonctions  R/  sont  calcu- 
lées, d'écrire  immédiatement  le  terme  affecté  d'une  puis- 
sance quelconque  de  Xy  dans  Tune  quelconque  des 
fonctions  X,,  indépendamment  de  tous  les  autres  termes. 
Les  formes  diverses  données  par  MM/  Sylvester,  Cayley, 
Brioscbi,  Hermite  se  déduisent  sans  peine  des  formules 
précédentes,  ainsi  que  les  expressions  des  facteurs  par 
lesquels  il  faut  multiplier  les  fonctions  X,-  pour  passer 
aux  fonctions  de  Sturm. 

3°  Le  dernier  terme  H  de  V équation  aux  carrés  des 
différences  des  racines  de  Véquation  X  =  o,  ou  le  pro- 


(  265  ) 
duit  de  ces  carrés,  se  déduit  aussi  du  calcul  des  fonc- 
tions B,-,  puisque  l'on  sait  (Journal  de  lÂous^illey  t.  VU, 
p.  368)  que  ce  dernier  terme  ne  diffère  pas  de  la  der- 
nière fonction  X„  de  M,  Sylvester.  On  a  donc 


H  = 

ao ,        po  »  •  •  •  >        ^0 
a, ,        p, , .  .  .  ,        X, 

«i»-!  9     pu— 1  >  •  •  •  »    ^n— 1 

Appliquons  cette  méthode  à  Téquation  du  troisième 
degré 

x^-^-px^-^-  qx-\-r=zo-^ 

il  vient  immédiatement                                               ' 

d'où 


H== 


Ro  =  3a:'  H-  ipx  -+-  y, 

R,  =  —  px*  —  iqx  —  3r, 

^^=z(p^—7^q)x^  H-  [pq  —  Zr)x- 


Pr, 


3, 

—  Py 

p^  —  nq 

3, 

Pj 

iq 

ip. 

-2y, 

pq  —  Zr 

= 

ip. 

iq. 

pq  -f-  3r 

9> 

-3r, 

pr 

Ry 

3r, 

ipr 

:=l8pqr — li'j r^ -h  p^ q^ -h  ^p^ r  —  4^'« 
De  même,  Féquation  du  quatrième  degré 

X* -h  px^  -h  qx^ -h  rx -h  s  =  o 
nous  donnera 

R,=:  4«*  H-  3/>ar'  -h  2qx -h  r, 
R,  =  —  /?«• —  2^0?*  —  3rx  —  4*> 

Rj=(/?2:_2ç)  j;3_f-  (^^  _  3,.)^a_|.  f^pr  ^  ^s)  X -^ ps, 

^*=[(P9-^'^)-p{p'-^g)]^-^[P^-^^-9(P'-^9)]^' 


(.266) 
En  formant  le  déterminant  H  et  opérant  les  réducticoiâ 
bien  connues^  il  vient  de  suite 


4. 

P' 

2  g, 

3r 

3p, 

2q, 

pq-h3r, 

2pr-i-i^s 

%q. 

3r, 

7.pr+^S, 

Zps  +  qr 

r. 

4*, 

3ps, 

2qs 

H=:  — 


il  reste  donc  simplement  à  développer  ce  déterminant. 

Ce  procédé  pour  calculer  le  dernier  terme  de  l'équa- 
tion aux  carrés  des  différences  semble  offrir  sur  les  autres 
(Serret,  algèbre  supérieure^  a®  édit.,  p.  3o  et  4^2  )  l'a—^ 
vantage  d'être  facile  à  retenir,  de  s'appliquer  directement 
aux  équations  numériques,  et  de  ne  point  exiger  que  Toim 
forme  d'abord  ce  terme,  pour  toutes  les  équations  de 
degré  inférieur  à  n^  avant  d'arriver  à  Téquation  de 
degré  n. 

(Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences^  12  février  1866.^ 


QUESTION  ^EXAMEN; 

Par  m.  a.  P., 

Elève  de  TÉcole  Polytechnique. 


Les  six  normales  menées  par  un  point  à  une  surface 
du  second  degré  se  trouy^ent  sur  un  cône  du  second 
degré. 

Cet  énoncé  constitue  un  théorème,  car  cinq  droites 
suffisent  pour  déterminer  un  cône  du  second  degré. 

Remarque.  —  Le  diamètre  passant  par  le  pied  d'une 
normale  à  la  surface  est  le  conjugué  du  plan  tangent  en 
ce  point.  On  en  déduit  cet  énoncé  nouveau  : 

Les  six  normales  à  une  surface  du  second  degré, 


(  a67  ) 
menées  par  un  point,  se  trompent  sur  le  cane  des  droites 
issues  de  ce  point  et  telles  quelles  rencontrent  le  dia* 
mètre  conjugué  aux  plans  qui  sont  perpendiculaires  à 
ces  droites. 

Le  cône  est  du  second  degré,  car  il  coupe  un  plan  prin- 
cipal de  la  surface  suivant  une  courbe  du  second  degré. 

Les  constructions  employées  en  Géométrie  descriptite 
pour  trouver  les  traces  d'une  droite  nous  fournissent  les 
éléments  de  la  démonstration  qui  s'appuie  du  reste  sur 
les  principes  généraux  de  Thomographie  et  sur  les  deux 
lemmes  suivants: 

LBMMfi  L  -^  La  projection  d*un  diamètre  sur  un  plan 
principal  et  la  trace  du  plan  diamétral  conjugué  sont 
deux  diamètres  conjugués  de  la  section  principale. 

Lemmb  U.  —  Dans  le  plan  dune  conique^  le  lieu  des 
intersections  d^un  diamètre  auec  la  droite  perpendicu^ 
laira  à  son  conjugué,  issue  d'un  point  fixe^  est  une  hy-^ 
perbole  équilatère  passant  par  le  centre  de  la  conique  et 
par  le  point ^xe  et  dont  les  asymptotes  sont  parallèles 
aux  axes  de  la  conique  proposée. 

Je  prends  pour  plans  de  projection  deux  plans  princi- 
paux de  la  surface;  soient  Â,  Taxe  situé  sur  la  ligne  de 
terre 5  B,  le  second  axe  horizontal;  C,  l'axe  vertical;  M, 
7»,  w'  le  point  fixe  et  ses  projections  ;  L,  /et  /'  une  droite 
et  ses  projections.  Cette  drohe  passé  par  le  point  M;  elle 
rencontre  le  diamètre  conjugué  du  plan  P,  qui  lui  est 
perpendiculaire.  Soient  p  elp'  les  traces  de  ce  plan,  qui 
sont  respectivement  perpendiculaires  à  /  et  à  /'.  D,  ^,  ^ 
représentent  le  diamètre  conjugué  de  P  et  ses  projections. 
D'après  le  lemme  I,  d  gsI  conjugué  de  p  dans  le  plan 
horizontal,  et  li' conjugué  de  p'  dans  le  plan^ vertical.  Les 
droites  D  et  L  se  rencontrent  par  hypothèse  en  N,  qui  se 
projette  en  n  et  n'  intersections  de  [leld)  et  de  (/'et  d). 
D'après  le  lemme  II,  le  point  n  décrit  dans   le  plan 


horizontal  une  hyperbole  équilatère  S  passant  par  le 
point  m  et  par  le  centre  de  la  surface,  ayant  ses  asymp- 
totes parallèles  à  la  ligne  de  terre  A  et  au  second  axe  B. 
Le  lieu  du  point  rJ  est  une  hyperbole  analogue  S',  si- 
tuée dans  le  plan  vertical.  La  ligne  nn!  coupe  la  ligne 
de  terre  en  v  et  lui  est  perpendiculaire  en  ce  point.  Les 
deux  faisceaux  /  et  /zv,  issus  tous  deux  de  deux  points  de 
Fhyperbole  S  (ces  points  sont  m  et  le  point  à  Tinfini  dans 
la  direction  6),  se  coupant  en  n  sur  cette  hyperbole, 
sont  homographiques.  De  même,  /'  et  vl-ii  sont  homogra- 
phiques,  v/i  et  vn'  le  sont  entre  eux  \  donc  les  faisceaux 
/  et  V  sont  homographiques.  La  trace  a  de  la  ligne  L  sur 
le  plan  horizontal  s'obtient  en  prolongeant  /'  jusqu'à  la 
ligne  de  terre  en  o^et  élevant  la  perpendiculaire  o'ajusquà 
sa  rencontre  avec  /'.  Les  faisceaux  V  eia^a  sont  homogra- 
phiques. Donc  aaf  et  /'  forment  deux  faisceaux  homogra- 
phiques. Leur  poin  t  de  rencontre  décrit  donc  une  conique. 
Le  cône  auquel  appartient  la  droite  L  est  donc  du  second 
degré;  il  contient  les  six  normales,  ce  qui  démontre  le 
théorème. 


THÉORÈMES  SUR  LES  TÉTRAÈDRES; 

Pae  m.  MARMIER, 

Élève  de  TÉcole  Sainte-Geneyiève  (classe  du  P.  Joubert). 


Théorème  I.  —  ji  tout  tétraèdre  correspond  un  ellip^ 
soïde  tangent  aux  six  arêtes  du  tétraèdre  en  leurs 
points  milieux. 

Je  rappellerai  d'abord  une  proposition  bien  connue  : 

Lemme.  — ^  ji  tout  triangle  correspond  une  ellipse 
tangente  aux  côtés  en  leurs  points  milieux. 


(^69) 

Soit  un  triangle  ABC  ;  je  considère  Tellipse  tangente 
aux  deux  côtés  a  et  &  du  triangle,  en  leurs  points  milieux 
a  et  j2,  et  passant  par  le  point  milieu  du  troisième  côté  c. 

La  droite  a^  est  la  polaire  du  point  p  par  rapport  à  la 
conique.  La  droite  qui  passe  par  le  point  c  et  par  le  mi- 
lieu de  cette  droite  a^  est  le  diamètre  des  cordes  parallèles 

D'ailleurs,  ce  diamètre  passant  par  le  point  milieu  de 
la  droite  a|3  passe  par  le  point  milieu  y  du  côté  c.  C'est 
donc  son  extrémité  ;  la  tangente  en  ce  point  est  donc  pa- 
rallèle à  la  direction  de  la  corde  aj3  :  donc  c'est  le  côté  c. 

Je  considère  maintenant  un  ellipsoïde  passant  par  les 
six  points  milieux  des  arêtes  du  tétraèdre,  et  tangente  à 
trois  arêtes  issues  d'un  même  sommet. 

Chacune  des  faces  adjacentes  à  ce  sommet  A  dé- 
terminera dans  Tellipsoïde  une  section  elliptique  tan- 
gente à  deux  côtés  du  triangle  de  la  face  considérée 
et  passant  par  les  points  milieux  des  côtés  de  ce  triangle; 
donc  cette  ellipse  sera  tangente  au  troisième  côté  de  ce 
triangle. 

Il  en  est  de  même  pour  les  deux  autres  faces  adjacentes 
au  sommet  A. 

Donc  les  trois  arêtes  de  la  face  opposée  à  ce  sommet 
sont  tangentes  à  l'ellipsoïde. 

Les  lignes  joignant  les  points  milieux  des  arêtes  du 
tétraèdre  se  coupent,  d'après  un  théorème  connu,  mu- 
tuellement en  deux  parties  égales,  et  leur  point  de  ren- 
contre est  le  centre  de  gravité  du  tétraèdre  )  donc  ce  point 
est  aussi  le  centre  de  l'ellipsoïde. 

Théorème  IL  —  Dans  un  tétraèdre  ABCD ,  dont  les 
hauteurs  concourent  en  un  même  point  H,  les  normales 
élevées  à  chaque  face  par  son  centre  de  gras^ité  se  ren- 
contrent en  un  mémepoinlHi  {voir  2*  série,  t.  H, p.  i35). 


(    27®) 

Soient  «y  j3,  y^  â  les  centres  de  gravité  des  faces  oppo- 
sées aux  sommets  A,  B^  C,  D;  p^  q^  r,  s  les  pieds  des 
hauteurs  correspondantes;  «N,  (3N',  yW,  ^N"^  les  nor- 
males élevées  à  chaque  face  par  son  centre  de  gravité. 

La  ligne  ajS  est  parallèle  au  côté  AB*  Le  plan  ff{3Nest 
parallèle  au  plan  des  deux  droites  AB  et  AH,  puisque  a^ 
est  parallèle  à  AB  et  aN  à  kp. 

Le  plan  des  deux  droites  AB,  ol^  est  donc  parallèle  à 
la  droite  B^  contenue  daos  le  plan  des  deux  droites  ABH; 
donc,  si  par  le  point  (3  du  plan  (AB^  a^)  je  mène  une 
parallèle  à  la  droite  B^,  cette  droite  sera  tout  entière 
contenue  dans  le  plan.  Mais  la  droite  B^  est  perpendi- 
culaire à  la  face  A  CD  opposée  au  sommet  B;  donc  la 
parallèle  qui  lui  est  menée  par  le  point  ^  sera  aussi  peri- 
pendiculaire  à  cette  même  face.  Ce  sera  donc  la  normale 
|3N^;  donc  les  deux  normales  «N,  |3N'sont  situées  dans 
un  même  plan.  Soit  Hi  leur  point  de  rencontre.  Les 
deux  triangles  semblables  ABH,  aj3Hi  donnent 

^^  AB~^AH~3' 

Par  la  même  raison,  les  normales  a N  etyN''  sont  si- 
tuées dans  un  même  plan  *,  elles  se  rencontrent  en  un 
point  Hf  Je  dis  que  ce  point  se  confond  avec  le  point  Hi. 
En  effet,  les  deux  triangles  semblables  ayHt ,  ACH  don- 
nent la  proportion 

(2)  ^  =  ?ilî^i. 

^   ^  AC       AH       3 

De  la  comparaison  des  égalités  (i)  et  (2)  on  tire 

aH,  _  aHj 
ÂH  "^  ÂH* 

le  point  Ht  se  confond  donc  avec  le  point  Hi 
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Trois  quelconques  des  normales  élevées  aux  faces  par 
leur  centre  de  gravité  concourent  en  un  même  point; 
elles  y  concourent  donc  toutes.  c.  q.  f.  d. 


CONSTRUCTION 
DE  LA  TANGENTE  A  LA  COURBE  D'OMBRE  DE  LA  VIS; 

Par  m.  chemin, 

Élève  de  l'École  Polytechnique. 


La  méthode  de  Roberval,  qui  permet  d'obtenir  les  tan- 
gentes à  un  assez  grand  nombre  de  courbes,  a  conduit 
IM.  Poncelet  à  une  construction  de  la  tangente  à  la  courbe 
ci*ombre  de  la  surface  de  la  vis  à  filet  triangulaire. 

On  peut  aussi  arriver  à  une  construction  fort  simple 
cle  la  même  tangente,  en  faisant  usage  des  principes  don- 
nés par  M.  Ghasles  dans  son  Traité  de  Géométrie  supé" 
rieur e. 

La  courbe  d^ ombre  est  ainsi  définie  :  un  cercle  et  un 
point  dans  son  plan  étant  donnés,  par  le  point  H  on  mène 


une  transversale  qui  rencontre  le  cercle  au  point  B.  On 
joint  le  point  B  au  centre  G  du  cercle,  et  en  menant  la 


(  î*7^  ) 
ligne  OM  perpendiculaire  à  PB,le  point  M  d'intersection 
de  cette  ligne  avec  H6  est  un  point  de  la  courbe  d^oinbre. 
Le  lieu  des  points  M  obtenus  ainsi  en  faisant  varier  HB 
est  la  courbe  dont  il  faut  déterminer  la  tangente  en  un 
point  quelconque,  M  par  exemple. 

Supposons  que  le  point  6,  au  lieu  de  se  déplacer  sur 
le  cercle,  se  déplace  sur  la  tangente  en  B  à  ce  cercle  :  les 
deux  droites  BH  et  OB,  et  par  suite  BH  et  OM,  forment 
deux  faisceaux  homograpbîques,  et  le  lieu  des  points 
d'intersection  des  rayons  correspondants  est  une  conique. 
D'après  la  manière  dont  elle  est  engendrée,  cette  conique 
a  au  point  M  un  élément  commun  avec  la  courbe  d'om- 
bre, et  par  suite  la  même  tangente  en  ce  point.  Donc 
il  suffit  de  chercher  la  tangente  à  la  conique  au  point  M. 

Pour  cela,  cherchons  dans  chacun  des  faisceaux  le 
rayon  correspondant  à  OH,  considéré  comme  appartenant 
à  l'autre.  Ces  deux  rayons  sont  OK,  perpendiculaire  à 
OH,  et  HK  joignant  le  point  H  avec  le  point  K  d'inter- 
section de  la  tangente  en  B  avec  OK.  Pour  obtenir  la 
tangente,  il  faut,  d'après  les  principes  connus,  joindre  MK 
et  prolonger  cette  droite  jusqu'à  sa  rencontre  en  Q  avec  OH, 
et  prendre  le  conjugué  harmonique  de  ce  point  par  rap- 
port à  O  et  H.  Soit  S  ce  point,  MS  est  la  tangente  cherchée. 

Soient  P  et  T  les  points  d'intersection  de  MP  et  MS 
•  avec  OP. 

Nous  avons  Tégalilé  des  deux  faisceaux  harmoniques 

JM— Q.O.  S.  h}  =  JM--P.O.T.B}. 

Donc  on  aura 

PO      TO 
PB  —  TB  ' 

Mais  les  triangles  semblables  MOP,  KBP  nous  donnent 

PO  _  MO  _  MC 
PB  ""  BK  ■"  CB  ' 


(^73) 
conséquence  de  la  similitude  des  triangles  MOC,  KGB  ; 
donc 

TO  _  MC 

TB  "~  CB  " 

Donc  le  point  T  se  trouve  sur  la  parallèle  à  MO,  ou  KB, 
menée  par  le  point  C  d'intersection  de  BH  avec  OK.  On 
a  donc  enfin  la  construction  suivante  :  par  le  point  C 
mener  la  parallèle  à  BK  jusqu'à  rencontre  de  OB  en  T  i 
la  droite  MT  est  la  tangente  cherchée. 

Une  construction  du  même  genre  donnerait  la  tangente 
en  un  point  quelconque  de  la  cissoïde. 


SOLUTION  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  UNS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  556 

(voir  tome  XIX,  pafe  *9k); 

Par  m.  Merce  BUSCO. 

Cl,  Cf,  Cs  sont  trois  cônes  de  même  degré  ajrant 
leurs  trois  sommets  sur  la  mêm^e  droite;  si  Ci  coupe  Cs 
suii^ant  une  courbe  plane,  et  que  Cj  coupe  Cj  suivant 
une  courbe  plane ^  d  et  Çt  se  couperont  aussi  suiv^ant 
une  courbe  plane  et  les  trois  plans  passeront  par  la 
même  droite,  ( Steiwer.  ) 

On  peut  prendre  pour  plans  des  zx  et  des  zy  le  plan 
de  la  base  commune  de  Ci  et  Cs  et  celui  de  la  base  de  Cs 
et  Cs.  Quant  au  plan  des  xy  ce  sera  un  plan  quelconque 
mené  par  la  ligne  des  sommets  Si,  Ss,  Sj.  Ce  plan  coupe 
C|  suivant  un  système  de  m  droites  dont  les  coordonnées 

Ann.  de  ilathémat.y  i*  série,  t.  V.  (Juin  1866.)  18 


(  =»74  ) 
à  l'origine  seront  désignées  par  ^i,  ^j  ;  a,,  S^  ; ...  ;  a„,  b^. 
Soient  en  outre  a^,  /3i  ;  a,,  j3t  ;  as,  jSj  les  coordonnées  x^ 
y  des  trois  sommets,  et  Aj,  A,,...,  A«,  Bj,  Bj,...,  B„  les 
points  où  les  droites  dont  on  vient  de  parler  coupent  res- 
pectivement l'axe  OX  et  l'axe  OY.  Les  droites  S^At, 
Ss  Al,  SiBj  auront  pour  équations 

p. 


«j— «, 


(x  —  a,). 


Si  entre  les  deux  dernières  on  élimine  le  terme  indépen- 
dant de  x^  y  et  que  l'on  tienne  compte  de  ce  que  les 
points  Al,  Sa,  Bi  sont  en  ligne  droite,  ainsi  que  Si,  Sj, 
Ss,  on  trouve 

^    «.(?'- p.)  ' 

ce  qui  montre  que  les  m  points  obtenus  d'une  manière 
analogue  en  cherchant  l'intersection  des  couples  de  droites 
Sj  Aj,  Si  Bj  5  Sj  As,  Si  Bs ,  etc.,  sont  sur  une  même  droite 
OD  représentée  par  l'équation  précédente.  Si  Ton  cherche 
l'intersection  I  de  cette  droite  avec  la  ligne  des  sommets, 
on  trouve 

a,  Pa  —  aj  ^ 

V      fi  -f^iliËiZlËL). 
^  """  P3  —  "Tft Tft"  ' 

a,  pa  —  ag  p^ 

d*ou  résulte 

—  a.û  

«1  P3  —  «3  Pi 

Maintenant  il  est  facile  de  voir  que  si  Ton  fait  tourner 


(  a75  ) 
le  plan  des  ocy  d'un  angle  quelconque  autour  de  la  ligue 
des  sommets,  les  x  des  points  situés  sur  cette  ligne  se 
trouvent  multipliés  par  un  même  facteur  et  les  j^  par  un 
autre  facteur  commun.  D'après  cela,  les  m  points  en 
ligne  droite  de  l'intersection  de  Ci  et  Ci  qu'on  trouve- 
rait comme  tout  à  l'heure  seraient  sur  une  droite  O'D' 
qui  rencontrerait  la  ligne  des  sommets  exactement  au 
point  I  où  la  ligne  OD  la  rencontrait.  (Ceci  résulte  de  la 

remarque  précédente  et  de  ce  que  ISj  contient  haut  et 
bas  les  a  et  les  ^  au  même  degré  séparément  dans  son 
expression  où  SjSs  ne  change  pas.).  Donc,  quand  le  plan 
des  xy  tournera  d'uiïe  manière  continue  autour  de  la 
ligne  des  sommets,  chacun  des  m  points  situés  sur  ÛD 
clécrira  une  branche  de  courbe  qui  ne  sortira  jamais  du 
plan  fixe  ZOI.  L'ensemble  de  ces  branches  constituera 
la  section  plane  commune  aux  deux  cônes  Ci,  Cj.  L'in- 
tersection complète  de  ces  surfaces  s'obtiendrait  en  com- 
binant chacune  des  droites,  telles  que  Ss  Ai,  avec  cha- 
cune des  autres  SjBi,  SsBj,  SsB^.  Mais  il  est  visible 
qu'à  l'exception  des  droites  où  A  et  B  ont  le  même  in- 
dice, on  n'obtiendrait  pas  généralement  des  points  don- 
nant lieu  comme  ci-dessus  à  des  branches  planes. 

Ce  procédé  ne  diffère  pas  de  celui  qu'on  emploie 
dans  la  Géométrie  descriptive  pour  trouver  T intersec- 
tion de  deux  surfaces  coniques  quelconques^  et  il  est 
clair  que  ce  qu'on  vient  de  dire  peut  leur  être  appliqué 
littéralement.  On  peut  donc  énoncer  le  théorème  sui- 
vant, dont  celui  de  Steiner  doit  être  considéré  comme  un 
cas  particulier  : 

Si  trois  surfaces  cofiiques  ont  leurs  sommets  en  ligne 
droite^  et  que  Vune  d'elles  rencontre  chacune  des 
autres  suii^ant  une  courie  plane ,  ces  deux  dernières  ad- 
mettent  aussi  une  courbe  plane  commune. 

18 
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M  ê  nie    q  ne  s  lion  ; 
Par  m.   VIANT. 

Cm  Cs)  Cs  sont  trois  cônes  du  même  degré,  ayant  leurs 
trois  sommets  sur  la  même  droite  At  A,  A3  ;  Ci  coupe  d 
suivant  une  courbe  plane  Bs*,  Ci  et  Cj  se  coupent  suivant 
la  courbe  plane  B^;  C3  et  Cj  se  couperont  aussi  suivant 
une  courbe  plane  B,,  et  les  trois  plans  passeront  par  la 
même  droite. 

Je  supposerai  la  figure  engendrée  de  la  manière  sui- 
vante. Je  décris  sur  B|  comme  base  les  deux-  cônes  Cj 
et  Cj.  Je  considère  une  section  plane  Bj  de  Ci  comme 
directrice  du  cône  Cj.  Je  dis  que  la  courbe  de  rencontre 
des  deux  cônes  Cj  et  Cg  est  plane,  et  que  son  plan  passe 
par  l'intersection  des  plans  Bj  et  Bs. 

Supposons  d'abord  Bj  réduit  à  une  ligne  droite;  B,  et 
Bi  seront  dès  lors  des  droites  ;  Bi,  Bg,  Bs  sont  deux  à  deux 
dans  le  même  plan,  par  suite  se  coupent  en  un  même 
point  O.  Ceci  suppose  que  ces  trois  lignes  ne  sont  pas 
toutes  les  trois  dans  le  même  plan,  auquel  cas  on  pour- 
rait considérer  la  figure,  alors  complètement  plane, 
comme  projection  d'une  figure  dont  les  éléments  ne  se- 
raient plus  dans  le  même  plan. 

Si  les  cônes  avaient  pour  bases  des  couples  de  droites, 
on  obtiendrait  deux  points  tels  que  O,  et,  en  les  joignant, 
on  aurait  une  droite  suivant  laquelle  se  couperaient  les 
trois  figures  planes  considérées. 

Cela  posé,  prenons  le  cas  général.  Traçons  dans  Bg  les 
droites  Ms,  N3  et  prenons  le  point  Ps  snr  la  courbe;  à  ces 
éléments  correspondront  dans  B,  les  droites  M,,  Nj  et 
le  point  P,-,  dans  Bj  les  éléments  Mj,  N,,  Pi.  Pi,  qui  est 
un  point  de  la  courbe  Bj,  appartient  au  plan  (Mi  N,); 
car  si  Ton  mène  par  P3  une  droite  qui  coupe  M,  et  Ns, 
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la  figure  correspondante  do  Bi  seia  une  droite  coupant  M, 
oiNj.  Donc  lout  point  Pi  de  la  courbe  Bi  apparlient  au 
plan  (Ml  Nj)  ;  et  d'ailleurs  on  sait  que  les  trois  plans 
(M,  Ni),  (M,  N,),  (MsNs)  se  coupent  suivant  la  même 
droite. 

On  a  vu  que  trois  droites  correspondantes  se  coupaient 
au  même  point  :  le  même  théorème  devra  avoir  lieu  pour 
les  tangentes  en  trois  points  correspondants;  et  ceci 
n'exige  pas  que  les  courbes  de  rencontre  soient  planes. 

Si  les  courbes  sont  planes,  ce  point  décrit  Tarête  com- 
mune des  trois  plans. 


Question  613 

(  Toir  î*  série,  t.  !,  p.  125  )  ; 

Par    m.    BAUQUENNK, 

Candidat  à  TÉcole  Normale, 

On  donne  une  conique  et,  un  point  fixe  F  dans  son 
plan.  Du  point  F  on  mène  deux  droites  perpendicu^ 
laires  entre  elles  qui  coupent  la  conique  en  deux  points. 
On  joint  ces  points  par  la  droite  T  et  l 'on  mène  en  cha- 
cun d^eux  les  tangentes  2,  2'  à  la  conique;  on  projette 
le  point  F  sur  les  trois  côtés  du  triangle  SFS' ,  par  les 
trois  points  ainsi  obtenus  on  fait  passer  une  circonjé- 
rence.  Pour  chacune  des  positions  de  F  angle  droit,  on 
obtient  ainsi  une  circonférence.  Démontrer  que  toutes 
ces  circonférences  sont  tangentes  à  une  même  circon- 
férence, (  Mannheih.  ) 

Le  lieu  du  sommet  y  d'un  angle  droit  aycr'  circonscrit  à 
une  conique  5  est  un  cercle  c. 

Le  cercle  c  et  la  conique  5  étant  conccnlri()ues  cl  la 
droite  qui  va  du  centre  commun  au  point  y  passant  par  le 
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milieu  de  ara',  le  cercle  décrit  sur  aa'  comme  diamètre 
passera  par  y  et  sera  tangent  en  ce  point  au  cercle  c. 

Je  transforme  la  figure  par  polaires  réciproques  par 
rapport  à  un  point  F. 

La  conique  s  devient  une  conique  S,  <j  et  a'  deviennent 
deux  tangentes  2  et  2'  à  S,  et  y  devient  leur  corde  des  con- 
tacts r.  L'angle  ayn'  étant  droit,  les  droites  qui  vont  du 
point  F  aux  points  (2,  F),  (2',  F)  sont  rectangulaires. 

Le  cercle  e,  lieu  du  point  7,  devient  une  conique  dont  le 
foyer  est  F,  enveloppe  de  F,  dont  le  centre  w  est  détenniné. 

Le  cercle  qui  passe  par  les  trois  points  a,  y,  a'  devient 
une  conique  ayant  pour  foyer  F  et  tangente  aux  trois 
droites  2,  F,  2',  et  comme  ce  cercle  a  même  tangente  en  7 
que  le  cercle  c,  les  deux  coniques  transformées  des  deux 
cercles  sont  tangentes  en  un  même  point  0  à  la  droite  F. 

Je  projette  F  sur  les  trois  tangentes  â  la  transformée 
de  ayar';  soit  p  le  point  qu'on  trouve  ainsi  sur  F. 

Le  cercle  qui  passe  par  ces  trois  points  a,  d'après  un 
théorème  connu,  pour  centre  le  centre  de  la  conique 
transformée  du  cercle  variable,  que  j'appellerai  co'. 

Le  cercle  analogue  pour  la  transformée  de  c  passe  aussi 
par  p  et  a  pour  centre  w. 

Si  donc  les  trois  points  p,  w,  co'  sont  en  ligne  droite, 
les  cercles  variables  seront  tous  tangents  à  ce  cercle  fixe. 

Soit  (p  le  point  symétrique  de  F  par  rapport  à  F,  cj>6  et 
Fw  se  croisent  au  second  foyer /*de  la  conique  fixe  trans- 
formée de  c,  cfô  et  Fw'  se  croisent  au  second  foyer  f 
de  la  conique  variable  transformée  de  ayor'. 

Les  milieux  p,  co,  o)^  des  droites  F  y,  F/,  ¥f'  sont  donc 
sur  une  parallèle  à  ç0,  c'est-à-dire  en  ligne  droite,  ce 
qu'il  fallait  démontrer. 

Remarque,  —  On  sait  que  dans  une  transformation 
telle  que  la  précédente,  c'est  la  polaire  du  point  F  par 
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rapport  au  cercle  à  transformer  qui  fournit  le  centre  de 
la  conique  transformée  de  ce  cercle. 

Quand  trois  points  sont  en  ligne  droite,  leurs^ polaires 
passent  par  un  même  point. 

La  polaire  de  o)  est  la  polaire  de  F  par  rapport  à  e. 

La  polaire  de  o)'  est  la  polaire  de  F  par  rapport  à  aya'. 

La   polaire  de  p  est  la  perpendiculaire  en   y    à    la 
droite  Fy. 

Donc,  dans  la  figure  primitive,  ces  trois  droites  pas- 
sent par  un  même  point. 


Question  725 

(Toir  s*  série,  t.  IV,  p.Ul); 

Pae  m.  lebasteur, 

Elève  ingénieur  de  la  Marine. 

Résoudre  algébriquement  Véquation 

[(x^  4-  2)'  4-  ^']*  =  8x<  {x  -+-  2)». 

(Lebasteur.) 
Posons 

(l)  XH-I=rr, 

alors  on  a 

(2)  (7^-+-i)'  =  (r-0Mr4-0S 

qui  s'écrit 

(3)  (y'^^Y=^{y''-iY(r-iy^ 
Je  pose 

Divisée  aux  deux  membres  par  yi,  l'équation  (3)  de- 


(  a8o  ; 
vient 

Observant  que 


on  a 


ou 


d'où 


Or  on  a 


2«  =  {Z»—  2)(«—  2) 


Z'  -f-  2 2  =  0, 


V5 


^  —  zr  -h  I  =  o. 


et 


_z±\/z^  — 4 


x=y'-ii 


on  a  donc 


2.  VA 


Il  faut  ajouter  à  ceci  la  racine  —  i ,  que  nous  ne  trou- 
vons pas  parce  que  nous  avons  divisé  par  j^'  qui,  dans 
rhypotbèse  j^  =  a,  donne  x  =  —  i  ► 


Les  racines,  au  nombre  de  cinq,  sont  donc 


X,  =— I, 


^^^_,-^_y^(^5-0    ^,__^^ 


On  voit  que  la  seule  racine  —  i  est  réelle,  les  quatre 
autres  sont  imaginaires*,  mais  il  est  fort  remarquable  que 
cette  équation  du  cinquième  degré  soit  entièrement  réso- 
luble par  des  équations  du  deuxième. 


Question  728 

(  voir  S*  série,  t.  lY,  p.  142  )  ; 

Par  m.  Vbnceslas  NIEBYLOWSKI, 
Élève  de  spéciales  au  lycée  Bonaparte. 

Soient  a,  j3,  y,  â^  e  les  racines  de  V équation 
j?*  -h  px^  ~\-  qx^  -f-  rx'  -f-  5j:  -f-  r  r=z  o. 
Si  Von  a  la  relation 

(«-P)M7-^)^-+-(«-7)MP-^)' 


démontrer  que  la  racine  t  est  une  fonction  rationnelle 
des  coefficients  de  l'équation.      (Michael  Roberts.) 
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Outre  la  relation  donnée,  on  a,  entre  les  racines  et  les 
coefficients  de  Téquation,  les  relations  suivantes  : 

a"4-p-f-7-+-^-K  1  =  —  Pf 
ap  -h  a7  H-  a5  4-  as  H-  py  -h  p^  -f-  pe  -|-  -y^  -h-  yt  -f-  ^g  —  y , 

«Py  -h  ap^  4-  ap8  -H  ay^  -f-  ays 

-h  aJs  -1-  p7^  -f-  P71  -f-  p^e  H-  7^i  =:  —  r, 
aP7(î  -h  aP7«  4-  ap<î«  4-  a7(Î£  H-  P7^g  r=  .v, 
aP7(îf  =  ~  r. 

Ces  relations  peuvent  s'écrire 

(1)  a4-pH-7  4-5=~(/?4-«), 

(2)  ap  4-  ay  -f-  a^  -f-  P7  -h  p(î  -f-  7(î  =  9  H-  c  (yy  -h  e  ), 

(3 )  aP7  4-  ap^  4-  a7d"  4-  P75  =  —  j  r  4-  Ê  [ 9  -h  8  (/?  -h  6  )]  j, 

(4)  aP75=:;r4-e  jr4-g[7-he(A'-4-i)]j, 

(5)  aP7*  =  --^. 

En  développant  Téquation  de  condition  et  divisant 
par  2,  on  a 

(a'p'  4-  a'7»4-  a»<î'  -h  p'7'  -4-  p'^'  -i-  f^')  4-  6ap7(î 
—  [a'(p7-+-  P<^  +  7^)+  P'(«7  -^  a^-H7^) 

4-  7'(aP  -f-  «^  -H  P^)  -f-  ^'  («P  -*-  a7  4-  p7)l  =:  0, 

OU,  pour  simplifier  l'écriture, 

(6)  2  +  6«M-2.=  "- 

Si  l'on  élève  (a)  au  carré,  il  vient 

(7)      [î +«  (/'+«)?= 2  "^^"p^*"^^  2,' 

Donc,  en  vertu  de  l'équation  (6), 

<8)  3  2,  =  ['/  +  ' (/'  +  '))'• 
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Mais  si  l'on  multiplie  (3)  successivemeni  par  a^  ^,  y,  d 
et  que  Ton  fasse  la  somme  des  deux  membres,  on  obtient 

2)^  -f-  4aP75  :_.  (^  -^  g)  j  r  ^  g  [y  -}-  e  (;,  -f.  .)]  j, 

d'où 

3  2,  ^^  ^  (/'  ■^-  '  )  1  '■  -^  •  [ ^  -^"  •  ( ^  -^  *)] } 

—  la^  —  i2«  jr-T-  6[9  H-«(y?-t-i)]j, 

(9)     3  2-"-^3(/?  — 3e)jr-f-i[^-4-g(/?-i-e)]j  — I2J; 

doûc,  en  vertu  de  Tëquation  (8), 

{lo}[q'h6{p-he)y  —  3{p  —  3s)\r'i-s[q^t(p-+-t)]\  —  i2s, 

OU,  en  développant, 

.II)      j 

or  (4)  et  (5)  nous  donnent 

[l2)  c* -î-/?i* -h  ^s' -4- re* -h  jg -i- /=  o, 


-i-  (qr  —  pq)  e  -}-  9'  —  3/?r-i-  125  :::::  o; 


ce" qui  d'ailleurs  est  évident,  puisque  e  est  racine  de  Té- 
quation  donnée. 

Ainsi,  en  éliminant  a,  |3,  y,  5  entre  Téqualion  de  con- 
dition et  (i),  (2),  (3),  (4)»  on  arrive  à  une  équation  du 
quatrième  degré;  on  a  doue,  grâce  à  la  relation  donnée, 
abaissé  d'une  unité  le  degré  de  l'équation  en  e. 

Les  équations  (i),  (2),  (3),  (4)?  (5),  (6)  n'étant  pas 
toutes  symétriques  par  rapport  à  a,  [3,  y,  ^,  e,  il  est  évi- 
dent que,  dans  les  équations  (11)  et  (12),  e  désigne 
seulement  la  cinquième  racine,  de  sorte  que  ces  équations 
ayant  en  commun  seulement  (d'après  l'élimination  de  ûf, 
P,  y,  5)  la  racine  e,  il  doit  exister  entre  leurs  premiers 
membres  un  plus  grand  commun  diviseur  du  premier 
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degré  ;  donc  la  racine  e  est  fonction  rationnelle  des  coeffi- 
cients de  Téquation. 

D'ailleurs,  en  exprimant  que  les  premieirs  membres 
des  équations  (ii)  et  (12)  ont  un  plus  grand  commun 
diviseur  du  premier  degré,  on  trouvera  la  condition  qui 
doit  exister  entre  les  coefficients  pour  que  la  relation  (I) 
ait  lieu  entre  les  quatre  racines. 

Note  du  Rédacteur.  —  Il  résulte  de  la  démonstration  précédente  que 
renoncé  de  M.  Michael  Roberts  doit  être  complété  par  l'addition  suivante: 
«  S'il  n'existe  qu'un  seul  groupe  de  quatre  racines  qui  satisfasse  à  Té- 
quation  (I)  ».  Car  ce  n'est  qu'à  cette  condition  que  les  deux  équa- 
tions (11)  et  (12)  ont  un  seul  facteur  commun  du  premier  degré  et  par 
conséquent  rationnel  par  rapport  aux  coefficients.  L'équation  qui  a  pour 

racines  les  nombres  i ,  2,  3,  2  -h  ^  ^—3,  2  —  0  V'—^  ^^  propre  à  démon- 
trer l'utilité  de  cette  addition  à  renoncé,  car  les  trois  premières  racines 
satisfont  à  la  relation  (I)  avec  l'une  ou  l'autre  des  deux  dernières;  ea 
donc  deux  valeurs  imaginaires  dont  aucune  n^est  une  fonction  rationnelle 
des  coefficients,  parce  que  ceux-ci  sont  rationnels. 

M.  Merce  Busco  a  résolu  la  question  728  à  peu  près  de  la  même  ma- 
nière. P. 


BULLETIN. 

(Tous  les  ouvrages  annoncés  dans  ce  Bulletin  se  trouvent  à  la  librairie 
de  Gauthier-Villars,  quai  des  Augustins,  55.) 
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XVIII. 


F^hewet  (F.),  ancien  Élève  de  J*École  Normale,  Profes- 
seur à  la  ï'aculté  des  Sciences  de  Lyon.  —  Recueil 
(V exercices  sur  le  Calcul  infinitésimal .  2^  édition. 
In-8°  de  xiv-394  pages  et  2  planches.  Paris,  Gauthier- 
Villars,  1866. —  Prix  ;  7  fr.  5o  c. 

La  première  édition  de  cet  ouvrage   (i856)  ne  contenait 
que  220  pages,  tandis  que  la  nouvelle  en  a  394.  L'augmentation 
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uès-considérable,  connue  on  le  voit,  porte  principalement  sur 
la  première  Partie,  qui  se  rattache  au  Calcul  différentiel  et  peut 
être  aisément  comprise  des  Élèves  de  Mathématiques  spéciales, 
mis  au  fait  de  la  notation  différentielle.  Cette  notation  est  d'ail- 
leurs exposée  en  tète  du  livre. 

Dans  les  Exercices  nouveaux  ajoutés  à  l'ancienne  édition, 
et  qui  la  complètent  heureusement,  M.  Frenet  continue  à  mériter 
les  éloges  que  nous  lui  avions  donnés  en  1867  dans  le  Bulietin 
de  Bibliographie j  d Histoire^  etc,^  p.  26.  Les  questions  sont  bien 
choisies,  les  réponses  exposées  d'une  manière  succincte,  mais 
très-claire,  avec  des  renseignements  historiques  et  des  renvois 
aux  sources  toutes  les  fois  que  la  question  en  vaut  la  peine. 
L'ouvrage  s'adresse  aux  Candidats  à  l'École  Polytechnique  et 
à  rÉcole  Normale,  aux  Élèves  de  ces  Écoles  et  à  toute  personne 
qui  veut  approfondir  le  Calcul  infinitésimal. 

XIX. 

Serret  (J.-A.),  Membre  de  l'Institut.  —  Cours  d'Al- 
gèbre supérieure,  3®  édition^  2  vol.  in-8°  de  xv-644 
et  XIV -664  pages.  Paris,  Gauthier-Yillars,  1866. — 
Prix  ;  24  francs. 

Cette  troisième  édition  est  en  quelque  sorte  un  ouvrage  nou- 
veau.  Non  -  seulement  l'auteur  a   refondu    dans   le  texte  les 
nombreuses  Notes  qui  accompagnaient  la  seconde  édition,  mais 
il  y  a  fait  des  additions  nombreuses  dont  les  principales  se 
rapportent  à   la  théorie  des  substitutions  et   à  la  résolution 
algébrique  des  équations.  La  division  en  Leçons,  très- conve- 
nable dans  l'ouvrage  primitif,  a  été  remplacée  par  la  division 
en  cinq  Sections.    La  première  Section  renferme  la  théorie 
générale  des  équations  et  les  principes  sur  lesquels  repose  leur 
résolution  numérique;  on  y  trouve  en  particulier  une  théorie 
très -développée  des  fractions  continues.  La  deuxième  Section 
comprend  la  théorie  des  fonctions  symétriques^  celle  des  fonc- 
tions alternées  et  des  déterminants,  avec  des  applications  impor- 
tantes à  la  théorie  générale  des  équations.  I^a  troisième  a  pour 
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objet  Vcnsemble  des  propriétés  des  nombres  entiers,  étudiées  en 
vue  de  la  résolution  algébrique  des  équations,  et,  «n  particulier, 
une  étude  complète  et  nouvelle  des  fonctions  entières  d'une  va* 
riable  prises  relativement  à  un  module  premier,  La  quatrième 
Section  renferme  la  théorie  des  substitutions,  et  la  cinquième 
tour  ce  qui  se  rapporte  à  la  résolution  algébrique  des  équations. 
En  présentant  son  ouvrage  à  FÂcadémie  des  Sciences,  M.  Serret 
a  exposé  lui-même  le  but  qu'il  s'était  proposé,  et  nous  ne  pou* 
vons  mieux  faire  que  de  lui  emprunter  ses  propres  paroles. 

«  On  jugera  peut-être  que  je  n'ai  pas  donné  le  même  déve- 
loppement aux  diverses  questions  qui  se  rapportent  à  ces  grandes 
théories;  mais  le  plan  que  je  me  suis  tracé  comporte  de  telles 
inégalités,  et  je  reconnais  volontiers  que  j'ai  pu  accorder  quelque 
préférence  aux  problèmes  qui  ont  été  plus  spécialement  Tobjet 
de  mes  propres  travaux. 

»  C'est  ainsi  que  j'ai  présenté  avec  des  détails  étendus  la 
théorie  si  ardue  des  substitutions,  sur  laquelle  j'avais  publié  an- 
térieurement plusieurs  Mémoires.  Mais,  en  reproduisant,  dans 
V Algèbre  supérieure^  les  résultats  que  j'avais  obtenus,  j'ai  pu  les 
compléter  et  en  même  temps  les  établir  par  des  démonstrations 
plus  simples  et  plus  élégantes. 

»  J'ai  cru  utile  de  reproduire  aussi  intégralement  cette  pariie 
importante  de  la  théorie  des  congruences  qui  a  été  de  ma  part 
l'objet  d'un  travail  présenté  à  l'Académie  au  mois  de  décembre 
dernier,  et  imprimé  dans  le  tome  XXXV  du  recueil  de  nos  Mé- 
moires (*). 

»  Mais  le  désir  de  développer  mes  recherches  sur  l'analyse 
algébrique  ne  m'a  pas  fait  perdre  de  vue  l'obligation  que  je  m'é- 
tais imposée  de  présenter  un  ensemble  complet  des  résultats  ac- 
(juis  à  la  science  dans  les  limites  que  je  m'étais  fixées;  j'ai  l'es- 
poir d'y  avoir  réussi. 

»  Les  recherches  qui  ont  éié  entreprises  dans  ces  dernières 
années  sur  la  résolution  algébrique  des  équations  ont  pour  fon- 


C*)  Mémoire  sur  ia  théorie  des  congruences  suivant  un  module  premier  et 
suivant  une  fonction  modulaire  irréductible.  In-4  de  iv-72  pages.  Paris,  1866. 


(  a87  ) 
déments  les  travaux  (l*Âbel  et  de  Galois.  Dans  la  précédente 
édition  de  mon  ouvrage,  je  m'étais  borné  à  faire  connaître  une 
démonstration  de  Tun  des  théorèmes  de  Galois,  due  à  notre  il* 
lustre  confrère,  M.  Hermite;  on  trouvera  dans  le  volume  que  je 
présente  aujourd'hui  un  exposé  complet  de  la  remarquable  mé- 
thode de  Galois,  avec  les  conséquences  principales  que  ce  grand 
géomètre  en  a  tirées. 

»  L'ouvrage  que  je  viens  de  terminer  est  le  résultat  d'un  long 
travail.  J'espère  qu'il  ne  sera  pas  sans  quelque  utilité  pour  la 
science,  et  je  le  soumets  avec  confiance  au  jugement  des  géo- 
mètres (*).   » 

Nous  pourrions  ajouter  bien  d'autres  indications  et  signaler, 
en  particulier,  un  beau  théorème  sur  Tordre  de  multiplicité 
d'un  système  de  solutions  communes  à  plusieurs  équations, 
mais  le  lecteur  saura  bien  trouver  tout  cela  lui-même.  Louons, 
en  terminant,  l'ordre  et  la  clarté  des  démonstrations,  ainsi 
que  la  pureté  et  la  correction  du  style  :  on  sent  que  M.  Ser- 
rât est  de  la  bonne  école,  qu'il  a  le  respect  de  lui-même  et  du 
public,  tandis  que  certains  auteurs  en  prennent  là-dessus  bien 
à  leur  aise.  Les  exemples  ne  manqueraient  pas.... 

Mais  ne  confondons  point,  par  trop  approfondir, 
Leurs  affaires  avec  les  nôtres, 

XX. 

Serret  (J.-A.).  —  Mémoire  sur  la  méthode  de  la  varia- 
tion des  arbitraires  dans  la  théorie  des  mouvements 
de  rotation.  —  Paris;  1866.  In-4°  de  iv-32  pages. 
(Extrait  du  tome  XXXV  de  rAcadémie  des  Sciences.) 


(')  Il  est  juste  de  louer  l'exécution  typographique,  qui  fait  yraiment 
honneur  à  M.  Gauthier-Villars,  ainsi  qu'à  l'intelligent  directeur  de  son 
imprimerie,  M.  P.  Drosne. 


(  a88  ) 

XXI. 

ScHRÔN  (L.),  Directeur  de  TObservatoire  et  Professeur 
à  léna .  —  Tables  des  Logarithmes  à  sept  décimales, 
pour  les  nombres  depuis  i  jusqu^à  108000,  et  pour  les 
fonctions  tri  go  n  orné  triques  de  dix  secondes  en  dix  se- 
condes 5  précédées  d'une  Introduction  par  il/.  J.  Hoûel, 
Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux. 
6®  édition  stéréotypée;  un  beau  volume  grand  in-8® 
Jésus  de  12-474  P^ges,  1866.  —  Prix  :  7  francs. 

Table  d^interpolatiofiy  avec  Introduction  par 
M.  Hoûel,  même  format,  de  iv-4-7a  pages.  Paris, 
Gauthîer-Villars.  —  Prix  :  3  francs. 

Dans  ces  Tables,  un  trait  placé  au-dessous  du  dernier  chiffre 
d*nn  logarithme  avertit  que  ce  chiffre  a  été  forcé,  indication 
utile,  par  laquelle  on  peut  juger  si  le  logarithme  est  approché 
en  plus  ou  en  moins  d'une  demi-unité  du  dernier  ordre.  Les 
parties  proportionnelles  des  différences  tabulaires  sont  données 
pour  les  lignes  trigonométriques  comme  pour  les  nombres  avec 
une  décimale.  La  Table  d'interpolation  sert  d'ailleurs  à  abréger 
le  calcul  des  parties  proportionnelles. 

Une  introduction  de  M.  Hoùel  fait  ressortir  les  avantages  des 
Tables  et  en  explique  très-clairement  Tusage. 

Ces  Tables,  d'une  belle  exécution  typographique,  d'un  format 
commode,  d'un  caractère  très-lisible,  ont  déjà  eu  six  éditions  en 
Allemagne.  Les  avantages  incontestables  qu'elles  présentent  nous 
font  espérer  qu'elles  n'auront  pas  moins  de  succès  en  France. 


(  »89  ) 


NOUVELLE  METHODE  POUR  DÉTERMINER 
LES  CARACTÉRISTIQUES  DES  SYSTÈMES  DE  CONIQUES 

(TOir  page  241); 

Par  m.  H.-G.  ZEUTHEN  (de  Copenhague). 


VI.  Cas  pai^iculiers  ^  systèmes  de  coniques  qui  ont  des 
contacts  du  premier  ordre  ay>ec  des  courbes  particu^ 
lières, 

22.  Les  formules  que  nous  avons  trouvées  compren- 
nent, comme  toute  formule  générale,  tous  les  cas  parti- 
culiers 5  mais  elles  ne  donnent  pas  toujours  les  résultats 
qu'on  désire.  Dans  un  cas  particulier  un  système  peut  se 
diviser  en  plusieurs  systèmes  partiels,  dont  on  souhaite 
connaître  séparément  les  caractéristiques.  Une  conique 
appartenant  à  un  des  systèmes  partiels,  appartient  aussi 
au  système  général;  elle  y  sera  comprise  plusieurs  fois 
si  elle  résulte  de  la  coïncidence  de  plusieurs  coniques  qui 
sont  séparées  ordinairement.  On  voit  donc  que  la  carac- 
téristique [A  ou  v  d^un  système  général  est  égale  à  la 
somme  des  caractéristiques-  [t.  ou  v  des  systèmes  par- 
tiels,  qui  résultent  d'un  cas  particulier  de  la  div^ision 
du  grand  système^  respectivement  multipliées  par  des 
coefficients  entiers  et  positifs. 

Les  parties  précédentes  de  cet  article  en  donnent  déjà 
des  exemples.  Nous  avons  trouvé  des  formules,  marquées 
partout  par  la  lettre  c  ajoutée  aux  numéros  des  formules, 
où  les  courbes  sont  supposées  générales  d'un  certain  or- 
dre, sans  aucun  point  double  ni  de  rebroussement,  et 
d'autres,  marquées  par  un  a,  qui  sont  applicables  lorsque 
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les  courbes  sonl  douées  de  points  singuliers.  Si  )'on  em- 
ploie dans  ce  dernier  cas  une  formule  (c),  la  caractéris- 
lique  trouvée  comprendra,  outre  la  caractéristique  qui 
donnerait  la  formule  correspondante  («),  le  double,  le 
triplé  ou  un  multiple  de  la  caractéristique  de  chacun  des 
systèmes  de  coniques,  dont  un  ou  plusieurs  contacts  se 
réduisent  à  passer  par  des  points  singuliers. 

Ordinairement  les  deux  caractéristiques  (Jt  et  v  d'un 
système  partiel  ont  le  même  coefficient  dans  les  formules 
du  système  général.  Alors,  comme  les  nombres  X  et  ct 
s'expriment  linéairement  au  moyen  des  caractéristiques, 
ceux  qui  appartiennent  au  système  partiel  entreront  dans 
ceux  du  grand  système  avec  le  même  coefficient.  «Si  nous 
appelons  r  ce  coefficient ,  et  si  nous  désignons  par  q  le 
nombre  de  coniques  singulières  du  grand  système  qui 
coïncident  dans  une  certaine  conique  singulière  du  sys^ 
tème  partiel,  celle-ci  a  dans  le  nombre  1  ou  xs  de  eo 
dernier  système  un  coefficient  qu^on  trouve  en  multi- 
pliant par  -  celui  qui  appartient  dans  le  tt ombre  1  ou  zs 

du  grand  système  à  chacune  des  coniques  singulières  qui 
y  coïncident  (*). 

Nous  ferons  usage  de  cette  règle,  applicable  à  beau- 
coup de  questions,  dans  les  cas  où  deux  courbes  données 
se  touchent  elles-mêmes. 

23.  Si  nous  désignons  comme  à  Pordinaire  par  C„,„ 
et  C,„/,„f  les  conditions  de  loucher  deux  courbes, 

N  (COT,n>    Cm',,/,    Z|,    Z2,    Zj) 


(*)  Nous  avons  supposé  que  les  q  coniques  singulières  du  grand  sys- 
tème sonfd'une  même  espèce  ou  qu'elles  ont  au  moins  le  même  coeffi- 
cient. Si  cela  n'a  pas  lieu,  on  doit  prendre  séparément  celles  qui  ont  un 
m^me  cocffirient. 


(  29»  ) 
sera  le  nombre  des  coniques  qui  satisfont  à  ces  deux  con- 
ditions et  à  trois  autres  Z,,  Zj  et  Z3.  Dans  le  cas  où  les 
courbes  C,„j„  et  C^/^„/  se  touchent  en  un  point  0,  deux 
coniques  coïncident,  danS/ chacune  de  celles  qui  touchent 
tm,n  au  point  9  et  satisfont  en  outre  aux  conditions  Zi, 
Zf,  iS,.  Donc,  si  nous  désignons  par  C,„,„9  la  condition 
de  toucher  la  courbe  C,„,„  en  un  point  donné,  et  par 
Cm,»  —  C^',n'  celles  de  toucher  en  des  points  différents 
les  courbes  C„,^„  et  C,„^^„/  qui  se  touchent  elles-niêmes, 
nous  aurons 

(l)  I  ^^^'"'**  ^"^'«''  ^"  ^'»  ^3) 
^  j     =  2N  (C«,,G,  Z.,  Z,,  Z3)  -MV  (C«,„  -  C„/,„s  Z.,  Z„  Z,). 

En  particulier,  C,„r,„/  peut  se  réduire  à  un  point  p   Alors 
l'équation  (I)  sera  remplacée  par 

N(C«,«,  p,  Z„  Z„  Z3) 


(II)  . 

'     '  (       =  2N  (C;„.„©,  Z„  Z„  Z3)  -f-  N  (C.,«  — /?,  Z.,  Z„  Z3) 

où  C«^„  —  /?  représente  les  conditions  de  couper  C,„,„  en 
un  point  donné  et  de  toucher  cette  courbe  en  un  point 
non  donné.  Dans  le  cas  où  Q„^^„/  se  réduira  à  une 
droite  /,  on  aura 


(III) 


N  (Cot,„,  /,  Z|,  Zj,  Z3J 
=  2N  (C«,„9,  Z„  Z„  Z3)  -?-  N  (C„  —  /,  Z.,  Z„  Z3). 


Dans  le  cas  où  C«^„  et  C,„<^  „/  5e  touchent^  le  système  de 
coniques  [Cn^n-i  Qn',/i'<.  Zi,  Zj)  5e  dis^ise  en  deux  autres  : 
(C,„,„0,  Zi,  z,)  et  (C«,„—  Cw,„^,  Zj,  z,).  En  remplaçant 
dans  l'équation  (I)  la  condition  Z3  successivement  par 
celle  de  passer  par  un  point  et  par  celle  de  toucher  une 
droite,  on  voit  que  chacune  de^  deux  caractéristiques  du. 
système  général  est  la  somme  de  la  caractéristique  ho- 
mologue du  premier  système  partiel  multipliée  par  1  et  de 
celle  du  second  système.  Le  coefficient  rdont  nous  avons 

'9* 


(  ^9^  ) 
parlé  dans  le  n^  22,  aura  donc  pour  le  premier  système 
la  valeur  2,  pour  le  second  la  valeur  i. 

Lorsque  les  caractéristiques  du  système  général  sont 
connues,  il  suffit  de  s^occuper  de  Tun  des  systèmes  par- 
tiels; nous  choisirons  le  dernier. 

24.  Les  coniques  singulières  du  système  (Cm^n^i,  Zi,  Z{j 
sont  des  limites  vers  lesquelles  tendent  certaines  coniques 
singulières  du  système  général  (C,„^„,  C,„/,„/,  Zj,  Zj),  lors- 
que C^'^n'  approche  d'être  tangente  à  C,„,„.  Les  coniques 
infiniment  aplaties  du  système  général  dont  les  limites  ap- 
partiennent au  système  (C,„,„  ^,  Z, ,  Zj),  doivent,  en  général, 

Ou  passer  par  et  être  limitées  à  l'un  des  deux  points  d'in- 
tersection de  C,„^„  et  C,„r„/  qui  tendent  à  coïncider  avec 
le  point  de  contact, 

Ou  être  contenues  sur  une  des  tangentes  communes  de 
C,„,„  et  C,n'^nf  qui  tendent  à  coïficider  avec  la  tangenle 
menée  par  le  point  de  contact  donné. 

Dans  le  premier  cas  elles  coïncident  deux  à  deux  avec 
des  coniques  infiniment  aplaties  passant  par  6  et  limitées 
à  0,  qui  appartiennent  toutes  au  système  (C^,„  0,  Zi,  Zj). 
Chacunedecesconiques  singulières  représentera doncdeux 
coniques  infinimentaplatiesdusystème  général,  et  le  nom- 
bre^ du  n°  22  sera  égal  à  2. Or, selon  le  n°23,le  nombre r 
est  aussi  égal  à  2.  Il  faut  donc  compter  dans  le  nombre  l 
du  système  partiel  une  de  ces  coniques  infiniment  apla- 
ties autant  de  fois  que  Ion  compte  chacune  des  deux  qui  y 
coïncident,  dans  le  nombre  du  système  général.  Les  pro- 
positions du  n°  12  donneront  donc  les  suivantes  : 

Dans  le  nombre  Idii  système  [C^^J,  C,„„„,,  C^„„J// 
faut  compter  : 

Une  fois,  toute  conique  infiniment  aplatie  joignant  le 
point  de  contact  donné  6  à  un  point  d'intersection  de 
t'm,,«,  ^^  C„i5,«,  ^^  limitée  à  ces  points^ 


(  =^93) 
Deux  fois,  toute  conique  infiniment  aplatie  passant 
par  9  et  limitée  à  9,  tangente  à  l  ''une  et  limitée  par  Vautre 
des  courbes  C„,„„,  et  Q„^,„^. 

Les  coniques  infiniment  aplaties  du  système  i 

(C|ii,n,    Cm',n'>    Zj,    Zj) 

renfermées  dans  une  des  deux  tangentes  communes  à  C„.^„ 
et  C„<,„/  qui  coïncident  avec  la  tangente  de  contact,  ne 
donneront  pas  seulement  des  coniques  singulières  du  sys- 
tème (C^,„0,  Zi5  Zj),  mais  aussi  des  coniques  singulières 
du  système  (Q„^„ —  C„»/^„/,  Zj,  Zj)  •,  car  une  conique  infi- 
niment aplatie  renfermée  dans  la  tangente  de  contact 
deC^^n  et  Cm', ni  p^ut  êtrc  regardée  ou  comme  la  limite 
d'une  conique  ordinaire  dont  Tune  des  deux  branches 
touche  les  deux  courbes,  ou  comme  la  limite  d'une  co- 
nique ordinaire  dont  les  deux  branches  touchent  res- 
pectivement les  deux  courbes.  Dans  le  premier  cas  elle 
appartient  au  système  (C,„^„9,  Zi,  Z»),  dans  le  second  au 
système  (C,„,„ — C,„/,„/,  Zi,  Zj).  On  ne  pourra  donc  con- 
clure combien  de  fois  il  faut  compter  ces  coniques  singu- 
lières dans  le  X  de  chacun  des  systèmes. 

On  pourrait  de  la  même  manière  discuter  les  co- 
niques à  point  double^  mais  lorsque  X  est  trouvé,  le 
principe  de  dualité  donnera  Texpression  de  V5  dans  les  cas 
qui  nous  occuperont.  Appliqué  aux  propositions  que 
nous  avons  trouvées,  relatives  à  deux  espèces  de  coniques 
infiniment  aplaties  du  système  (Q„,„0,  C^„„,,  C;^,,»,),  ce 
principe  donne  : 

Dans  le  nombre  xs  du  système  (C,„,„0,  C«,,„,,  C«„n,)  H 
faut  compter  : 

Une  fois,  toute  conique  à  point  double  composée  de  la 
tangente  à  C^^^  au  point  donné  6  et  d\me  tangente  com- 
mune à  C^„„,  et  C;„2,„2*, 


(  >94  ) 

Deux  fois,  toule  conique  ayant  un  point  double  à  m 
des  points  oii  la  tangente  à  C^^n  ûm  point  0  rencontre 
Vune  des  courbes  Q„,,„,  et  C^^^»^,  et  composée  de  cette 
tangente  et  d^une  tangente  menée  par  le  point  double  h 
Vautre  des  deux  courbes, 

25.  Maintenant,  pour  le  système 
on  trouve 

^  =  I  .  /W,  ///a  -h  2  (  W,  /«2  H-  /?2  //l,  )  -\-  X  t/ii  nii 

où  X  est  un  coelfîcient  encore  inconnu,  et 

©  =  I  .  «, /l, -f-  2  (/Wi  «, -f-  l»a  rt,  )  -t- a:/î, /!„ 

ou  en  réduisant 

X  =:(l  -4-^)  mim2-\-  2  (nii/ii  -+-  //ij/ii), 
tj  :=:  2(/W,  «a-f-  /Wj/îi}  +  (l  -h  x)  Wi  «2. 

En  substituant  ces  expressioiis  dans  les  formules  (i) 
et  (2)  du  n**  i  (p.  241),  cm  aura 

V  =  v'^w,  w,  -h  v"  (»f|  «2  -I-  /»2  w,)  -4-  v'  Tîi  /^a; 
OÙ 

fA"'  =  v'=zr|(l-f..r),       p^rrry-^^r^,       f*' rzz  v*' =  i  (l  -+- ^). 

fx'  et  v',  fx'^  et  v",  fxf''  et  v'''  sont  les  caractéristiques  des  trois 
systèmes,  lorsque  C«„„,  et  Cm^»,  sont  remplacées»  par  de» 
points  et  par  des  droites.  Par  conséquent, 

f»"  =  NlC«,„9,  p,,p,,  i)=v', 
d'où 

1  -H  j:  =  3, 

x=2n.    .■ 

{*)  On  pourrait  trouver  x  par  la  remarque  que  ce  nombre  doit  être 
entier,  ^o  et  ^4  C*^**  -^^X  ^^  *ï«e  /*'"=  ît  (n-  x)  doit  être  entier. 


(  agS  ) 
On  trouve,  en  substituant  cette  vafJeur, 

(C^^nô,  Cfl,,,„j,  C«„„.)^[2/W,//îj-f-2(/W,«:j-h/W2/2,)-f-//|«j, 
/W,/71,-h2(/W,/Î24-/W2«i)-f-2/?,/Î2], 
(8)    l  (C«,.„e,    />„     /?,)  =  (!,  2), 

1  (C«,A       /?,       /)=(2,2), 

l  (C„,„0,      /„       /,)  =  (2,l). 

26.  Comme  x=  2,  nous  aurons  k  ajouter  aux  théo- 
rèmes donnés  dans  le  n*^  2S  : 

Pour  le  sjr^tème  (C«,„e,  C^„„,,  C^i„n,)  il  faut  comp- 
ter: 

Dans  le  nombre  X>  deux  fois  toute  conique  infiniment 
€iplatie;  tangente  à  la  courbe  C,„',„  au  point  9  et  limitée 
par  les  deux  autres  courbes; 

Et  dans  le  nombre  xs,  deux  fois  toute  conique  ayant 
un  point  double  en  &  eft  coifépos'ée  de  tangentes  menées 
par  ce  point  aux  deux  autres  courbes. 

Ces  théorèmes  et  ceux  du  n*'  24  sont  encore  vrais  lors- 
que deux  des  trois  courbes  ou  toutes  les  trois  coïncident; 
ils  sont  donc  applicables  à  la  discussion  des  systèmes  sui- 
vants : 

{^Cm,nS9,Cn^,n^)  dont  Ics  coniqiws out  ai^ecCm,n  deux 
contacts^  Pan  en  Un  point  donné,  et  avec  C,»^^»,  un  con^ 
tact  simple; 

(C«,nO,  2C„,,„,)  dont  les  coniques  ont  avec  C^,„  un 
contact  en  un  point  donnée  et  avec  C„,^„j  deux  contacts; 

(3  C}n,wfr)  dont  les  coniques  ont  avec  C„,,„  trois  con- 
tacts, l'un  en  un  point  donné. 

Nous  ne  traiterons  que  le  premier  et  le  dernier  de  ces 
trois  systèmes^  parce  que  les  Caractéristiques  du  deuxième 
se  trouvent  sans  difficulté  au  moyen  des  formules  (4)* 
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27.  On  trouve  pour  le  système  (a G«,„9,  C„„„,) 

X  z=z  I  ,mmi-h  2  [/Il  {m  —  i)  -h  (//  —  2)  iw,]  -h  1  (m  —  2)m„ 
37=  I .  /ïw,  -I-  2[/w,(/i  —  i)  -f-(/w  —  2)  /ï,]  H-  2  (/2  —  2)/?,. 

Par  conséqueut, 

^  =  p"/W, -h  pi'/î,,      V  r=:  v"/W,-|- v'/î| 
OÙ 

1^'  =  2/W  -h  /2  —  4> 
^''=z=v'  =  2(m-h/i-3), 
v''  =  /W  -♦-  2/î  —  4« 

La  signification  de  fi\  ^'  et  v',  v"  s'exprime  par  les  re- 
lations 

(2C«,„e,  C„„„j=(fx"/w, -i-fi'/i„  v"yw, -hv'/î,), 
(9^)  (2C.,„Ô,  />)s(p',  •/), 

Lorsque  Cm^„  est  une  courbe  générale  de  Tordre  m,  on 
doit  remplacer  n  par  m  (  m  —  i),  conséquemment  les  for- 
mules (9  a)  par 

i'  ^'  =:m»-|-/w  — 4, 
^-==/=2(/ll^-3), 
M,"  z=2,m}  —  m  —  4" 

28.  On  trouve  pour  le  système  (3C^,„6) 

À=  i.</-4-2(/i  — 2){m  —  3)  -haï '-^ -S 


0=  I.r  -h2(/W—  2)(/2  —  3)  -h2 


(/t-2)(/i~3) 


Puis  les  formules  (1)  et  (2)  donnent,  après  une  réduc- 
tion au  moyen  des  équations  de  M.  Plûcker, 
fx  =  (/w  —  2)  (m  +  2/1  —  9) -h /, 

V  ==:  (/i  —  2)  (2  w  4-  /2  —  9)  -h  û?; 

{10  b)  (3C;„,,0)  =  (^,    v). 


{\oa) 
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Lorsque  C„,,„  est  une  courbe  générale  de  Tordre  m, 
>n  peut  remplacer  n  par  m  [m — i),  d  par  o  et  f  par 

-m(m  —  2)  (m* — 9),  conséquemment  (loa)  par 

\u.=i-(m — i^im^-^Lm} — ii/w  — 18)4 
(10c)      1^1^  '  ^  ^  ' 

\   v=(/w  —  2)  (/?/ -f- i)  (m'-4- /w  —  9). 

Pour  m  =  2,  on  trouve 

f*  =  v  =  o, 

pour  m=3,  jx=6,  v=i2  (*)* 

(Za  suite  prochainement.) 


SUR  LE  RAYON  DE  GOURRURE  DES  GOURRES  GAUGHES^ 

Par  m.  HERMITE. 


On  donne  dans  renseignement  un  calcul  un  peu  long 
pour  déduire  de  la  formule 

I  dif 

p       ds 

l'expression  du  carré  de  Tinverse  du  rayon  de  courbure 
àu  moyen  des  coordonnées  x,  jy  z  et  de  l'arc  5,  savoir  : 

\  =  ±[(dxd'y  -  dyd'xY  -H  [dydH'-dzd^yY 

-^  {dzd^x  —  dxdHY]y 

la  variable   indépendante    étant  quelconque.  On   peut 
Tabréger  comme  il  suit. 


{^)  (3  G,  0)  se  divise  en  trois  systèmes  dont  les  caractéristiques  sont  1 
et  4  (vot>  la  note  du  n^  20). 
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Soit  pour  un  instant 

do:  dy  dz 

«  =  -7-?       ^  =  -7-»       C  =  -J-J 
ds  ds  ds 

et  faisons 

a'îiiia-hda^     h'  zs=:b  -^db,     c'  i=  c  -J-  dc^ 

l'angle  de  contingence  rf(j,  sera  donné  par  la  formule  re- 
lative au  sinus,  savoir  : 

sin' J(j)  =  {ab'  —  ba'  Y  -4-  (ûc'  —  ca'Y  H-  [bcf  —  cb'Y^ 

de  sorte  que  l'on  aura  immédiatement  /icf'  en  calculanl 
les  expressions  a&'  —  ia',  etc.  Or  on  trouve  : 

ab'  ^ba'z=a(b-hdb)^b{a-^  da), 
=  adb  —  bdoy 

dx     dy       dy   ^dx 

^^z-^d— ^  d  — 9 

ds      ds        ds       ds 

et  cette  dernière  expression  donne  lieu  à  la  réduction 
suivante  : 

dxd^yds — dyd^s        dy  d*xds — dxd*s 
ds  ds"^  ds  ds^ 

dxd'^y  —  dy  d^x 

~  d?      ^       * 

On  a  donc  par  un  calcul  bien  facile 

,,        ,    ,       dxd'f  —  dyd\r 

ao  —  oa  =z — 9 

ds^ 

et  semblablement 

dxd^z  —  dzd^x 
ac-ca^ ^. , 

ds^ 
d'où  suit  comme  on  voit  la  formule  annoncée. 
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I 

THÉORÈMES  RELATIFS 
AUX  COURBES  ET  AUX  SURFACES  DU  SECOND  ORDRE; 

Pjol  m.  h.  FAURE. 


1 .  Considérons  la  fonction 

)  ç  —  Aa^  -4-  Bp»  -f-  C7'  -h  .  . .  -♦-  Mf*' 

es  carrés  des  n  variables  a,  |3,  y, . . . ,  /ix,  et  posons 

l)  Vr=  Aara-4-BPrP-f-C7r7-l-.  ..4-MfXrf*. 

ji  donuant  à  ries  n  valears  1,2,  3, . . . ,  n,  on  aura  n  re- 
stions semblables.  Désignons  par  Y^/  le  résultat  que  Ton 
btient  en  remplaçant  dans  V^  les  variables  a,  j3,  y, . . .  ,/x 
especiivement  par  a,,  (3„  7,, . . . ,  fx,,  et  supposons  que 
V«=o,  lorsque  les  indices  r  et  5  sont  différents  entre  eux. 

Écrivons  l'équation 

3)  ^'=2)«"V.V,  =  o, 

es  coefficients  Urs  étant  des  constantes  quelconques,  nulles 
orsque  les  indices  r  et  5  sont  égaux.  Ces  indices  prenant 
es  valeurs  de  la  suite  i,  a,  3, . . .,  tz,  si  Ton  représente 
)ar  A',  B',  C, . . .,  M^  les  coefficients  des  variables  a', 
}*,...,  (X*  dans  l'éqvalion  (3)y  on  trouve 

A'  =  A^  2  «"«'^"      ^'=  B^  2^^'P'P-  •    ' 


(  3oo  ) 
d'où 

en  ayant  égard  à  Thypothèse  V„  =  o. 

2.  Désignons  par  V^^  '^  résultat  que  Ton  obtient  eu 
remplaçant  dans  V^  les  variables  a,  |3,.  . .,  (x  par  «^t 
|3^5 . . . ,  (x^5  et  supposons  V,.^  =  o. 

Écrivons  Téquation 

(4)  ?'  =  2«^v;=o, 

les  coefficients  a^^  ^rv**?  ^tant  des  constantes. 

Si  l'on  représente  par  A',  B', . . .,  M'  les  carrés  des 
coefficients  des  variables  a,  |3, . . . ,  jui  dans  Téquation  (4); 
on  trouve 

d'où 

en  ayant  égard  à  l'hypothèse  V„.  =  o. 

3.  ^applications  géométriques,  —  Soit 

/2  =  3     et     y  =  Aa'  -f-  Bp«  -4-  C7». 

L'équation  cf  =  o  représente  une  conique  conjuguée  à 
un  triangle  abc  pris  pour  triangle  de  référence,  a,  P,  7 
étant  les  distances  d'un  point  de  la  conique  aux  côtés  de 
ce  triangle. 


(  3o.  ) 

L'ëquatioii  V^  =  o  représente  la  polaire  du  point  qui  a 
►our  coordonnées  a^,  j3^,  y^.  En  donnant  à  r  les  valeurs 
,  2,  3,  nous  avons  trois  droites  déterminant  un  triangle 
\'b'c'^  et  les  conditions  V^,  =  o  montrent  que  la  conique  (f 
st  également  conjuguée  à  ce  triangle. 

Comme  d'ailleurs  l'équation  (3)  est  celle  d'une  co- 
lique circonscrite  au  triangle  a  b'c\  nous  avons  ce  théo- 
ème  : 

Théorème  I.  —  Lorsqu'une  conique  ç  est  conjuguée  à 
leux  triangles  ahc,  alV d ,  si  Von  conçoit  une  conique  cf' 
circonscrite  au  triangle  alV  d y  la  somme  des  rapports 
}ue  Von  obtient  en  diy^isant  les  coefficients  des  carrés  des 
'jariables  dans  ç'  par  les  coefficients  de  ces  mêmes  va- 
riables dans  q)  est  nulle. 

D'après  le  n*'  2,  on  voit  que  V^  =  o  est  une  tangente  à 
a  conique  conjuguée  (f,  parce  que  V^^  =  o. 

En  donnant  à  r  les  valeurs  i,  2,  3,  nous  avons  trois 
tangentes  à  la  conique  cp  déterminant  un  triangle  dV d , 

La  conique  (4)  étant  conjuguée  à  ce  triangle,  nous 
ivons  ce  théorème  : 

Théorème  II.  —  Lorsqu'une  conique  ç  est  conjuguée 
h  un  triangle  abc  et  inscrite  dans  un  triangle  a'b'd,  si 
Von  conçoit  une  conique  y'  conjuguée  au  triangle  cib'dy 
la  somme  des  rapports  que  Von  obtient  en  divisant  les 
coefficients  des  carrés  des  variables  dans  y'  par  les  coef- 
ficients des  carrés  des  mêmes  variables  dans  y  est  nulle. 

Si  l'on  a  égard  à  la  définition  que  nous  avons  donnée 
de  la  caractéristique  d'un  point  (p.  9)  par  rapport  à  une 
conique,  on  pourra  énoncer  ces  deux  théorèmes  comme 
il  suit  : 

TnÉORÈiiE  I.  —  Lorsqu'une  conique  <f  est  conjuguée 
à  deux  triangles  abc  y  ciV  d ,  si  Von  conçoit  une  conique  (j/ 
circonscrite  au  triangle  alVd^  la  somme  des  rapports 
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que  Von  obtient  en  divisant  les  caractéristiques  des 
points  a,  by  c  par  rapport  à  ç',  par  les  caractéristiques 
de  ces  tnémes  points  par  rapport  à  f ,  est  nulle. 

Théokème  II.  —  Lorsqu'une  conique  f  est  conjuguée 
à  un  triangle  abc  et  inscrite  dans  un  triangle  olUéy  à 
Von  conçoit  une  conique  cp'  conjuguée  au  triangle  dVé^ 
la  somme  des  rapports  que  Von  obtient^  en  divisant  les 
caractéristiques  des  points  a^  b^c  par  rapport  à  cj-',  par 
les  caractéristiques  de  ces  mêmes  points  par  rapport 
à  (ff  est  nulle. 

Corollaires,  —  En  désignant  par  tt^  la  caractéristiqae 
du  point  r  par  rapport  à  la  conique  f ,  par  ?r^  la  carac- 
téristique de  ce  même  point  par  rapport  à  la  conique  f^, 
nos  deux  théorèmes  donnent 

(A)  <i^Zt  +  ''l  =  ^. 

T^Q  fCl,  fCg 

Ce  qui  suit  est  le  développement  de  cette  relation. 

i**  Le  théorème  I  nous  montre  que  si  la  conique  ({'  cir- 
conscrite au  triangle  a  &V  passe  par  deux  des  sommets 
du  triangle  abc^  par  a  et  b  par  exemple  (auquel  cas 
7t[^  =  tt'^  =  o),  elle  passera  aussi  par  le  sommet  c,  puiscpie 
d'après  le  théorème  on  a  tt'^  =  o.  (Chasles.) 

La  même  considération  appliquée  au  théorème  11 
montre  que 

a^  Lorsqu'une  conique  est  inscrite  dans  un  triaDgle 
a'iV  et  conjuguée  à  un  triangle  abc^  on  peut  circon- 
scrire au  triangle  abc  une  conique  conjuguée  à  a'I/cf. 

Les  polaires  réciproques  donnent  cet  autre  théorème. 

Lorsqu'une  conique  est  circonscrite  à  un  triangle  a!V(f 
et  conjuguée  a  un  triangle  abc^  on  peut  inscrire  dans  ce 
triangle  une  conique  conjuguée  à  a!Vcf. 

On  sait  qu'une  hyperbole  équîlatère  est  conjuguée  au 
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riangle  qui  a  pour  sommets  les  points  à  l'infini  sur  un 
ercle  et  le  centre  de  Thyperbole.  Les  théorèmes  ci-des8u$ 
lonnent  alors  les  suivants  : 

Lorsqu'une  hyperbole  équilatère  est  inscrite  dans  un 
riangle,  le  cercle  conjugué  à  ce  triangle  passe  par  le 
centre  de  Thyperbole. 

Lorsqu'une  hyperbole  équilatère  est  circonscrite  à  un 
;riangle,  la  conique  conjuguée  à  ce  triangle  qui  a  pour 
byer  le  centre  de  l'hyperbole  est  une  parabole. 

Dans  les  théorèmes  généraux  exprimés  par  réqua<* 
ion  (A),  la  conique  ^'  peut  représenter  deux  droites 
onjuguées  à  la  conique  ç .  Dans  ce  cas  la  caractéris- 
ique  TT^  doit  être  remplacée  par  le  produit  des  distances 
lu  point  a  aux  deux  droites.  On  a  par  conséquent  ce 
bcorème  : 

3®  Une  conique  ç  étant  conjuguée  à  un  triangle  aie, 
i  l'on  désigne  par  «t.,  d'^  les  distances  d'un  point  r  i  deux 
Iroites  conjuguées  à  la  conique  f ,  on  a 

TTfl  TT^  TTc 

il  les  deux  droites  conjuguées  coïncident,  elles  se  con- 
bndent  avec  une  tangente  à  la  conique,  donc 

4®  Une  conique  cp  étant  conjuguée  à  un  triangle  ahc^ 
\  Ton  désigne  par  /i^,  di,^  de  les  distances  de  ses  sommets 
I  une  tangente  de  ç,  on  a 

dl        dl        dl 

TTfl  TTJ  TTg 

Par  les  sommets  du  triangle  clVd^  menons  une  co- 
nique touchant  les  deux  côtés  ah^  ac  du  triangle  aftc,  et 
désignons  par  i^,  Cj  les  points  de  contact  sur  ces  côtés 
respectivement;  la  relation  (A)  devient 

I        V    bb^         I    ccy    

aOi  ac. 
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Cette  condition,  d'après  le  théorème  précédent,  signifie 
que  la  droite  &iCi  louche  la  conique  (^,  donc,  d'après  le 
théorème  I, 

5^  Une  conique  9  étant  conjuguée  à  un  triangle  a'Vd^ 
si  par  les  sommets  de  ce  triangle  on  mène  une  conique 
touchant  deux  droites  conjuguées  à  f ,  la  corde  de  contact 
touchera  la  conique. 

Comme  cas  particuliers,  il  résulte  que 

Si  parle  centre  d'une  hyperbole  équilatère  on  mène 
un  cercle  touchant  deux  droites  conjuguées  à  Thyperbole, 
la  corde  de  contact  touchera  Thyperbole. 

Une  hyperbole  équilatère  étant  conjuguée  à  un  triangle, 
si  par  des  sonimets  on  mène  une  conique  ayant  pour  foyer 
le  centre  de  l'hyperbole,  la  directrice  correspondante  tou- 
chera l'hyperbole. 

La  théorie  des  polaires  réciproques  donne  ce  théorème: 

6**  Une  conique  (f  étant  conjuguée  à  un  triangle  JVJ, 
si  l'on  inscrit  dans  ce  triangle  une  conique  cf'  passant  par 
deux  points  a,  b  conjugués  à  la  conique  (f,  les  tangentes 
à  la  conique  (f  menées  par  les  points  a  et  &  se  couperont 
sur  la  conique  ç. 

Si  les  points  a,  b  sont  à  Tinfini  sur  un  cercle,  on  voit 
que 

Lorsqu'une  hyperbole  équilatère  est  conjuguée  à  un 
triangle,  les  centres  des  cercles  inscrits  à  ce  triangle  sont 
sur  l'hyperbole. 

D'après  le  théorème  II  on  arrive,  par  des  considéra- 
tions analogues,  aux  suivants  : 

y^  Une  conique  ç  étant  inscrite  dans  un  triangle  û'ôV, 
si  l'on  mène  une  conique  conjuguée  a'i'c'  et. touchant 
deux  droites  conjuguées  à  (f,  la  corde  de  contact  touchera 
la  conique  9. 

8**  Une  conique  9  étant  circonscrite  à  un  triangle  a'iV, 
si  l'on  mène  une  conique  cp'  conjuguée  à  a'6V  par  deux 
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>oints  a,  b  conjugués  à  U  conique  (f,  les  tangentes  a  la 
conique  ^1  menées  par  les  points  a  et  &  se  couperont 
jur  Cf. 

Si  les  points  b\  d  sont  à  Tinfini  sur  un  cercle,  nous 
trouvons  que 

Lorsqu'une  parabole  y  a  pour  foyer  le  centre  d'une 
hyperbole  équîlatère,  si  Ton  mène  à  l'hyperbole  deux 
tangentes  qui  soient  conjuguées  à  la  parabole,  la  corde 
de  contact  touchera  la  parabole. 

Lorsqu'un  cercle  passe  par  le  centre  d'une  hyperbole 
ëquilatère,  les  tangentes  menées  d*un  point  du  cercle  à 
l'hyperbole  rencontrent  celte  courbe  en  deux  points  con- 
jugués par  rapport  au  cercle. 

Lorsqu'une  conique  (j>  est  conjuguée  à  un  triangle  abc^ 
la  caractéristique  de  l'un  des  sommets  a  est  égal  au  rap- 
port -r-î  en  désignant  par  o  le  centre  de  la  conique. 

Deux  coniques  cj)  et  cp'  sont  conjuguées  à  un  même 
triangle  abc  déterminé  par  les  points  d'intersection  des 
côtés  opposés  et  des  diagonales  du  quadrilatère  inscrit 
dans  les  deux  coniques  ;  donc,  en  ayant  égard  à  Tobserva- 
tioo  précédente  et  au  théorème  I, 

9^  Deux  coniques  ayant  pour  centres  les  points  o  et  d^ 
si  l'on  peut  inscrire  dans  la  conique  o'  un  triangle  conju- 
gué à  la  conique  o,  ou  aura  la  relation 

obc         oca         oab 
o  oc       o' ca        oab 

dans  laquelle  a^  £,  c  sont  les  points  qui  ont  la  même  po- 
laire dans  les  deux  coniques. 

D'après  le  théorème  II,  on  voit  que  cette  même  rela- 
tion existera  si  Ton  peut  circonscrire  a  la  conique  o  un 
triangle  conjugué  à  la  conique  o^ 

Si  Ton  désigne  par  a,  |3,  y  les  distances  du  centre  o  aux 

Ann,  de  M^nhémnt,,  9«  série,  t.  Y.  (Juillet  i866.)  ao 


(  3o6  ) 
€6t<^s  du  triangle  abc  p^r  a  ,  ^\  y  lesdÎBUnces  du  centreo 
aux  côtés  du  même  triangle,  ce  théorème  donne 

a         S         7 

Supposons  que  les  coniques  o  et  o'  se  touchent  au  point  a, 
les  points  a  et  h  venant  coïncider,  U  relation  ci-dessus 
devient 

9.0L  7 

«  7 

Or,  en  général,  si  P  représente  le  produit  des  carrés  des 

demi-axes  principaux  d'une  conique  conjuguée  k  un 

triangle,  R  le  rayon  du  cercle  eirconscrit  à  ce  triangle, 

on  a 

Pr=2RaP7 

pour  la  conique  o  (question  560),  et 

P'=:2Ra'p'/; 

dans  le  cas  où  les  coniques  se  touchent 

P'"~  a'»7'* 

D'antre  part,  si  p  est  le  rayon  de  courbure  de  la  co- 
nique o  au  point  de  contact  a,  p'  le  rayon  de  courbure  de 
la  conique  o'  au  même  point,  on  a 

P=:p«3,     P'  =  p'a"      et     1  =  ^- 

P 

L'égalité  des  rapports  —  donne 

L  —  IfL 

7'-p'a'' 
donc,  en  vertu  du  théorème  précédent, 
2p'  -f-  p  =  o. 
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Lorsque  deux  coniques  o  et  c/  se  touchent,  si  Ton  peut 
décrire  dans  la  conique  o'  un  triangle  conjugué  à  o  (ou 
îroonscrire  à  o  un  triangle  conjugué  à  o'),  le  rayon  de 
oiirbure  de  la  conique  o  au  point  de  contact  sera  le 
ouble  de  celui  de  la  conique  o'  au  même  point  et  dirigé 
n  sens  contraire. 

Désigneras  par  ai,  ûj,  Ai,  Ai,  Ci,  Cj  les  points  d'inier- 
BcUon  de  la  conique  ç  avec  les  côtés  du  triangle  res- 
lectiTement  opposés  aux  sommets  a,  A,  c,  soient  A,  B,  C 
3S  demi«diamètre9  de  f  parallèles  a  ces  mêmes  cdbés. 
kioutant  un  accent  à  ce  qui  est  relatif  à  la  conique  (^^  la 
elation  (A)  devient 

aà^ .  ab,  B''  "^   ba, .  ba.  A'' '^  te,  "  ^ 

;n  laissant  subsister  le  dernier  terme  tel  quMl  est. 

Supposons  que  le  triangle  abc  ait  son  côté  ab  à  Tin- 
îni,  de  sorte  que  c  devienne  le  centre  de  la  conique  y, 
:a,  cb  deux  de  ses  diamètres  conjugués.  La  relation  pré- 
sente se  réduit  à 
_,  A'        B»  _    , 

en  remarquant  que  tt^  =  —  i . 
Les  théorèmes  I  et  H  donnent  cet  énoncé, 
lo®  Etant  données  deux  coniques  (f  et  cy',  cette  dernière 
étant  circonscrite  à  un  triangle  conjugué  à  cp  (ou  con- 
juguée à  un  triangle  circonscrit  à  y),  si  Ton  désigne 
par  A,  B  deux  demi-diamètres  conjugués  de  cp ,  par  A',  B' 
les  demi-diamètres  de  9/  parallèles  aux  premiers,  on  a 
la  relation  précédente  dans  laquelle  tt^  est  la  caractéris- 
tique du  centre  de  cp  par  rapport  à  (f\ 

Si  (f  est  un  cercle  on  a  ces  théorèmes  : 

11°  La  somme  des  carrés  des  inverses  des  demi*axes 
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principaux  d'une  conique  f'  circonscrite i  à  un<  triangle 
{ou  conjuguée  à  un  triangle)  est  égale  à.  la  caractéris- 
tique du  centre  du  cercle  conjugué  au  triangle  (ou  du 
centre  d'un  cercle  inscrit  au  triangle),,  par  rapport  à  ç' 
divisé  par  le  carré  du  rayon  du  cercle. 

Si  au  contraire  y'  est  un  cercle,  on  a  ce^.  théorèmes  : 

12°  La  somme  des  carrés  des  demi-axes. principaux 

d'une  couique  conjuguée  à  un  triangle  (ou  inscrite. dans 

un  triangle)  est  égale  à  la  puissance  de:  son. centre  pv 

rapport  au  cerclu  circonscrit  (ou  conjugué). au  triatigle. 

Remarque,  —  Ces  deux  théorèmes  ont  été  proposés 
en  questions  dans  les  Nous^elles  jénnales,  n®*  S24  et  562. 
Le  numéro  de  juin  1864  (p.  207)  contient  une  solution 
de  la  question  562,  mais  quelques  inexactitudes  de  Tau- 
teur  l'amènent  à  une  erreur  dans  un  coefficient  numérique. 
Je  ferai  la  même  observation  à  l'égard  de  la  question  561 . 
dont  renoncé  modifié  (1864,  p.  253)  est  inexact.  L'é- 
noncé qui  figure  tome XX,  i"  série,  page  56,  est  exact. 

Dans  la  relation  (B)  remplaçons  tt'^  par  sa  valeur,  on 
aura 

cb\.cb\ 

Si  l'on  élimine  A'  et  B'  de  ces  deux  relations,  on  a  ces 
théorèmes  : 

'  i3^  Étant  donnés  une  conique  cp  ayant  pour  centre  le 
point  c  et  deux  de  ses  demi -diamètres  conjugués  A,.B, 
si  une  conique  ç',  circonscrite  à  un  triangle  conjugué  à  (f 
(ou  conjuguée  à  un  triangle  circonscrit  k  (p),  rencontre  ces 
deux  diamètres  respectivement  aux  points  a,,  a,,  b\^  J'„ 
on  aura  la  relation 

A»  B^ 

C  —, r  H- -t; — 7r=='- 


A'         B'        cd.,ca\ 

A}         B» 
A'^  "*"  W^ 

A'»        B'2""       A" 

(3o9  ) 
Si  la  conique- f  est  un  cercle,  on  voit  que  r  si  par  un 
[>mt  fixe  c  on  trace  deux  droites  rectangulaires  rencon* 
ant  une  conique,  l'une  aux  points  ai,  a,,  l'autre  aux 
oints  il,  &S9  on  a  la  relation 


cai.ca^       cbt.cbi 


=z  const. 


La  valeur  de  la  constante  résulte  du  précédent  tbéo- 
^me.  Si  c  est  le  centre  de  la  conique,  on  retrouve  un 
léorème  connu. 

Lorsque  dans  la  relation  (B)  ou  suppose  que  la  co- 
[que  f'  passe  par  le  centre  de  (^,  nous  dirons  que  : 

Lorsqu'une  conique  ç'  passe  par  trois  points  conjugués 
une  conique  (f  (ou  bien  est  conjuguée  à  un  triangle  cir- 
Tconscrit  à  (f)  et  par  son  centre,  si  Ton  désigne  par  A,  6 
sax  diamètres  conjugués  de  cp  et  par  A^,  6'  leà  diamètres 
ni  leur  sont  parallèles  dans  c^',  on  a  la  relation 

X^  -^-  gr,  —  o- 

Cette  relation  montre  que  si  Tune  des  coniques  est  un 

srcle,  l'autre  est  une  hyperbole  équîlatère,  ce  qui  don,ne 

uatre  théorèmes  plus  ou  moins  connus. 

La  même  relation  (B)  donne  le  théorème  suivant  : 

Lorsqu'une  conique  (f'  concentrique  à  une  conique  9 

asse  par  trois  points  conjugués  de  celle-ci  (ou  est  con- 

Aguée  à  un  triangle  circonscrit  à  cp),  si  l'on  désigne 

AT  A,  B  deux  diamètres  conjugués  de  f ,  par  A^  B'  les 

iiamètres  de  f'  de  même  direction  que  les  premiers,  on 

i  la  relation 

A'        B' 

La  relation  (C)  donne  : 

Lorsqu'une  conique  y'*  passe  par  les  extrémités  d'un 
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diamètre  de  la  conique  cf  et  troia  pointa  conio^^^dc 
celle-ci  (ou  est  conjuguée  à  un  triangle  circonscrit  à  f), 
elle  rencontre  le  diamètre  A  conjugué  au  premier  en 
deux  points  «i,  ^ïj  tels  que 

ica^cOi  =r  A', 
c  étant  le  centre  de  y,  A  la  longueur  du  demi-diamètre. 

4.  Pour  n  =  4,  on  a  deux  théorèmes  généraux  ana- 
logues à  ceux  démontrés  plus  haut  (p.  3oi)  : 

Théorèmes  III  et  IV.  — Lorsqu'une  surface  (f  du  se- 
cond ordre  conjuguée  à  un  tétraèdre  ahcdest  conjuguée 
à  un  second  tétraèdre  a'b^c'd'  [ou  inscrite  dans  ce  té- 
traèdre)^ si  Von  conçoit  une  surface  (f'  du  mente  ordre 
circonscrite  au  tétraèdre  a^b'c' d^  [ou  conjuguée  à  ce  té- 
traèdre) ,  la  somme  des  quotients  que  Von  obtient  y  endivi' 
sant  tes  caractéristiques  des  points  a,  b^  c^d  par  rapport 
à  <p',  par  les  caractéristiques  de  ces  rriêmes  points  par 
rapport  à  y,  est  nulle. 

En  désignant  par  tt^,  7:\^  les  caractéristiques  du  som- 
met a,  par  rapport  aux  surfaces  cj>  et  ç',  nous  écrirons 
d^nc 

Nous  nous  bornons  à  énoticer  les  théorèmes  déduits 
de  cette  relation,  en  suivant  le  même  ordre  que  pouf  les 
comiques. 

i^  Toute  surface  du  second  ordre  qui  passe  par  s^i 
des  sommets  de  deux  tétraèdres  conjugués,  passe  par  le 
huitième. 

2°  Toute  surface  du  second  ordre  cf'  conjuguée  à  un 
tétraèdre  a'b^c' d'^  circonscrit  à  une  surface  ç  du  second 
ordre,  et  qui  passe  par  trois  des  sommets  d'un  tétraèdre 
conjugué  a  9,  passe  par  le  quatrième  sommet. 


(3i,  ) 

La  th^rie  da^  polaires  réciproques  do^ne  deux  autre» 
biforèmes  : 

3^  Une  surface  du  second  ordre  o  étant  conjuguée  à  un 
^traèdre  abcd^  si  l'on  désigne  par  paj  p'a  les  distances  du 
^mmet  a  k  deux  plans  conjugués  par  rapport  à  ^,  on  a 


o. 


4^  Une  surface  du  second  ordre  ^  étant  conjuguée  à  un 
itr^ëdre  abcdt  si  Ton  désigne  par  p^  la  distance  du  son* 
let  a  à  un  plan  tangent  à  cp,  on  a 

5^  Une  surface  du  second  ordre  cp  étant  conjuguée  à  un 
kraèdre,  si  par  les  sommets  de  ce  tétraèdre  on  conçoit 
ne  surface  du  second  ordre  touchant  les  arêtes  d'un 
riédre  conjugué  à  (f,  le  plan  passant  parles  points  de 
on  tact  touchera  la  surface  9. 

6®  Une  surface  du  second  ordre  ç  étant  conjuguée  à  un 
étraèdre,  si  Ton  inscrit  dans  ce  tétraèdre  une  surface  du 
econd  ordre  y',  tangente  aux  trois  côtés  d'un  triangle 
onjugué  à  ^,  les  plans  tangents  à  la  surface  cp'  menée  par 
es  trois  points  de  contact  se  couperont  sur  9.  (Réci- 
proque du  précédent.) 

j^  Une  surface  du  second  ordre  œ  étant  inscrite  dan» 
u^  tétraèdre,  si  l'on  conçoit  une  surface  du  second 
)rdre  ^\  conjuguée  à  ce  tétraèdre  et  touchant  les  arêtes 
iTun  trièdre  conjugué  à  f ,  le  plan  passant  par  les  points 
de  contact  touchera  la  surface  (f. 

8®  Une  surface  du  second  ordre  (f  étant  circonscrite  à 
UD  tétraèdre,  si  Ton  conçoit  une  surface  du  second 
ordre  f' conjuguée  à  ce  tétraèdre  et  touchant  les  côté» 

d*im  triangle  conjugué  à  ^ ,  les  pians  tangents  aux  point» 

de  conl(act  menés  à  la  surface  (f^  se  couperont  »ur  f . 
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9^  Deux  surfaces  du  second  ordre  étant  données,  si 
Ton  désigne  par  a,  /3,  7,  $  les  distances  du  centre  de  Tune 
d'elles  (f  auxfaces  du  tétraèdre  conjugué  à  la  fois  aux  deux 
surfaces,  par  a',  [3',  y',  5'  les  distances  du  centre  de  la  se- 
conde q'  h  ces  mêmes  plans,  on  pourra  inscrire  dans  la 
surface  ^'  un  tétraèdre  conjugué  à  y,  si  l'on  a  la  relation 

Cette  même  relation  aura  lieu  si  Ton  peut  circonscrire 
à  y  un  tétraèdre  conjugué  à  ç'. 

10°  Etant  données  deux  surfaces  du  second  ordre  y 
et  y',  cette  dernière  étant  circonscrite  à  un  tétraèdre  con- 
jugué à  (f  (ou  conjugué  à  un  tétraèdre  circonscrit  à  f  ),  si 
Ton  désigne  par  Â,  6,  C  trois  demi-diamçtr^  conjugués 
de  y ,  par  A',  B',  C  les  demi-diamètres  de  y'  parallèles  aux 
premiers,  on  a  la  relation 

dans  laquelle  t!^  est  la  caractéristique  du  centre  d  àt^ 
par  rapport  à  ç'. 

Si  9  est  une  sphère  on  a  ces  théorèmes  : 
11^  La  somme  des  carrés  des  inverses  des  demi-axes 
principaux  (ou  de  trois  demi-diamètres  rectangulaires) 
d'une  surface  cj»'  circonscrite  à  un  tétraèdre  (ou  conjuguée 
à  ce  tétraèdre)  est  égale  à  la  caractéristique  du  centre  de 
la  sphère  conjuguée  au  tétraèdre  (ou  du  centre  d'une 
sphère  inscrite  au  tétraèdre)  par  rapport  à  cf'  divisé  par 
le  carré  du  rayon  de  la  sphère  (*). 
Si,  au  contraire,  cf'  est  une  sphère  : 


{*)  Ce  théorème  revient  à  celui  donné  par  M.  Painvln  dans  la  ques- 
tion  760,  que  M.  Faure  ne  connaissait  pas  quand  il  nous  a  envoyé  wn 
article  au  mois  de  novembre  dernier.  P> 
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13^  La  somtDe  des  carrés  des  demi-aies  principaux 
d'une  surface  du  second  degré  conjuguée  à  un  tétraèdre 
(ou  inscrite  dans  un  tétraèdre)  est  égale  à  la  puissance  de 
son  centre  par  rapport  à  la  sphère  circonscrite  (ou  con- 
juguée) au  tétraèdre. 

Remarque.  —  Un  tétraèdre  n'a  pas  en  général  de 
sphère  conjuguée,  il  faut  pour  cela  que  ses  arêtes  oppo- 
sées soient  rectangulaires;  le  point  de  rencontre  de  ses 
hauteurs  est  le  centre  de  la  sphère  conjuguée.  Les  théo- 
rèmes dans  lesquels  figurent  une  sphère  conjuguée  sont 
donc  relatifs  à  un  tétraèdre  dont  les  hauteurs  se  ren- 
contrent. 

i3®  Étant  donnés  une  surface  du  second  ordre  ç  ayant 
pour  centre  le  point  d  et  trois  de  ses  demi-dianîètres 
conjugués"  A,  B,  C,  si  une  surface  du  second  ordre  <f'  cir- 
conscrite à  un  tétraèdre  conjugué  à  cp  (ou  conjuguée  à  un 
tétraèdre  circonscrit  à  ç)  rencontre  ces  diamètres  respec- 
tivement aux  points  a^,  a,,  &i,  &t,  Ci,  Cj,  on  a  la  relation 

h}  B»  O      _ 

doi .  da^       dhx .  dh^       dci  ,dc^ 

Il  serait  facile  de  multiplier  davantage  ces  applications 
de  nos  deux  théorèmes  généraux;  ce  qui  précède  suffit 
pour  montrer  le  parti  que  l'on  peut  en  tirer. 


CONSTRUCTION  GRAPHIQUE 

de  la  eoirbe  ganche  da  troisième  ordre  qui  passe  par  six  points  donaés 
dans  l'espace; 

Par  m.  poudra. 


Soient  «,  i,  c,  rf,  e,y  les  six  points  donnés  dans  l'es- 
pace. Prenons  pour  plan  de  construction  celui  qui  passe 
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par  IcB  trois  points  a,  b^  e,  Soieot  //^,  e^  les  projections 
des  points  </  et  e  de  Tespace,  sur  ce  plan  ahc. 

Rabattons  ces  points  d  ei  e  Ae  l'espace  sur  le  plan 
abc  en  faisant  tourner  les  verticales  projetantes  d(^^  ee^ 
autour  de  leurs  traces  respectives  </^,  e^  dans  une  même 
direction,  et  soient,  sur  U  figure,  ^i,  et,  ces  points  ra- 
battus. 

Considérons  le  point  d  comme  le  sooinpiet  d'un  càee 
du  second  degré  passant  par  les  cinq  points  a,  ^,  c,  e,/, 
et  dont  la  base  sur  le  plan  abc  sera  une  section  conique 
abcmog.  Regardons  de  même  le  point  e  comme  le 
sommet  d*un  second  cône  passant  par  les  cinq  points 
a,  6,  c,  d^J:  il  aura  pour  base,  sur  le  plan  abc^  une  co- 
nique abchpm  facile  à  déterminer* 

Ces  deux  cônes  ont  une  arête  commune  dç  ;  leur  in- 
tersection est  alors  une  courbe  du  troisième  ordre  qui 
passera  par  les  six  points  donnés.  C'est  cette  courbe  qn^ii 
s'agit  de  construire  simplement. 

Par  l'arête  <ie,  commune  aux  deux  cônes,  menons  un 
plan  quelconque  :  il  coupera  le  plan  abc  suivant  une 
droite  telle  que  mghy  qui  passera  toujours  par  le  point 
m  quatrième  intersection  des  deux  bases,  point  m  par 
lequel  passe  l'arête  commune  de.  Cette  droite  mgh  ren- 
contrera en  g  la  base  du  premier  cône,  et  en  h  celle  du 
second  ^  et  alors  les  droites  dg,  eh  représenteront  les 
arêtes  des  deux  cônes  qui  sont  dans  le  nçiême  plan  \  leur 
point  d'intersection  /  sera  donc  un  point  de  la  courbe, 
mais  rabattu.  En  continuant  cette  opération  par  une  suite 
de  plans  coupants,  on  obtiendra  autant  de  points  de  la 
courbe  qu'on  le  désirera* 

Si  du  point  d^  on  mène  Jes  deux  droites  doj^  dkq^  tan- 
gentes à  la  base  abcymo  du  cône  dont  ce  point  d^  est  le 
sommet  rabattu,  ce  seront  les  limites  des  arêtes  de  ce  cône, 
et  la  courbe  ohèrchée  et  rabattue  doit  donc  être  tangente  à 
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ces  deux  droites.  Ou  obtiendra  facilement  les  points  de 
tangence  :  ainsi  pour  la  tangente  ^^lO,  on  trace  la  droite 
mor^qvà  rencontre  la  seconde  base  abchpm  au  point r^  et 
ce  point  joint  à  e^  donne  la  droite  reij\  laquelle  représente 
Parête  du  second  cône  qui  se  trouve  dans  le  même  plan 
que  la  base  omr  du  premier.  Le  point  ;  d'intersection 
de  ces  deux  arêtes  sera  le  point  de  tangence  de  la  droite 
dioj  et  de  la  courbe.  On  trouvera  de  même  le  point  k. 
En  agissant  de  la  même  manière  pour  les  tangentes  e^  Z, 
tfip,  on  trouvera  les  points  /  et  n,  où  ces  droites  sont 
tangentes  a  la  courbe. 

On  obtiendra  la  tangente  h  la  courbe  en  un  point  quel- 
conque I  en  menant  les  deux  arêtes  dgi\  eln\  qui  déter- 
minent sur  les  bases  respectives  les  points  g  et  h-^  les 
tangentes  ea ces  points  se  rencontreront  en  un  point  qui, 
joint  à  i,  donnera  la  tangente  cherchée. 

On  trouvera  facilement  les  asymptotes  de  la  courbe 
gauche  ;  il  suffit  de  déterminer  dans  les  deux  cônes  les 
couples  d'arêles  parallèles  et  mener  (  comme  ci-dessus 
pour  la  tangente  au  point  i)  les  deux  tangentes  aux  bases 
respectives  passant  par  les  traces  de  ces  arêtes,  alors 
par  le  point  d'intersection  de  ces  deux  tangentes  menant 
une  parallèle  aux  couples  d'arêtes  ce  sera  une  tangente  à 
leur  point  d'intersection,  qui  est  à  l'infini^  ce  sera  donc 
une  asymptote  de  la  courbe.  Une  des  couples  d'arêtes  pa- 
rallèles est  la  droite  dem  5  il  peut  y  en  avoir  trois  autres, 
dont  deux  peuvent  être  imaginaires. 

Tous  les  résultats  obtenus  par  ces  constructions  sont 
tracés  sur  le  plan  abc  et  représentent  les  constructions 
de  l'espace  rabattues  sur  ce  plan  ;  en  relevant  tous  les 
points  on  obtiendra  donc  la  courbe  gauche  dans  l'espace, 
et  les  pieds  des  verticales  donneront  la  projection  de  cette 
courbe  sur  ce  plan  abc\ 
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SliR  LE  VOLUME  D'UN  TÉTRAÈDRE  ET  SUR  UN  THBORÈIE 
DE  STEiNER^ 

Par  m.  J.  DE  VIRIEU, 

Professeur  à  Lyon  (institution  Sainte-Barbe). 


Soit  ABCD  un  tétraèdre  ;  désignons  par  AH  et  AH'  les 
perpendiculaires  abaissées  du  point  A  sur  la  face  BCD  et 
sur  CD'  projection  de  CD  sur  un  plan  mené  par  A  per- 
pendiculairement à  AB. 

AH  est  la  hauteur  du  tétraèdre-,  AH'  la  distance  des 
arêtes  opposées  AB,  CD.  Soit  â  Tangle  aigu  que  forme  le 
plan  de  la  face  BCD  et  le  plan  mené  par  A  perpendicu- 
lairement à  AB^  c'est  aussi  l'angle  des  droites  AB,  AH. 

V  désignant  le  volume,  on  a 

V  =r  i  AH  X  BCD,       AC  D'  ==  BCD  cos^, 

AH^rABcosiî,     AC'D'=-  AH'xC'D'i 

1 


d'où 


Vr=-ABX  AH'XC'D'. 
o 


Mais  C'D'=  CDcos/jt,  fi  désignant  Tangle  aigu  que  for- 
ment les  droites  CD',  CD.  Or  [i  est  le  complément  de 
Tangle  aigu  que  forment  les  arêtes  opposées  CD,  AB,  et 


on  a 


V  =  i  X  AB  X  CD  X  AH'  X  sin  (aB.Cd). 

Théorème.  —  Le  volume  d\in  tétraèdre  est  égal  au 
sixième  du  produit  de  deux  arêtes  opposées  multiplié 
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*ar  le  produit  de  leur  distance  mutuelle  et  du  sinus  de, 
'angle  qu'elles  forment. 

Théorème  de  Steiner.  —  Soient  deux  droites  P,  Q, 
ion  situées  dans  le  même  plan^  si  deux  points  A,  B  se 
œuvrent  sur  P  en  consentant  leur  distance,  que  deux 
foints  C,  D  se  meuv^ent  sur  Q,  en  consentant  leur  dis- 
ance,  tous  les  tétraèdres  ayant  pour  sommets  ces  quatre 
}oints  mobiles,  sont  équivalents. 


THÉORÈME  SUR  LE  TÉTRAÈDRE; 


Par  m.  a.  SARTUUX, 

ÉlèTO  de  l'École  Polytechnique. 


M.  Beltrami  a  énoncé  dans  les  Nouvelles  Annales 
(question  663,  t.  II,  2®  série,  p.  336)  le  théorème  sui- 
vant : 

Les  points  milieux  des  vingt-huit  droites  qui  joignent 
deux  à  deux  les  centres  des  huit  sphères  inscrites  dans 
un  tétraèdre  quelconque  sont  sur  une  même  surface  du 
troisième  ordre  qui  contient  toutes  les  arêtes  du  tétraèdre. 

On  peut  généraliser  ce  résultat  et  énoncer  le  théorème 
suivant  : 

Les  points  divisant  les  vingt-huit  droites  qui  joignent 
deux  à  deux  les  centres  des  huit  sphères  inscrites  dans 
un  tétraèdre  quelconque  dans  le  rapport  des  distances 
de  ces  centres  à  un  plan  fixe  sont  sur  une  même  surface 
du  troisième  ordre  qui  contient  toutes  les  arêtes  du  té- 
traèdre. 

En  effet,  les  centres  des  sphères  inscrites  sont  définis 
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pmr  les  égalités  '    .' 

ar=j=:  —  z=  —  r,     x=z—yz=:=.  -~z=z  —t, 
x=jrz=  —  z  =  t,  X  =z — J"  =  —  Z  =  /, 

xz=i  —  jr  =  z  =  t^  xzzz — jrzzzzz=.  —  t. 

Nous  prenons  le  létraèdre  donné  comme  tétraèdre  de  ré- 
férence. 
Soient 

xz=zyz=z  =  t^     x'  z=iy'  =zz'  —  —  t\ 

deux  des  centres,  et  soit 

OCX  -f.  pr  •+•  72  •<-  ^'  ==  o, 
le  plan  fixe. 

âoieiit  p^X  p*  les  distances  des  deux  centres  au  plan, 
ona 

/?  =  K(a-4-p-l-7 -h^jjT,       x=y  =  zz=ty 

et  posant  i  =  g-^^^  ^^  ^  ^/^(^^  p  ^^  _  ^j» 
le  point 

X'  =  Y'i=r=:ft.>(a-f-p-+-^),      T  =  —  yi,\i 

est  éfidemmem  sur  la  surface  dont  l'équation  est 

ic        6       7        ^ 
X      y       t       t 
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:ar  les  valeurs  de  X',  Y',  Z',  T',  peuvent  s'écrire 

Mais  si  A,  B,  C,  D,  V  représentent  les  faces  du  tétraèdre 
et  son  volume,    on  a 

AX'  -f-  BY'  -f-  cr  +  Dr  =:  5  V, 
«'est-i-dire 

-^ [/»'{ Ajp ^^yr^Cz^  Dr) 

■Arp{kx'  +  B^'  -f-  Cz'  -h  Dr')]  =  3V, 
et  comme 

Ax  -+-  Br  -h  C«  +Dr  =  3V,  A:c'  -h  B/  -h  C«'  -f.Dr'  =  3 V, 
par  suite, 

A.    —  ; 7-5       I    —  ; j—j 

p-^p  p-^p 

p-hp'  p^p' 

ce  soiu  précisément  les  coordonnées  du  point  divisant  la 
distance  des  deux  centres  dans  le  rapport  de  leurs  dis*' 
tances  au  plan  fixe.  Ainsi  si  le  plan  fixe  a  pour  équation 

«^  H-  Pj  -4-  72  H-  ^r  =  o, 
la  surface  du  troisième  ordre  a  pour  équation 

a        6       7        ^ 
X      X       z        t 

«lie  contient  évidemment  les  arêtes  du  tétraèdre  et  est  la 
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surface  inverse  du  plan  fixe.  Lorsque  lu  plan:  fixe  est  le 
plan  à  Finfini  on  a  le  théorème  de  M,. Qelt|;,aiii».   :.. 

Les  quatre  somi^iets  sont  des  points^  douJ^4^  ^^ûm^- 
face.  Si  Ton  prolonge  jusqu'au  plan  des  trois  a]^.tres  les 
droites  joigqapt  un  point  double  à  uu-po^p|t{4ç  l^!S|ùr£|pef 
les  pieds  de  ces  quatre  droites  pris  p9Lrf|[j:*o^De^^4^^rois 
déterminent  quatre  plans  passant. respectivement  par  un 
point  fixe.  Ces  points  fixes  sont  les  points  conimuns  aux 
cônes  tangents  aux  ppii;its  ^jpubJpa^pri^tçQiç.^^ 
cônes  se  coupent  trois  à  trois  en  un  sçulj^int^^stîf^^l^jes 
points  doubles. 

Pour  une  position  d'un  point  de  la  surface  ces  quatre 
plans  forment  un  t,étr;^fàdre  dpm  )es  sommets  sont  les 
faces  du  tétraèdre  des  points  aoubles.  Ces  deux  tétraèdres 
sont  liombib^ques  et  le  j>bi^' de  M  ëbrKcfe  est 
d'homologie.    '<     -  U'  ^  -  'f^'^^^''*  ^''"^^'J'î^  ^■'-  ^  •'*•  -'•' 

Cette  surface  est.eiji^gie  feqips^lelieu  des  points  tels 
que  les  pieds  des  parallèles  à  quatre  directions  fixes  arrê- 
tées aux  faces  d^un  tétraèdre  soient  dans  un  même  plan. 
Nous  pouvons  prendre  ies  distance^  aux  fac5éâ  ^othj^tées 
sur  ces  directions^comfaiécdordonnéès  dNin  point.  Expri- 
mer que  les  pieds  de  ces  quatre  droites  sont  dans  un 
même  plan  revient  à  dire  que  la  somnre  àIg\Sbrîque  des 
volumes  des  télraèdr^es^  obtenus  en  prepaiit  les  CQOrdon- 
oées  du  ppiQi  tçois  à^.trpis.pst  Dull|^C.]^'équatiQii|tà.^  fra- 
duit  cette  conditipn  est:;^,^     .  ,     ', 

YZT  sin  YZT  -h  XZT  sin  XZT 

-+-  XYTsinXYT  -4-  XYZsinXYZ  =  o. 

Si  Ton  revient  au  système  de  coordonnées  perpendicu- 
laires aux  faces  du  tétraèdre,  l'équation  prend  la  forme 

a        S        7        (î 


(  3.1  ) 
ce  qui  démonlre  la  propriété.  Ce  sont  des  propriétés  tout 
k  fait  analc^es  à  celles  des  coniques  circonscrites  à  un 
triangle»  Nous  avons  vu  que  la  surface  passe  par  les  arêtes 
du  tétraèdre.  Si  Ton  appelle  R^  R'  les  rayons  de  courbure 
aux  deux  poinis  formant  avec  deux  sommets  un  système 
harmonique,  on  a 

^+i.  =  eonsl. 

Les  arêtes  du  tétraèdre  appartiennent  à  la  ligne  para- 
bolique de  la  surface. 


CONSTRUCTION  (*) 

les  ceatres  des  circooférences  Ungeites  à  trois  circoiréreBces  louées 
et  les  eeotres  les  sphères  tangentes  i  quatre  sphères  lonnées  ; 

Par  m.  E.  STÉPHâN. 


Théorème  1.  —  Si  Von  augmente  ou  si  Von  diminue 
d^une  même  quantité  variable  les  rayons  de  trois  cir- 
conférences Cl,  Ct,  Cs,  /eur  centre  radical  décrit  une 
ligne  droite  Oi  Oj. 

La  droite  O^  Os  passe  par  les  centres  Oi,  Os  des  deux 
circonférences  tangentes,  Tune  intérieurement,  l'antre 
extérieurement  aux  trois  circonférences  Ct,  Cs,  CsJl  ré- 
sulte de  là  que  : 

Pour  trouifer  les  centres  Oj,  Os,  il  suffit  de  déterminer 
les  points  de  la  droite  Oi  Os  qui  sont  à  égale  distance 
de  deux  des  trois  cercles  Ci,  Cs,  Cg. 

Ce  dernier  problème  peut  être  énoncé  plus  générale- 
ment sous  la  forme  suivante  : 

(•)  Extrait  du  Bulleiin  de  la  Société  Philomathique,  p.  i33;  i865. 
Ann.  de  Utithémat.,  12«  séri«,  t.  V.  (Juillet  1866.)  21 
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Troui^er  lès  points  d^inlôr^ection  d'une  dtiùitB  et  d'une 
courbe  du  second  degré  :  or,  on  sait  rësoudr^éette  qiies* 
tion  dans  toua  lea  «as^  par  phuieuis  pr«ioëdDs<^aiH|^, 
avec  U  règle  et. iQ.conipas.        ri  i'>Ji'j.  "'  * 

^Si  Ton  augmente  le  rayon  de  Tune  des^-^ineetiférencw, 
de  Cl  par  exemple,  d'une  certaine  quanûlé  Mt  qne^  l'on 
diminue  en  même,  temps  les  rayons  des  deu^anties  Cs, 
Cs  delà  même  quantité,  ou  invèrseàient,  le  'ceAtre  radi- 
cal décrit  une  autre  droitOiiqtii  paséq  par  les  centres  des 
circonférences  tangentes exterieurementiàCi  et inlërieiH 
rement  à  Cs  et  Cs  ou  inversement. 

En  résumé  :  //  existe  quatre  droites^  faciles  4  ^on- 
struire^  sur  lesquelles  so^  situés  pifr  couples  les  centres 
des  huit  circonférences  qui^  dans  le  cas  le  plfis  g^nér^l, 
répondent  à  la  question  proposée  (*).  \^^',  \  . 

Théorème  II.  —  La  droite  Oi  Og  est  perpendiculaire  à 
Vaxe  de  similitude  des  circonférences  Ci^^^-Ce,. 

Cette  propriété,  connue  de  Gergonne,  ressort  aussi 
d'un  travail  de  M.  Mannheim  sur  le  lieu  des  centres 
des  circonférences  qui  coupent  troij^  cif cqniereac^s  jjipn- 
nées  sous  le  même  an^le. 

Ce  qui  précède  peut  être  répété  textuellement  pour 
quatre  sphères. 

THioaÈME  m.  —  Quand  on  augmente  ouiqaand  on 


une  droite  Oi  Oj .' 

La  droite  Oi  Os  passe  par  les  centres  O] ,  Os  des  deux 
sphères  tangentes,  Fune  intérieurement,  l'autre  extérieur 
rement  aux  quatre  sphères  Si,  Ss,  Ssf  S*.  Il  résulte  de 

{*)  Pour  )a  question  lanalogue  relative  aux  petite  cercles  de  la  sphère, 
consulter  un  excellent  Mémoire  de  M.  Heegmann,  dans  le  Recueil  de  la 
Société  de  UUe  ;  1B26.  P. 
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li  que  :  Pour  troui^er  hs  centras  Oo  O^,  //  suffit  de  dé'-' 
iermmer  tes  points  de  la  droite  Oi  Ot  qui  sont  à  égale 
diUmmoe  th  deux  des  quatre  sphères  données. 

Cette  question  se  résout  à  pem  près  de  k  même  maniée 
que  It  question  de  Géométrie  plane  qui  hki  eorrespdttdv 

Les  leentre»  des  seize  sphères  qui)  dans  ie  eas  gétiëi'al, 
répondent  à  la  question,  sont  situés  par  couples  tur^kuic 
drottea  anal^;ues  à  Oi  Ot  « 

On  sait  que  les  plans  radicaux  de  trois  sphèn^s^'de  Su 
St9  Sy  par  exemple,  se  coupent  suivant  une  même  droite 
(D4)  appelée  axe  radical  des  sphères. 

Théorème  IV.  — Si  fou  augmente  d^une  même  quan- 
tité "variable  les  rajràhs  des  sphères  Si,  Sj,  83,  la  droite 
(D4)  décrit  un  plan  {^  1,)  perpendiculaire  à  leur  axe  de 
similitude. 

Si  l'on  augmente  d'unie  même  quantité  les'quatre  rayons, 
on  a  quatre  plans  analogues  IfPi),  (Pt),  (Ps),  (P4). 

Théohème  y.  —  Les  plans  (Pj),  (P^),  (Ps),  (P4)  se 
coupent  Èuiifont  une  niéme  dréite  p0rp^ndicuUirê  au 
plan  de  similitude  des  quatre  sphères. 

C'est  cette  droite  ctui  nous  sert  à  effectuer  notre  coii- 
struction. 


SIHIILTANÉBS  ET  LINÉAIRKS. 


La  méthode  d'Ampèrepoar  la  résolution  de»  équations 

(I) 


dof:  dx 


iix  dx  "^ 


21. 
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exige  que  Ton  ramène  ces  deux  équations  à  deux  autres 

dont  Tune  ne  contienne  que—- 9  et  Jla^f^^e^^*  On 

peut  éviter  cette  opération  préalable  en  pi:pcédant  de  la 
manière  8uiyànt(^  M  T*      -    ^ 

Je  suppose  en  premier  lieu  que  les  coefficients  A,B, 
C,  D,  A\  B^  .0^<(l^  âQie^ktiCQu^nts,  J'ajoute  les  deux 
équations  (I)  après  les  avoif*  mfi^tipliées  respectivemeni 
par  I  et  par  la  constante  0.  J'obtiens  ainsi. 

(,)  (^[(A-l-A'ôb4-(B^-rô)3] 

(         -♦-  (C  -h  CB)f  H-  (D  -h  D'0)z  =  E  -+-  E'O. 
Je  pose 
{2)  (A-f-A'e)^-+-(B-4-B'ô)z  =  a, 

;^  A.-f.A'e      bTb^  .     ' 

et  Téquation  linéaire  (i)  ée  réduit  à  Téquation  linéaire 

ff'itr>^i>-r.'    rjr-t  tri  rn^^        .r-;.taf  ^è'aoj  "'^ 

De  la'  preàîèft  &es^éqtiâb*bns  (î)  ofe^tîrë^di^ 
constantes  (9iV 9s)  de  rinconnûe19.*l5iMfeîifrfti'^tt  éji  les  va- 
leurs correspondantes  de  u,  obtenues  èù  intégrant  l'équa- 
tion (4).  On  aura 

(A  -h  A'ô,)^  -f-  (B  -f- B'e.)  z  —  ui, 
(A -4- A'ôa)/ +  (B -h  B'ô,)  «  =  a,, 

d'où  l'on  déduira  les  valeurs  des  fonctions  inconnues  / 
et  z. 

Quand  les  coefficients  des  premiers  membres  des  équa- 
tions (i)  sont  des  fonctions  de  x,  on  procède  d'une  façon 
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malogue,  mais  en  considérant  6  comme  une  fonction 
le  X,  Dans  ce  cas  le  premier  membre  de  l'équation  (i) 
loi  t  être  dîminiftéâe       , 


tertkes  qu'il  a  fallu  'à]<>ttter  p6«ircom]^létèk*  la  déHvëb  de 
(A'4-  A^9)/-4Â  {B4^(ff9)zon  de  u.  L'équation  qui  donne 
les  valeurs  de  9  «^faflôif»  '     '^'        '     ^-^        i-  yi    . 


(5) 


c4-c'e 

dx 

-£ 

DH-D'G 

A  +  A':^  *' 

dB       dW^ 
dx         dx 

-•■£ 

B-f-B'G 


Cette  équation  est-ida'  pgm&iM)rOTe,  iiiais  non  linéaire. 
Quand  on  saura  Tintégrer,  on  aura  deux  valeurs  de  Q  en 
atl^il^i^^^.l^  qpqaa^/j^^itr^^  a^f^te.^   ^^^ 

tiuctes,  et  le  calcul  s'achèvera  comme  plus  haut.  On 
simplifie  l'équation^ 3)  en  supposait  que  A  et  A' sont 
deux  constantes,  ce  qui  est  toujours  ]^rmis. 

La  médiode  précédente  s'étend  facilement  au  cas  de 
trois.  |équfi^(^&^i^^t^p^^.J^9^  le 

cas.otî  J^  tçis^i^^î&^çrflgt,  constants.  Soient  ^  j,^^ 

dy         dz  di  ^:.^:^^'aV.-} 

dx  dx  dx 

f  A*^^  H-  B"^  H-  C"^  -+-  D'>  -+-  E''z  -h  F"r  =  or 
\       dx  dx  dx 

J'ajoute  ces  équations  respectivement  multipliées  par  les 
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consultes  i,  9,  %.  J^aurai 


(«') 

Je  pose 

(2') 

(3') 


-f-  ( 0  •+•  D'à  ^  J^^V^X  -+-(E  -+-  E'ô  -h  En)» 
+  (F4-F'G-+-F"X)r 


(A  -f.  A'ô  4-  A"X)  j  -{-  (B  4-  B'e  H-  B''>) « 
D  -f.  D'G  -+- Vx       E  ^  É'G  -h  En  "''''^'''  '■  ''   " 


A'0  +  A"X       B-hB'Ô  +  B'n 


^, 


\  ""c-+-c'ô-hC'n 

et.  l'^^aUoa  (i^  )  *^e  rédiil4\»  Ué^ali^n  liméair»  •    ^  «  ^ 

l4^équ4tioiis{3^')donAea^  toiit  calcul  fi^H  tjrois  i^aJ^rs 
de  Q  et  trois  Yaleur^  correspondantes  de  1^  L'iatégraûoQ 
dç  V^quaÛQn  (4^)  doonc^ra  trois  valeurs  correspondantes 
^  ff,  S^  Ton  ^bstitue  M>  ^s  2^  4^na  l'équation  {^7!)  tour 
à  tour  01,  X|y  u^^  dji,  Xt«  u%  \  9ai  ^>t  <^a9  9i^  wra  trois  équs* 
tions  pour  déterminer  les  fonctions  inconnues  j^,  z^  t. 

On  traiterait  de  la  m^e  manière  des  équations  simul- 
tanées de  la  forme 

au  moins 'quand  A,  B,  C,  D  sont  des  constantes.       P. 
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'^      sâuTfk  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 

Question  558 

(Totr  1**  série,  tome  XXi  page  M)} 

Pab    m.   YIANT, 

Étant  données  deux  figures  homo graphiques  F^  F' 
dans  un  même  plan,  soient  m,  m',  m"  les  points  du  plan 
homologues  à  eux-mêmes, 

\^  Si  une  conique  est  circonscrite  au  triangle  mm'm"^ 
il  n'existe  sur  cette  conique  que  deux  points  tels,  que 
deux  droites  tournant  autour  de  ces  points  et  se  coupant 
sur  la  conique  soient  toujours  homologues  dans  les  deux 
figures. 

7?  Si  une  conique  est  inscrite  au  triangle  mm' m" y  il 
n* existe  que  deux  tangentes  telles,  qu'une  droite  rou- 
lant ' sur  la  eoHiquh^  coupe  ces  deux' 4àngcntes^en ' deux 
poirif^toùjùiÀ's  homologues  dans  les  d^Ust  figures. 

•  •■"•    :---•■  '  ' '(P;  Lafitte:)  •  ■ 

Dans  tout  système  homographiqne  le  sommet  d'un  an- 
gle est  hmnologue  du  sommet  de  l'angle  dés  droites  cor*- 
respondantes. 

Soit  donc  une  conique  m,m'  ml'aÇi'  circonscrite  au 
triangle  formé  par  les  points  doubles;  soient  a,  |3'  deux 
points  satisfaisant  aux  conditions  de  Ténoncé.  Pour  cela, 
il  faut  et  il  suffit  que  a  et  ^^  soient  des  points  homologues. 
Cette  condition  est  nécessaire  d'après  le  principe  que  j'ai 
rappelé.  Elle  est  suffisante  ;  car  si  elle  est  remplie,  sup- 
posons menée  la  droite  ay  et  son  homologue  ct'y^  et  cou- 
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pons  par  la  droite  double  mm"'^  le  rapport  anharmonique 
des  quatre  points  d^intersection  de  mm'*  avec  ma,  ay,  arti^ 
CL  m'*  devra  être  le  même  que  celui  des  points  d'intersec* 
tion  de  mm"  avec  ma'^  «'y,  a'm^  a 'm^.  Donc,  y  doit  se 
trouver  sur  une  conique  déterminée  par  les-  cinq  points 
a,  a',  m,  m',  m!'. 

Ces  propositions  établies^  je  dis  que  sur  la  conique  don- 
née il  n'existe  que  deux  points  œ,  a}  tels  que  Tun  d'eux  soit 
homologue  de  Fautre.  Soit  a'  un  point  quelcoiique  de  la 
conique  donnée,  considéré  comme  appartenant  à  la  fi* 
gure  F\  mais  différent  des  points  doubles»  Pour  trouver 
son  homologue  ûtje  puis  me  serVir  delà  conique  homologue 
de  la  première.  L'homologue  de  a'  ne  peut  se  trouver  sur 
la  première  conique  qu'à  la  condition  de  coïncider  avec 
l'un  des  quatre  points  d'intersection  des  deux  coniques; 
autres  que  m,  m',  m^qui  sont  des  points 'doubles;  El 
réciproquement,  un  point  autre  que  m,  m%  m^,  situé  à 
Tintersection  de  la  coûique  donnée  et  de  sônihcpMdogne, 
sera  Thomologue  d'un  point  situé  sur  la  conique  donnée» 
On  verrait  de  même  que  le  point  a'  ne  peut  se  trouver  qu'à 
l'un  des  points  d'intersection  de  la  conique  donnée  et  de 
l'homologue  de  cette  conique  considérée  comme  apparte- 
nant à  la  figure  F. 

Je  crois  superflu  de  traiter  le  théorème  corrélatif;  il 
suffit,  dans  le  raisonnement,  de  remplacer  les  points  par 
des  droites,  les  points  des  coniques  par  des  tangentes  à 
ces  courbes,  et  réciproquement. 

Note  du  Rédacteur,  —  On  démontre  encore  de  l'a  manière  suivante 
qu*il  ne  peut  eiister  sur  une  conique  qui  passe  par  les  trois  points  m, 
m%  m"  deux  couples  de  points  homologues  a,  a'  ;  /S,  ^'.  £a  effet,  si  l'on 
joint  les  points  a  et  a'  au  point  ^,  a^  aura  pour  homologue  a'/3;  et  de 
même  si  l'on  joint  ^  et  ^'  au  point  a,  ^a  aura  pour  homologue  jS'er. 
Donc  a'/S  et  a^'  doivent  coïncider,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  si  « 
cl  ^  coïncident  ainsi  que  a'  et  /3'  V^ 
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Question  753 

(▼oirr8érle,t.  V,  p.  95); 

^AR    M.    C.    MASSINfe, 

Élève  de  rÊcole  Centr&lé'  ' 

Si  Ton  cherche  le  lieu  des  points  d^oà/'on  peut  mener 
à  une  ellipse  ou  à  une  liYperbole  ^s  tangentes  faisant 
un  angle  donné,  orf  troque  ur^ejquatipn  de  la  foime 

(  X»  -+-  7^)»'= A  x^  ^  Bj'  -f-  C. 

^êfWSim^^h  A^9jn49'''^é^  an^  imimfh  ^tte 

foirrwj^-peut^-ôn^^trouv^er  luie  ellipse  qu\  une  hjrpçrbole 
telle,(f^He^fJd^unpoiç^de  la  courbe  donnée  on  mène 
des  iangfi/i^es  fi  VelljjiseQU  àj'hjrpçrbçle^cçs^  tangentes 
fassen^sfJi''^^angle^(îorif^^  J^  problème^  a-Uil \plusieurs 
solufipnlp^  1;  MH.  o.irrr  ^H  J^îi  «^^^'l 

L'é^tidn  du  lieli  é«i^^Siîl»î>à^  iW  pettY  mener  à 
une  hjjperbole  ou  à  une  ellipse  des  tangentes  faisant  un 
angle  V,e8lf      '    ->:■.;■■■       r  ki,    ■■■r..^.-.^- 


lang^  V 


"^tang'V 


^  '       lang^V 


le  signe,  supérieur  qui  précède  b*  se  rapportant  à  Tel- 
lipse,  le  signe  inférieur  à  l'hyperbole  :  a*  et  dz  b*  dési- 
gnant les  carrés  des  longueurs  des  demi-axes  de  la  co- 
nique, qu'on  a  rapportée  à  ses  axes.  Examinons  dans 
quel  cas  on  peut  identifier  Féquation  (i)  avec  Téquation 

(  j:» -+- r')' —  Aor^  —  B^'»  —  C  =  0, 

en  supposant  qu'on  fasse  précéder  6*  du  signe  -f-. 

Pour  que  rcttc  identification  puisse  avoir  lieu,  il  faut 
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que  les  trois  équations 

2»»  A 

tang'V       2  ' 


(3)  û^H-^^H- 


donnent  pour  a',  i*  et  tang*V  des  valeurs  réelles  et  posi- 
tives. 

L'inspection  de  ces  équations  montre  que  cela  ne  peut 
avoir  lieu  que  si  Ton  n'a,  tout  d^abord, 

B>A>o^ 

Je  cherche  les  valeurs  de  a*,  i*  et  Ung*  V  qm'satisfont 
au  système  des  équations  (2),  (3)  et  (4)*  J'élève  au  carré 
les  deux  membres  de  Féquation  (3)^  et  de  l'équation  ainsi 
obtenue,  soit 

^  ^  tang'V  tang^V        4 

je  retranche  Téquation  (4);  en  effectuant  les  réductions, 
je  trouve 

(5)  ib*  =  (j  4- cYsin^V  taag*V. 
Opérant  de  même  sur  l'équation  (a),  je  U'ouve 

(6)  4fl^'==^~Vc)sinvy,^^^^^ 

et  enfin  si  j'élimine  a*  et  b*^  entre  les  équations  (2),  (3); 
(4),  j'obtiens 

(7)      (A--B)Mang*V~4(AB-i-4C)laiig»V— l6C=o. 
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Catte  équation  9  où  uiig'V  est  rinooniiw^ 
fines  r&tUeft,  91  Von  a 

9U,  SOUS  une  forme  plus  simple^ 

(_  4c  -  B»)  (-^  4.Ç  -  A')  >  o. 
ce  qui  exige  que  l'on  ait  ou 

-4C<AS 
ou 

--4C>B». 

Dans  cette  deuxième  hypothèse,  on  aurait  pour  a^  une 
valeur  négative.  Si  donc  les  coefficients  A,  B,  C  satisfont 

B>A>o, 
.,      ,,.^       C<o,     A»-f-4C>o, 

Q  aura  pour  Téquation  (7)  deux  racines  réelles  de  même 
igné  et  positives,  puisque  Ton  a 

AB>A»>  — 4c, 
t,  par  suite, 

AB-h4C>o: 

t  à  ces  racines  correspondront  des  valeurs  réelles  et  po- 
itives  de  a*  et  i*,  comme  Pindiquent  les  équations  (5) 
t(6). 

Donc^  dans  les  hypothèaes>  où  nous  nous  plaçons»  il 
xiste  deux  ellipses  telles^  que  si  d'un  point  de  la  courbe 
onnée  on  mène  des  tangentes  à  ces  ellipses,  ces  tangentes 
usent  un  angle  déterminé  pour  chacune  d'elles  par  Té- 
mation  (7). 

Examinons  maintenant  dans  quel  cas  on  pourra  trou« 
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ver  une  ou  plusieurs  hyperboles  répondant  à  la'questioa. 
Je  remplace  dans  toutes  les  équations  précédentes  V  par 
—  i*.  A  priori,  pour  qu'il-  y^:.ait,pnje  ,solution  au  pro- 
blème, il  faut  toujours  que  Ton  ait 

iB>k.  il 

-   •  "■-'■•  '^ 
Mais  C  peut  être  jifositif  ou  négatif.  Exaihinons  successi- 
vement ces  deux  cas  : 

i"  Si  C  est  positif,  l'équation  (7)  a  ses  deux  racines 
réelles  en  considérant  tang*  V  comme  inconnue,  mais  une 
seule  est  positive.  L'équario^:($)  montre  que  si 

A' 

-7--4-C>*0, 

'   =■/    •"■'   ^''    '  •      •'   V..         "jflîcjiip -'ri!  -î- •  1 
on  aura  une  valeur  positive  de  b^  correspondant  à  cette 
valeur  de  tang' V.  Si  donc  les  coefficients  A,  B,  C  satisfont 
aux  inégalités 

B>A,     C>o,      -.--fC>o, 

'I.   i  ?,.'-■? 4 •»■-' 

on  a  une  hyperbolè'Véptfncfeiiii'à^fti^qiiésfîoh. 

2**  Supposons  C'<^tj;^^les^6lii\èSP^emarqUbs'^^ 
le  cas  de  l'ellipse  montrent  que  si  Tota  a      »   -^  :>*»-v»^, 

il  existe  deux  hyperboles  répondant  4 MàP  cjutslion,'  et  à 
chacune  d'elles  correspond  un  angjç  déterminé  par  Té* 
qualion  (7),  et  tel,  que  si#'uiiî{)pMii,  de  la  courbe  donné 
on  mène  deux  tangentes  à  cette  hyperbole,  elles  fassent 
entre  elles  cet  àtfgtél  Ainsi  en  résumé  :  pour  cjùë  lé  jpro- 
blème  admette  une  ou  plusieurs  solutions,  il  faut  que  les 
coefficients  A,  B,  C  satisfassent  aux  inégalités  du  tableau 
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aiTant  ; 


C>o, 
une  hyperbole; 
B>A,        1  /  A>o, 

A»-h40oJ  I  deux  ellipses  et  deux  hyperboles; 

'  A<o, 

deux  hyperboles. 

A»H-4C>o|  ^ 

un  cercle  et  une  hyperbole  équilatère. 


Note.  —  La  même  ({uestion  a  été  traitée  par  M.  Niébylowski 


Question  757 

(TOir  1*  série,  t.  V,  p.  190); 

Par  m.  BRICOUT  DE  MONTAT. 

On  donne  une  courbe  de  troisième  classe  ayant  une 
angente  double  :  les  points  de  contact  de  cette  courbe 
ndela  tangente  sont  A,  B.  D^un  point  quelconque  pris 
ians  le  plan  de  la  courbe  donnée  y  on  mène  à  celle-ci 
.rois  tangentes  qui  coupent  la  tangente  AB  aux  points 
M,  N,  P.  On  a  toujours 

AM.AN.AP_  pg 
*      ■  BM.BN.BP'^p/ 

0^  et  p^  étant  les  rayons  de'  courbure  de  la  courbe 
donnée  aux  points  A  et  B.  (Mannheim.) 

Lemmb»  —  On  donne  une  courbe  du  troisième  ordre 
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ayant  un  point  double  O,  soient  OA  et  OB  les  tang&Him. 
Soit  une  sécante  quelconque  rencontrant  la  courbe  aux 
trois  points  M,  N,  P  et  les  deux  tangentes  aux  points  A 
etB.Je  dis  que 

sin  AOM  &in  AON  |id  AOP  ,  ^  . 

siil.^PMsinBQN|iQBOP  ./ 

est  indépendant  de  la  position  de  la  sécante. 

En  effet,  ^   ;        : 

sinAOM_AOM  BQ,     *      ,      .:u*;  . 
sinBOM"~BOM'AO' 
par  suite 

sin  AOM .  sin  AQN .  sin  AOP  _^  AM .  JJJV .  A  P      Bo' 
sinBOM.sinBON.sinBOP""BM.BN.BP^^' 

Or,  rapportée  aux  deux  tangentes,  la  courbe  a  pour 
équation  .^    .1.. -.m^'-   - -i  iuh-y^ûp^^h 

Soient  ^^  '  •      '  / , , 

AOi=Ér,     B0  =  ^. 
Alors 

AM.AN.AP      BO'  _  Aa,o)'b'  _  «  _     ^ 
BM.BN.BP^=^'^/(r>,^)^a3-^p^*^™*- 

Ce  qui  démontre  notre  lem me.  .»f    ' 

Si  nous  transformons  cette  proposition  par  les  polaires 
réciproques,  la  courbe  directrice  étant  un  cercle,  nous 
arrivons  au  tbéorème  suivant  : 

Soient  A  e/  B  les  points  de  contact  dUine  tangente 
double  à  une  courbe  de  troisième  classe,  d^ un  point  quel- 


conque  on  mène  des  tangentes  à  cette  courbe  qui  ren» 
contrent  la  première  en  MNP.  On  a  la  relation 

AM  X  AN  X  A? 


BMXBNXBP 


:  CODSt. 


Supposons  qoé'Ie  poiiït'O  se^iii^ive  snr  lai  perpendicu- 
laire élevée  ait  milieu  tie  ÂB,  et  srifpposoiïs-lul  une  posi- 
tion telle,  ifàb  AM  et  par  suite  BP  soient  des  infiniment 
petits  du  {)>rémîer  c^rdre. 

AM  et  BP  sont  alors  égales  à  un  infiniment  petit  du 
deuxième  <Mrdre  près  aux  moitiés  des  arcs  élémentaires  s 
et  9  de  la  courbe  en  A  et  B. 

Si  0e  et  |3  sont  les  angles  de  AB  avec  OM  et  OP, 


G-        a        PN        pé        a        PN 


en  négligeant  les  infiniment  petits  que  Ton  a  le  droit  de 
négliger.  Mais 

^^       sin(OM.OlN)  ^^    Mn(()N.OP) 

MN     ._/       *^  ,  NP 

et 

Pw^^  _iMN'  sin(ON.OP) 

a      m  ""  ;î5»  8in(0M.0N)'^  '  '    '^ 

Quantité  dont  la  limite,  lorsque  le  point  O.  est  au  mi- 
lieu de  AB,  est  égale  à  Tunité,  On  a  donc 

AMx:AiyxAP       pa 
BMXBNXBP""  p4* 
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QUESTIOKS  (*). 

7(52.  Le  rayon  de  la  sphère  inscrite  reste  constant 
lorsque  le  centre  de  cette  sphère  se  déplace  sur  un^  sur- 
face parallèle  et  égale  à  la  première,  cette  seconde  surface 
s'obtenant  en  faisant  glisser  la  première  parallèlement  à 
son  axe  (**).  (PAumiir.) 

763.  Trouver  la  forme  générale  d^une  fonction  telle 
que 

(On  sait  que  sina:  et  Ax  sont  des  solutions  particu- 
lières.) (J.-Ce.  DupAiH.) 

764.  Les  axes  des  paraboles  qui  ont  pour  foyer  un 
point  donné  et  qui  passent  par  deux  autres  points  don- 
nés sont  parallèles  aux  asymptotes  de  Thyperbole  qpi  a 
pour  foyers  les  deux  derniers  points  donnés  et  qui  passe 
par  le  prenyer  point.  (J.-Ch.  Dupain.) 

765.  On  partage  les  côtés  d'un  carré  en  n  parties 
égales  ;  par  les  points  de  division  on  mène  des  parallèles 
aux  côtés  de  manière  à  partager  la  figure  en  n*  petits 
carrés.  Pour  se  rendre  d'un  sommet  du  carré  donné  au 
sommet  opposé,  on  peut  suivre  plusieurs  lignes  brisées 
différentes;  parmi  tous  ces  chemins,  il  y  en  a  qui  sont 
minimums  et  égaux  entre  eux;  on  propose  d'en  trouver 
le  nombre.  (J.-Ch.  Dupaiit). 

{*)  La  solution  de  la  question  725,  p.  379,  est  illusoire.  On  donnera 
prochainement  une  solution  exacte. 
(**)  Voir  l'énoncé  des  questions  760  et  761  (p.  a/jo). 
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NOTE 

sir  riiterprétalioB  des  formates  qui  donnent  les  angles  des  droites 
et  des  plans  dans  Fespace; 

Par  m.  PAINVIN. 


M.  Chasles  a  donné,  sur  la  transforination  homogra- 
phique  des  relations  d'angles,  un  théorème  général  con- 
cernant le  cas  où  les  angles  que  l'on  a  à  considérer  dans 
une  figure  plane  sont  égaux  ;  ce  théorème,  d'une  extrême 
importance,  se  trouve  énoncé  et  démontré  dans  la  Geo- 
métrie  supérieure^  n°*  624,  652.  Les  formules  de  la  Géo- 
métrie analytique,  qui  fournissent  les  expressions  des 
angles  des  droites  et  des  plans  dans  Tespace,  se  prêtent 
facilement  à  une  interprétation  du  même  genre  et  con- 
duisent à  des  propositions  également  importantes. 

Quoique  je  n'aie  vu  nulle  part  ces  propositions  énon- 
cées explicitement,  j'ai  tout  lieu  de  croire,  cependant, 
que  plusieurs  géomètres  ont  du  connaître  et  appliquer 
certaines  d'entre  elles,  principalement  celles  qui  con- 
viennent aux  droites  et  plans  rectangulaires  ;  ainsi,  le 
beau  Mémoire  de  M.  Chasles,  sur  les  surfaces  homofo- 
cales  [Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des 
Sciences^   t.  L;  i86o),    renferme  la  considération  du 
cercle  imaginaire  à  l'infini.  Je  pense  qu'il  n'est  pas  inu- 
tile d'insister  un  peu  sur  celte  question  \  et,  si  ces  pro- 
positions ont  déjà  été  énoncées,  je  laisse  à  qui  de  droit 
la  priorité.  Les  formules  bien  connues  de  l'analytique  à 
trois  dimensions  conduisant  très-facilement  à  la  démons- 
tration des  propositions  que  je  vais  énoncer,  je  suppri- 
merai ces  démonstrations. 

Ann.  de  Uathemai.,  a«  série,  t.  V.  (Août  i866.)  22 
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ANGLE    DE    DEUX    PLANS. 

Théorème  P*^.  —  Si  R  est  le  rapport  anharmonique 
du  faisceau  formé  par  deux  plans  donnés  et  par  les 
deux  plans  menés  par  leur  droite  d'intersection  tan- 
gentiellement  au  cercle  imaginaire  à  V  infini^  F  angle  N 
de  ces  deux  plans  sera  lié  au  rapport  anharmonique  R 
par  la  relation  très- simple 

(i)      tangV= — =,     d'où     R= ï==: 2_. 

(i-hR)V— I  H-V^^tangV 

Dans  révaluation  du  rapport  anharmonique,  on  doit 
regarder  comme  associés  les  deux  plans  donnés,  d'une 
part,  et  les  deux  plans  tangents  au  cercle  imaginaire  à 
l'infini,  d'autre  part. 

Lorsque  deux  plans  sont  rectangulaires^  ils  forment 
un  faisceau  harmonique  auec  les  deux  plans  menés  ^ 
par  leur  droite  d'intersection^  tangentiellement  au 
cercle  imaginaire  à  Vinfini;  ou  encore^  leurs  traces  sur 
le  plan  à  Vinfini  sont  conjuguées  par  rapport  au  cercle 
imaginaire. 

Première  conséquence.  —  Cette  proposition  nous 
fournit  une  méthode  précieuse  pour  déterminer  l'angle 
de  deux  plans  dans  un  système  quelconque  de  coordon- 
nées, soit  coordonnées  obliques,  soit  coordonnées  létraé- 
driques,  etc.  \  il  suffira,  en  effet,  de  déterminer  le  rap- 
port anharmonique  R  défini  dans  le  théorème  précédent. 
Or,  celte  détermination  ne  saurait  offrir  de  difficulté,  car 
le  cercle  imaginaire  est  l'intersection  d'une  sphère  quel- 
conque par  le  plan  à  l'infini  5  d'un  autre  côté,  les  équa- 
tions des  plans  d'un  faisceau  peuvent  toujours  se  rame- 
ner à  la  forme 

M  — aNrno,    M  — 6N  =  o,    M  —  cN  =  o,    M  — rfN  =  o, 


(  339  ) 
et  Ton  sait  que  le  rapport  anharmonique  a  pour  expres- 
sion 

en  regardant  comme  associés  le  premier  et  le  troisième 
plans,  le  deuxième  et  le  quatrième. 

Deuxième  conséquence,  —  Les  questions  où  deux 
plans  se  trouvent  assujettis  à  faire  un  angle  donné  peu- 
vent être  généralisées  comme  il  suit  : 

i^  A  deux  plans  faisant  un  angle  donné,  on  pourra 
substituer  deux  plans  tels,  que  le  faisceau,  formé  par  ces 
deux  plans  et  les  ^ans  menés  par  leur  droite  d'interjec- 
tion tangentiellement  à  une  conique  fixe  et  arbitraire- 
ment choisie^  ait  un  rapport  anharmonique  donné  ;  les 
autres  conditions  restant  les 'mêmes. 

2^  A  deux  plans  faisant  un  angle  donnée  on  pourra 
encore  substituer  deux  plans  tels,  que  le  faisceau,  formé 
par  ces  deux  plans  et  les  plans  menés  par  leur  droite 
d'intersection  tangentiellement  à  une  surface  du  second 
ordre  fixe  et  arbitrairement  choisie,  ait  un  rapport  anhar- 
monique donné. 

A  deux  plans  rectangulaires,  on  pourra  substituer  deux 
plans  conjugués  par  rapport  à  une  surface  fixe  du  second 
ordre,  c'est-à-dire  deux  plans  tels,  que  le  pôle  de  l'un  quel- 
conque J entre  eux  soit  sur  Tautre. 

Le  degré  des  lieux  géométriques  correspondant  à  la 
question  primitive  restera  le  même  pour  la  question  gé- 
néralisée. 

ANGLE    UE    DEUX    DROITES. 

Tbéokèicb  II.  —  &*  R  est  le  rapport  anharnioniifue 
du  faisceau  formé  par  les  polaires  [relatives  au  cercle 
imaginaire  à  l'infini)  des  traces  des  deux  droites  don- 

22. 
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nées  sur  le  plan  à  F  infini  et  par  les  tangentes  menées  au 
cercle  du  point  de  concours  des  deux  polaires,  Vangle^ 
de  ces  deux  droites  sera  lié  au  rapport  anharmonique^ 
par  la  relation 

(2)     tangVrr: ==  ,     d'où     K  = ^^ ^    ' 

(i-+-R)v/--i  iH-v^^tangV 

Dans  l'évaluation  de  ce  rapport  anharmonique,  on 
devra  regarder  comme  associées  les  polaires  des  deux 
traces  d'une  part,  les  deux  tangentes  d'autre  part. 

Lorsque  deux  droites  sont  rectangulaires,  leurs  traces 
sur  le  plan  à  F  infini  sont  conjuguées  par  rapport  au 
cercle  imaginaire  à  l'infini^  ou  encqre,  les  polaires  de 
leurs  traces  sont  conjuguées  par  rapport  à  ce  cercle. 

Première  conséquence,  -7-  Le  théorème  qui  vient  d'être 
énoncé  nous  fournit  encore  une  méthode  facile  pour  dé- 
terminer, dans  un  système  quelconque  de  coordonnées, 
Tangle  de  deux  droites. 

Deuxième  conséquence.  —  Cette  proposition  nous 
permet  aussi  de  généraliser  les  questions  où  deux  droites 
se  trouvent  assujetties  à  faire  un  angle  donné. 

Â  deux  droites  faisant  un  angle  donné,  on  pourra  sub- 
stituer l'une  ou  l'autre  des  conditions  suivantes  : 

i^  Étant  choisis  un  plan  fixe  et  une  conique  fixe  dans 
ce  plan,  on  exprimera  que  les  polaires  (relatives  à  la 
conique  )  des  traces  des  deux  droites  sur  le  plan  fixe  for- 
ment, avec  les  tangentes  menées  à  la  conique  du  point 
de  concours  des  deux  polaires,  un  faisceau  dont  le  rap- 
port anharmonique  est  donné. 

a**  Ou  encore,  étant  choisie  une  surface  fixe  du  second 
ordre,  on  exprimera  que  les  plans  diamétraux  respecti- 
vement conjugués  des  deux  droites  forment,  avec  les 
deux  plans  menés  par  leur  droite  d'intersection  tangen- 
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tiellement  à  la  surface,  un  faisceau  dont  le  rapport  anhar- 
monique  est  donné. 

Les  deux  plans  tangents  sont  évidemment  des  plans 
asymptotes. 

3**  Ou  encore,  étant  choisis  un  plan  fixe  et  une  sur- 
face fixe  du  second  ordre  (S)  on  exprimera  que  les  plans 
polaires  (relatifs  à  la  surface  S)  des  traces  des  deux 
droites  sur  le  plan  fixe  forment,  avec  les  plans  menés 
par  leur  droite  d'intersection  tangentiellement  à  la  sur- 
face S,  un  faisceau  dont  le  rapport  anharmonique  est 
donné. 

A  deux  droites  rectangulaires  on  pourra  substituer 
Tune  ou  Fautre  des  conditions  suivantes  : 

i^  Etant  choisis  un  plan  fixe  et  une  conique  fixe  dans 
dans  ce  plan,  on  exprimera  que  les  traces  des  deux  droites 
sur  le  plan  fixe  sont  conjuguées  par  rapport  à  la  co- 
nique. 

a®  Ou  encore,  étant  choisie  une  surface  fixe  du  second 
ordre,  on  exprimera  que  le  plan  diamétral  conjugué  de 
Tune  quelconque  des  droites  est  parallèle  à  Tautre. 

3*^  Ou  encore,  étant  choisis  un  plan  fixe  et  une  sur- 
face fixe  du  second  ordre  S,  on  exprimera  que  les  plans 
polaires  (relatifs  à  S)  des  traces  des  deux  droites  sur  le 
plan  fixe  sont  conjugées,  c'est-à-dire  que  la  trace  de 
Tune  quelconque  des  droites  sera  sur  le  plan  polaire  de 
Tautre  trace. 


Théorème  III.  —  Si  R  est  le  rapport  anharmonique 
du  faisceau  formée  (tune  part,  par  la  trace  d'un  plan 
donné  sur  le  plan  à  V infini  et  la  polaire  (relative  au 
cercle  imaginaire  à  P infini)  de  la  trace  à  t infini  d'une 
droite  donnée,  d^ autre  part,  par  les  tangentes  menées 
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au  cercle  imaginaire  à  V infini  du  point  de  concours 
des  deux  premières  droites  ;  P angle  \  de  la  droite  et  du 
plan  sera  lié  au  rapport  anharmonigue  R  par  la  relation 

(3)    c.tgy  =  ^     ■-^_,    d'où    R^-V^jco'gv, 

Lorsqu'une  droite  est  perpendiculaire  à  un  plan^  la 
trace  de  la  droite  sur  le  plan  du  cercle  imaginaire  à 
Vinjini  est,  par  rapport  à  ce  cercle,  le  pôle  de  la  trace 
du  plan,  et  réciproquement. 

Première  conséquence,  —  Le  théorème  énoncé  per- 
mettra encore  de  trouver  facilement,  dans  un  système 
quelconque  de  coordonnées ,  l'expression  analytique  de 
Tangle  d'une  droite  et  d'un  plan , 

Deuxième  conséquence,  —  De  là  aussi  nous  conclu- 
rons la  généralisation  des  questions  où  une  droite  et  un 
plan  se  trouvent  assujettis  à  faire  un  angle  donné. 

A  une  droite  et  un  plan  faisant  un  angle  donné,  on 
pourra  substituer  Tune  ou  l'autre  des  conditions  sui- 
vantes : 

I**  Étant  choisis  un  plan  lixe  et  une  conique  dans  ce 
plan,  on  exprimera  que  la  polaire  (par  rapport  à  la  co- 
nique) de  la  trace  de  la  droite  sur  le  plan  fixe  et  la  trace 
du  plan  donné  forment,  avec  les  tangentes  menées  à  la 
conique  par  le  point  de  concours  des  deux  premières 
droites,  un  faisceau  dont  le  rapport  anharmonique  est 
donné. 

2**  Étant  choisie  une  surface  fixe  du  second  ordre,  on 
écrira  que  le  plan  diamétral  conjugué  de  la  droite  et  le 
plan  donné  forment,  avec  les  deux  plans  menés  par  leur 
droite  d'intersection  tangentiellement  à  la  surface,  un 
faisceau  dont  le  rapport  anharmonique  est  donné. 

y^  Ou  encore,  étant  choisis  un  plan  fixe  et  une  sur- 
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face  fixe  du  second  ordre,  on  exprimera  que  le  plan  po- 
laire (par  rapport  à  la  surface)  de  la  trace  de  la  droite 
sur  le  plan  fixe  et  le  plan  donné  forment,  avec  les  plans 
menés  par  leur  droite  dMntersection  tangentiellement  à 
la  surface,  un  faisceau  dont  le  rapport  anharmonique  est 
donné. 

A  une  droite  et  un  plan  rectangulaires,  on  pourra  sub- 
stituer les  conditions  suivantes  : 

I®  Étant  choisis  un  plan  fixe  et  une  conique  dans  ce 
plan,  on  exprimera  que  la  trace  de  la  droite  donnée  sur 
le  plan  ûte  est,  par  rapport  à  la  conique  fixe,  le  pôle  de 
la  trace  du  plan  donné. 

a**  Ou  encore,  étant  choisie  une  surface  fixe  du  se- 
cond ordre,  on  exprimera  que  le  plan  diamétral  conjugué 
de  la  droite  est  parallèle  au  plan  donné. 

3^  Ou  encore,  étant  choisie  une  surface  fixe  du  second 
ordre,  on  exprimera  que  le  pôle  du  plan  donné  par  rap- 
port à  la  surface  fixe  se  trouve  sur  la  droite  considérée. 


KOTE  SUR  L1NTERSEGTI0N 
BES  DEUX  COURBES  BU  SEGONB  BE6RÉ; 


Par  m.  ROUQUET, 

Professeur  au  lycée  de  Pau. 


Soient 

ax^-h  bxY  -\-  cjr^  '\-  d  x  -V- e y  -f-/  =  o, 
a'siP  -h  h'xy  -+-  c'/'  -^  d*x-\-  c'y  +/'  =z  o, 

les  équations  des  deux  courbes.  En  faisant,  pour  abréger, 

Téquation  en  X  se  présente  sous  la  forme 

(i)  AE'  H-  CD»—  BDE  -f-  F(B»  —  4AC)  =  o. 
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Il  s'agit  de  prouver  que  Tune    au  moins   des   racines 
réelles  de  réquation  (i)  satisfait  à  la  Gouditiôn 

B»  — 4AC>o.    / 

A  cet  effet,  résolvons  Téquation 

B»— 4AC=:o, 
ou 

(2)  (b-h  b'\y—  4(fl  -h  a'\)  [c  -h c'X)  =  o, 
qui  devient,  en  ordonnant  par  rapport  à  X, 

(3)  (é»"  — 4fl'c'))i»H-2(^ô'— 2ac'  — 2û'c)>-f-^»— 4flC=0. 
II  y  a  lieu  de  distinguer  deux  cas  principaux. 

i«  i"  — 4ûV>o. 

Si  les  racines  de  Téquation  (3)  sont  imaginaires  ou 
égales,  toute  valeur  de  X  donnera  B'  —  4  AC  >  o. 

Supposons  donc  que  les  racines  1'  et  7^"  de  Péqua- 
tion  (3)  soient  réelles  et  inégales. 

Remarquons  d'abord  que  ces  racines  donnent  le  même 
signe   à    la  quantité  C  =  c-Hc'X.  En  effet,   la   valeur 

X  = qui  annule  C,  rendant  positif  le  premier  mem- 
bre de  l'équation  (2),  puisqu'elle  le  réduit  au  terme  qui 
est  un  carré  parfait,  est  nécessairement  en  dehors  des  ra- 
cines de  cette  équation.  Par  suite  V  et  V  ne  comprenant 
point  la  racine  de  l'équation  C  =  o  doivent  donner  même 
signe  au  binôme  C.  Admettons,  pour  fixer  les  idées,  que 
ce  signe  soit  positif. 

Cela  posé,  les  racines  "k'  et  V  donnent  à 

(BE  — 2CD)'— (B*— 4AC)  (E^  — 4CF) 

une  valeur  positive,  et  comme  on  passe  de  cette  exprès- 
sion  au  premier  membre  de  l'équation  (i),  en  divisant 
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par  le  facteur  positif  4  C,  ï!  et  ¥  satisferont  à  Tin^alité 

(a)  AE'H-CD'  — BED-+-F(B'  — 4AC)>o. 

Dès  lors,  les  quantités  V  et  V^  comprennent  entre  elles 
deux  racines  de  l'équation  (i),  ou  aucune. 

Dans  le  premier  cas,  la  racine  réelle  de  l'équation  (i), 
non  comprise  entre  X'  et  1",  donnera  B* — 4AC>05 
dans  le  second,  toutes  les  racines  réelles  de  l'équation 
considérée  rempliront  cette  condition. 

Si  les  deux  racines  ï!  et  X"  rendent  C  négatif,  l'inégalité 
(a)  change  de  sens,  mais  les  conclusions  sont  les  mêmes. 

2°  6'»— 4fl'c'<o. 

On  sait  alors  [voir  les  exercices  de  V Algèbre  de 
M.  Bertrand,  i"  édition,  p.  i43)  que  les  deux  racines 
de  Téquation    (3)    sont  réelles.   En   outre,    la    valeur 

A  =  —  -fj  qui  annule  C,  rendant  positif  le  premier  mem- 
bre de  Téquation  (2),  doit  être  comprise  entre  ï!  et  V'^  et 
par  suite,  ces  racines  donnent  à  Cdes  signes  différents. 
Le  premier  membre  de  l'équation  (i)  étant  toujours  po- 
sitif pour  X  =  X',  et  X  =  X",  conduira  à  des  quotients 
positifs  ou  négatifs  suivant  le  signe  de  C,  et  l'on  aura  al- 
ternativement pour  l'une  et  l'autre  des  valeurs  X'  et  X'' 

AE'-f-CD»— BED-+-F(B»— 4AC)<     ou    >o. 

Il  en  résulte  que  X'  et  X"  comprennent  un  nombre  im- 
pair de  racines  réelles  de  l'équation  (i). 

Si  elles  comprennent  une  seule  racine,  celle-ci  rendra 
positive  la  quantité  B'  —  4  AC. 

Si  elles  en  comprennent  trois,  toutes  ces  valeurs  donne- 
ront 

B»  — 4AC>o. 

Le  cas  de  i'* —  /iafcf  =  o  se  ramène  aisément  aux  pré- 
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cédentes.  En  réeumé,  on  Toit  directemenl ,  par  Texamen 
de  l'équation  en  X,  qu'il  existe  toujours  un  ou  trois  cou- 
ples de  sécantes  réelles  communes  à  deux  courbes  du  se- 
cond degré. 


SUR  LA  PLUS  COURTE  DISTANCE  DE  DEUX  DROITES  QDAHB 
ELLES  DEVIENNENT  PARALLÈLES^ 

Par   m.   a.    DE   SAINT-GERMAIN, 

Docteur  es  Sciences,  Agrégé  de  rUniversité. 


Étant  données  deux  droites  quelconques  dont  les  équa- 
tions sont  : 

x=:a'z-hp\    yz=zb'z-^q\ 

on  trouve  la  grandeur  de  leur  plus  courte  distance  en 
menant  par  Tune  un  plan  P  parallèle  à  Tautre,  et  pre- 
nant la  distance  d'un  point  de  la  dernière,  par  exemple 
de  sa  trace  sur  le  plan  xy^  à  ce  plan  auxiliaire.  On  trouve 
ainsi  : 

Si  les  droites  deviennent  parallèles,  cette  formule  est  in- 
déterminée, et  on  ne  peut  lever  cette  indétermination  par 
les  considérations  seules  qui  nous  ont  servi  à  éublir  la 
formule,  puisque  le  plan  auxiliaire  cesse  d^être  défini. 
Cependant,  la  formule  s' appliquant,  quelque  petits  que 
soient  a! — a  et  V — i,  on  doit  voir  ce  qu'elle  devient 
quand  ces  différences  tendent  indéfiniment  vers  zéro.  Or, 
quand  les  droites  deviennent  parallèles,  la  perpendicu- 
laire commune  devient  indéterminée  de  position,  et  non 
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transportée  â  l'infini;  eh  exprimant  ce  fait,  on  trouve 
entre  d —  a  et  V —  h  une  relation  qui  conduit  à  la  limite 
de  Texpression  (i). 
Soient  : 

Si  entre  les  équations  de  la  perpendiculaire  commune  aux 
deux  droites  on  élimine  z  (^),  on  a  une  équation  qui  con- 
vient à  cette  perpendiculaire  : 

(a' Aa  -h  1/ ^b)^(x  —  p)^a  -h  (X  —  q) l^b 

-+'(bAa^aAb)[b(x  —  p)—a(x—q)]\ 
j  — (ûAfl  -+-  bAb)^{x  —  p')àa-h(y  —  q')Ab 

H-{^Aa—«A^)[^'(x- /?'}  —  «'(/- ^')]}  =  0. 

En  regardant  A  a  et  A  £  comme  de  petites  quantités  du 
même  ordre  de  petitesse,  on  remarque  que  le  coefficient 
de  X,  savoir  : 

àa(Aa^-hùib^)-hAa(bàa  —  a^by 
est  de  Tordre  de  Aa^  ;  il  en  est  de  même  du  coefficient 

(*)  L'élimination  de  z  est  indiquée  par  la  question  que  Ton  traite  ici. 
11  s*agit,  en  définitive,  de  déterminer  la  limite  vers  laquelle  tend  le  rap* 

a'  —  A  Ot   —  Q 

port  — — 7>  quand  a!  et  V  convergent  vers  a  et  h.  Or,  — — 7  est,  au  signe 
o  —  b  0'  -^  b 

près,  le  coefficient  angulaire  de  la  projection  sur  le  plan  xy,  de  la  per- 

pendieulaire  commune  aux  deux  droites  proposées.  Car  en  désignant  par 

x=A«-|-a,    r  =  B»-f-6 

les  équations  de  cette  perpendiculaire  commune,  on  a 


a'  — a 
Aa-i-B&-»-i  =  o,     Aa'-+-Bfc'-hi  =0,     d*où  ,  : 


A 


a! a 

La  limite  de  r-, — r  est  par  conséquent  la  valeur  que  prend  le  coefficient 
o  —  b 


B 
'  A 
proposées  devient  parallèle  à  l'autre. 


angulaire  ~  •-  de  la  perpendiculaire  commune,  lorsque  l'une  des  droite» 


(  348  ) 
de  j.  Le  terme  constant  est  an  contraire  de  Tordre 
de  Aa',  en  sorte  «jne  cette  droite  serait  rejetée  à  Tinfini 
quand  Aa  est  nnl.  Pour  qu'elle  reste  à  une  distance  finie 
et  tendant  à  rindétemûnatioD,  il  faut  que  les  termes  de 
Tordre  de  A  a'  dans  la  partie  constante  de  (2)  se  dé- 
truisent; on  trouve  ainsi,  en  supprimant  le  facteur 
aAa-^bAbqjcà  ne  peut  être  nul,  car  (2)  se  réduirait  à 

b{x  —  p)  —  alx  —  q)  =  o, 
ce  qui  est  inadmissible  ;  on  trouve  la  condition  : 


(=,T 


(H.6>)(/>-//)-«6(^-y') 
Cela  posé,  la  formule  (i)  peut  s^écrire 

elle  est  homogène  en  Aby  Aa,  qu'on  peut  remplacer  par 
les  valeurs  proportionnelles  d'après  Téquation  (3  )  ;  alors 
on  trouve  en  supprimant  les  facteurs  communs  haut  et 
bas, 

C'est  précisément  la  distance  de  la  trace  sur  le  plan  Xf 
d'une  des  droites  à  l'autre,  c'est-à-dire  la  distance  cher- 
chée dans  le  cas  qui  nous  occupe. 
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FORMULES  BE  TRIGONONfiTRIE  SPHfiRIQIIE; 

Par  m.  £.  BARBIER. 


(i)     tangA  tangB  tangC  =  ~^^?§^ h  ^^^  -f-  î^^, 

tanaa  tunsb       tanac 

tanga  tango  tangc  =  — ^^    ^ ^ ^' 

®         ®         ^         cosBcosC     .  cosB        cosC 

(2)    sia6sinc  +  cos3cosccosA  =  sîiiBsinG  —  cosBcosGcosa. 

1^.  sin  A  tangC  cosB  +  cosa  sin  B 

^     tang^cosc  —  cosAsinc"^  sina 

(4)  sin  G  cos  ^  =  cosB  sin  A  +  sin  B  cos  A  cosc, 

sine  cosB  =  cos 6  sin  a  —  sin  b  cosa  cosG. 


[5) 


tangA  sinB  —  cosc  cos  B tanga  tang^  +  cos  G 

sin  c  tang  b  —  tangfl  cos  G 

tanga  sin^  -t-  cos  G  cos  ^ tangA  tangB  —  cosc 

sinG  tangB  -f-  tangA  cosc 

r/»v  sinG  .  ^  - 

,  0)  -T-z: =  sinfl  cosG  +  cot  b  cosa, 

sinfitangc 

sine  .    ^  ^        . 

=  sm  A  cosc  —  cotB  cos  A. 


sin  ^  tang  G 


La  formule  (i)  donne  à  la  limite  pour  le  triangle  recti- 
ligne  la  formule  bien  connue 

tangA  tangB  tangG  =  tangA  +  tangB  +  tangG. 

Toutes  ces  formules  s'obtiennent  en  menant  des  diago- 
nales dans  la  figure  formée  par  deux  triangles  supplémen- 
taires. 

Les  formules  qui  ne  contiennent  point  de  tangente  ont 
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été  obtenues  en  égalant  les  valeurs  du  cosinus  d^une  dia- 
gonale déduites  de  deux  triangles  sphériques  qui  ont  cette 
diagonale  pour  côté  commun. 

Les  formules  qui  contiennent  des  tangentes  ont  été 
obtenues  en  calculant  la  cotangente  d^un  angle  partagé 
en  deux  parties,  par  le  moyen  des  cotangentes  de  ces 
deux  parties. 

La  démonstration  de  ces  formules  est  facile  par  cette 
méthode. 

L'une  de  ces  formules  a  été  trouvée  par  M.  Cayley  et  a 
été  démontrée  par  M.  Airy,  astronome  royal  d'Angleterre, 
dans  le  PhUosophical  Magazine. 

Les  formules  (2),  (3)  et  (4)  sont  écrites  dans  letomel 
des  Annales  de  V Observatoire  impérial  de  Paris, 

Je  ne  sache  pas  que  les  formules  (i)  et  (5)  aient  été 
remarquées. 


THÉORÈMES  SDR  LE  CERCLE  OSCDLATEUR  A  UNE  PARABtU; 

Par  m.  J.-Ch.  DUPAIN. 


Le  lieu  des  foyers  des  paraboles  osculatrices  à  un 
cercle  donné  en  un  point  donné  est  un  second  cercle  qui 
touche  intérieurement  le  premier  au  point  donné  et  dont 
le  rayon  est  quatre  fois  moindre. 

Je  prends  pour  origine  le  point  donné,  pour  axe  des  x 
la  tangente  au  cercle  et  pour  axe  des^  la  normale; 

R^  rayon  du  cercle  5 

a,  /3,  coordonnées  du  foyer  d'une  parabole  osculatrice 
au  cercle  au  point  donné  ; 

my  -h  «ar  -h  p  =  o,  équation  de  la  directrice  de  celte 
parabole. 
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L'ëquatiou  de  la  parabole  peut  être  mise  sous  deux 
tonnes  différentes  : 


(i)  Aj'iav^ÂCay-t-Co:»  — 2CRr=:o     (*), 

'^'(      —  2(P  -h  mp)x—  2{oL-\-np)x-\-a.^  +  ?'  —  /?'  =  o. 

Je  suppose  d'abord  que  le  radical  de  Téquation  (i)  ait 
le  signe  — ,  et  j'écris  que  cette  équation  multipliée  par  un 
coefficient  indéterminé  X  est  identique  à  Téquation  (a), 
ce  qui  fournit  six  équations  : 


(3) 

XA  =  i  — iB» 

(4) 

\  V.AC  =  mn. 

(5) 

XC  =  I  — /»', 

(6) 

lCK  =  p-hmp, 

(7) 

O  =  a  +  /y>, 

(8) 

o  =  a»  +  P'  —  p'. 

Je  tire  m  et  n  des  équations  (3),  (5)  pour  les  porter 
dans  Tëquation  (4)  qui  devient 


I 


~  A-hC 
par  suite, 

Je  prends  d'abord    ' 


et  l'équation  (4)  donne 


V: 


A-hC 


(*)  Cette  forme  d*équation  a  été  imaginée  par  Frégier  (voxeg  les  An- 
mles  êe  Gergotme,  t.  Tl,  «qf  es  avBri  It  solution  de  la  question  644). 
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Les  valeurs  de  m  et  de  n,  substituées  dans  (6)  et  (y), 
donnent 


^^-/'V/âtc'  p^x^-^'V/; 


A-hC 


et  ces  valeurs  elles-mêmes,  substituées  dans  Téquation  (8), 
conduisent  a 


d'où 


R      /     C 


Rv/aC  .  CR 


2(A-hC)       *^       2(A-f-C)' 
or,  il  est  visible  que 

p'  =  ^;     donc     a'  +  p'=M; 


«'+p'-2p(l) 


:  O. 

G.  Q.  F.  D. 


L'équation  de  la  directrice  de  la  parabole  s'obtient  eu 
remplaçant  m,  n,  p  par  leurs  valeurs, 


C 

=  0, 


l 

.  /a     r 

Si  l'on  avait  adopté  pour  m  la  valeur  —  i/  - 


C 

nei 


A-hC 

p  auraient  changé  de  signe,  mais  la  directrice  et  par  suite 
le  foyer  n'auraient  pas  changé. 

En  prenant  le  radical  de  l'équation  (i)  avec  le  signe  -h, 
a  change  de  signe,  mais  le  lieu  des  foyers  reste  le  même  et 
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la  (lîreclrice  devient 


y 


/a      r 


Donc  les  paraboles  osculatnces  à  un  cercle  donné  en 
un  point  donné  sont  deux  à  deux  égales  et  symétrique- 
ment  placées  par  rapport  à  la  normale  commune. 

L'ordonnée  à  l'origine  de  la  directrice  est  constamment 

»  donc  : 

2 

Les  directrices  des  paraboles  osculatrices  à  un  cercle 
donné  en  un  point  donné  passent  par  un  point  fixe. 

Le  rayon  de  courbure  d'une  parabole  en  un  point 
donné  sur  la  courbe  est  double  du  segment  de  la  normale 
en  ce  point,  compris  entre  la  directrice  et  le  point  même. 

Il  en  résulte  une  construction  du  rayon  de  courbure 
très-simple  et  peut-être  nouvelle. 

Note  du  Rédacteur»  —  Dans  V Analyse  des  infiniment  petits  (2°  édition^ 
publiée  en  171 5),  il  est  démontré  que  :  Si  l'on  projette  sur  un  rayon  vec- 
teur FA  d'une  parabole,  le  rayon  AC  du  cercle  oscillateur  au  point  A,  la 
projection  AB  est  double  du  rayon  vecteur  FA. 

Il  en  résulte  que  la  perpendiculaire  élevée  au  foyer  F  sur  le  rayon 
vecteur  FA,  rencontre  le  rayon  de  courbure  AC  en  son  milieu  M,  puis- 
que F  est  le  milieu  de  AB.  Par  conséquent,  le  lieu  géométrique  des 
foyers  F  des  paraboles  osculatrices  à  un  cercle  donné,  en  un  point  donné  A, 
est  la  circonférence  décrite  sur  AM  comme  diamètre.  Ce  qui  est  la  proposi- 
tion démontrée  par  M.  Dupain. 

Soient  AD  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  A  sur  la  directrice  de 
la  parabole  dont  F  est  le  foyer,  et  H  le  point  où  le  rayon  de  courbure  CA 
prolongé  coupe  cette  directrice.  L'angle  DAH  est,  comme  on  sait,  égal  à 
l'angle  FAC  Par  suite,  la  similitude  des  triangles  rectangles  BAC,  DAH 
donne 

AC  _  AB  _  2AF  _  ^ 
AH  "~  AD  ~  AD   —  '* 

Donc  le  rayon  de  courbure  AC  est  double  du  segment  AH. 

Il  est  clair  que  les  directrices  des  paraboles  osculatrices  au  cercle  C,  au 
point  donné  A,, passent  par  le  point  H  qui  est  fixe.  G. 


Ànn.  de  Mathémat,^  2*"  série,  t.  Y.  (Août  i86(>.)  23 
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QUESTION    D  ALGÈBRE   ÉLÉMENTAIRE; 

Par  mm.  MISTER  et  JSEUBERG, 

Professeurs  à  Nivelles  ( Belgique). 


Quelle  est  la  condition  nécessaire  pour  que  les  deux 
valeurs  de  x  soienf  égales  et  de  même  signe  dans  Tëqua- 
tion  (*) 


{cd—g'^)x^—[[i  -ha»)rf-f-(i  -|-^»)c—  iabg]^\  -^-à'-^-Pa 
-f-(i-4-a'  -h  A2)»  =  o. 

Si  l'on  résout  cette  équation  par  rapport  à  jr,  la  quan- 
tité sous  le  radical  devra  être  égale  à  zéro,  ce  qui  donne 

Développant  le  carré  et  ordonnant  par  rapport  à  gf,  il 
vient 

4(1  -f-  rt«  H-  ^^  -f-  a^b^)g''  —  iab[(i  -h  a^)d  -h  (i  -h  b^)c]g 

ou 

ab[{i^a^')d^ii-^b^)c] 

[(i  -h  a^)d-h  (i  -h  l')c\'  —  ^cd{i  -h  fl'  -f-  b^)  _ 


(*)  Cette  équation  est  celle  qu'on  obtient  lorsqu'on  cfaerthe  sur  une 
surface  le  point  pour  lequel  les  deux  rayons  de  courbure  principaux  sont 
égaux. 
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Si  Ton  complète  le  carré  commencé  en  g^  on  aura 

(     _  ab[(i'^a')d-h(i-hb^)c]  }' 

\^  2(i-hfl»)(i-+- ^')       i 

[(i  -h  a')d  -h  (i  -h  h^)c]^  —  4crf(i  -h  a'  -h  6') 
"^  î(i-4-ii»)(i-f-^^) 

réduisons  au  même  dénominateur,  celte  égalité  pourra 
s'écrire 

^(H-  «2)  (1-1-^2) 

(I  -h  tf»  H-  *')!  [(i  -H  a^)// -f-  (i  -h  *^) c]'  — 4r£/(i  -}- à")  (I  -f-  6»)  I 
4(H- «')*(!-+- /5>' 

ou  encore 

i  „6[(i4-fl')c/-4>(i  +  ^^)c])- 

(l  H-  fl«-4-  6^)[(i  -h  fl^)  rf—  (l  H-  b*)cY  _ 
"*"  4(,H-«2)j(,_^^,)«  —  ®- 

Cette  somme  de  carrés  ne  pourra  être  nulle  que  si  chaque 
carré  est  nul  séparément;  il  faut  donc  que  Ton  ait  : 


=  o. 


_  a^[(i-hfl')rf-h  [i-^b^)c] 
(i+â3)rf=:(i-H6«)r, 


et,  par  suite, 

abc    abd 

Telle  est  la  relation  qui  doit  être  satisfaite  pour  que 
Téquation  proposée  ait  ses  deux  racines  égales  et  de  même 
signe. 

23 
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NOTE  SUR  LES  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES  DU  3«  DEGRÉ  ^ 

Par  m.  Joseph  SIVEIUNG, 
Ingénieur. 


Pour  résoudre  Téqualion  algébrique  du  troisième  de- 
gré, on  fait  usage,  dans  certains  cas,  de  formules  trigono- 
métriques,  auxquelles  on  est  parvenu  en  se  basant  sur  les 
logarithmes  imaginaires  et  sur  la  formule  de  Moivre. 

En  remplacement  de  ces  procédés  transcendants,  nous 
proposons  ci-après  une  méthode  élémentaire,  qui  nous 
paraît  d'une  application  sûre  et  expéditîve  dans  tous  les 
cas. 

On  démontre  en  algèbre  que  toute  équation  numé- 
rique de  degré  impair,  a  toujours  un  nombre  impair 
de  racines  réelles  de  signe  contraire  à  celui  de  son 
dernier  terme.  D'après  cette  proposition,  Féquation 
x^ -\- px  ■+- (f  =  o  aurait  donc  une  ou  trois  racines  de 
signe  contraire  à  celui  de  q.  Or,  elle  ne  peut  avoir 
trois  racines  pareilles,  car  Téquation  est  privée  de  son 
second  terme,  partant  les  racines  ont  leur  somme  égale 
à  zéro,  et  ne  peuvent  être  affectées  toutes  trois  du  même 
signe. 

L' équation  x^-h  px  -\-  q  =.0  a  donc  toujours  une  y  et 
seulement  une  racine  de  signe  contraire  à  celui  de  son 
dernier  terme. 

Cette  remarque  est  la  base  d'un  mode  de  résolution 
simple  et  pratique,  car  elle  révèle  l'existence,  entre  zéro 

et  —  -»  d'une  racine  unique  qu'on  pourra  chercher,  sans 

craindre  d'être  troublé  dans  les  calculs  par  U  présence 
simultanée  de  plusieurs  racines  voisines. 
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Passons  à  la  détermination  de  celle  racine,  et  dans  ce 
but  mettons  l'équation  sous  la  forme 


Pour  que  x  soit  affectée  d'un  signe  contraire  à  celui 

de  9,  il  faut  et  il  suffit  que  dans  la  fraction  ~j-^ —  le 

dénominateur  soit  toujours  positif.  En  tenant  compte  de 
cette  remarque  dans  les  essais  à  faire,  toute  valeur  numé- 
riquement trop  petite  ou  trop  grande,  mise  à  la  place 
de  X  dans  le  second  membre  de  l'égalité 


Jc^-\-  p 


en  rendra  le  premier  membre  numériquement  trop 
grand  ou  trop  petit. 

Ainsi  attribuons  à  x  une  valeur  d'essai  quelconque  «, 
d'un  signe  contraire  à  celui  de  q  et  telle  encore  que  l'ex- 
pression a^  -{-  p  reste  positive,  a  sera  une  première  limite 
de  la  racine 5  une  seconde  limite  en  sens  inverse  sqra  la 

fraction •  En  essayant  ensuite  une  valeur  inter- 

médiaire  entre  les  nombres  a  et — ?  nous  aurons 

a'  -h  p 

un  nouveau  couple  de  limites,  plus  rapprochées.  Quelques 
opérations  pareilles  conduiront  de  plus  en  plus  près  de 
la  racine  cherchée,  et  les  limites  voisines  trouvées  indi- 
queront à  tous  les  instants  le  degré  d'approximation 
obtenu. 

La  première  racine  trouvée,  le  calcul  des  autres  ra- 
cines, réelles  ou  imaginaires,  n'est  plus  une  difficulté. 
Réduisons  toutefois  ce  calcul  en  une  formule,  pour  mon- 
trer combien  le  degré  d'approximation  pourra  également 
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y  être  salisfaisant.  Eu  divisant  x^-hpx  -h  q  par  un  fac- 
teur quelconque  x  —  a,  on  trouve  pour  quotient 

jr»  -f-  flrj7  H-  a^  -f-  p^ 
et  pour  reste 

rt^-f-  ap  -h  <y. 

Si  a  est  une  racine,  le  reste  de  la  division  a^  -\-ap+g 
sera  nul,  et  le  quotient  égalé  à  zéro  donnera  les  deux 
autres  racines. 

Ainsi  a  étant  une  racine  de  Téquation 

x^  -+-  px  -4-^  =  0, 
les  deux  autres  racines  seront  données  par 

x^  -}-  ax  -h  a^  -h  p  :=  Of 
et  vaudront 


a    ,       I      3û» 


NETIIOI»E 

poar  résoudre  les  éqoatioos  du  3^  degré  ea  aBeiait  dans  le  (ureiier 
membre  nn  cube  parfait  \ 

Par   m.    R.    ALEXANDRE. 


Le  type  général  des  équations  du  troisième  degré  est 

X-*  -f-  px?  -h  qx  ^  r  :=z  O. 

Si  nous  y  remplaçons  x  par  J  -h  h^  y  étant  une  nou- 
velle inconnue,  et  h  une  indéterminée,  nous  aurons  une 
équation  de  la  même  forme  ertjr  : 
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ians  laquelle  on  a 

r'  =  h^  -\-ph^  -h  gh  -{-  r. 

L^indétermiiiation  de  h  nous  permet  d'établir  une  re- 
ilion  entre  ces  trois  coefficients^  posons  donc 

u,  p\  r',  q'  étant  remplacés  par  leurs  valeurs, 

3  (3A  -h/?)  {h^  -h ph^  -^qh^r)^  (SA»  -h  iph  -h  q)\ 

Mveloppée  et  ordonnée,  cette  équation  se  réduit  à 

^2(3^  — /?')  -h  h{^f''-^pq)  ^  3pr^  q*zi=o. 

Supposons  que  dân«  Téquation  (i),  on  ait  remplacé  h 
ar  une  de  ses  valeurs,  et  divisons  tous  ses  termes  par  /, 
DUS  aurons 

y*     p'x^     q'  y 

r  r  r 

Changeons  une  dernièi'e  fois  d^inconnue,  en  faisant 

y       ï 

équation  deviendra 

Multiplions  tout  par  z^^  cela  donne 

q'  P' 

z^  H-  -—  a'  -f-  -^z  H-  I  =  o. 

Faisons  maintenant,  pour  mieux  mettre  en  évidence 
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le  résultat  que  nous  avons  obtenu  : 


':=". 

r" 

Comme  nous  avous  posé 

ip'r=q",. 

nous  aurons  aussi 

3p'r'         g'- 

î~  —  ' — T' 

r''          r" 

ou  encore 

P'          1"         »» 
r"         3r''         -^ 

L'équation 

(3) 

devient  alors 

Z 

»-f-/ïZ»-*-— 2-hl  =0, 

et  peut  s  écrire 

3  9         27      27 

Et  Ton  lire  de  cette  équation,  le  premier  membre  étant 
un  cube  parfait, 


n  z  I  h^ 


Remarquons  que  n  est  ici  entièrement  connu,  et  que 
l'on  peut  remonter  de  z  à  or,  par  l'intermédiaire  de  /, 
au  moyen  des  relations  très-simples  : 


z 


x-=. y  -\-  h  = h  h. 
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SOLUTION  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  755; 

Par  m.  h.  MOREAU, 

Élève  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Besançon 
(classe  de  M.  Chevilliet.  ) 

Soient  F,  F',  les  foyers  d'une  ellipse  de  Cassini^  C  son 
centre  y  P  un  point  quelconque  pris  sur  la  courbe,  La 
normale  en  V  fera  ai^ec  Vun  des  rayons  vecteurs  PF  un 
angle  égal  à  celui  que  la  droite  PC,  menée  au  centre^ 
fait  avec  Vautre  rayon  vecteur  ¥F\ 

Démonstration  analytique,  —  Soient  x^  y^  les  coor- 
données du  point  P,  a  Fangle  CPF',  a'  l'angle  FPN  que 
la  normale  PN  forme  avec  le  rayon  vecteur  PF. 

On  aura 

y       y 

tang  a  = — 


y^  X  [x -\- c) -\- jr^ 

x[x  -\-  c) 

Cherchons  maintenant  la  valeur  de  tang  a'. 
Le  coefficient  angulaire  y'  de  la  normale  au  point  P 
est  donné  par  Téquation 

d'où 

tang  a'  = ; — ^^ ^ — '- 


x(x  —  c)[x^  -\-y'^  —  c') 

cr[[^-cY-^y'] 

(.r'-f- j2)  [(^ï  -h  ^'  —  ex)  H-  c^{y'  -+-CX'-  x^)] ' 
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Mais, 

(x>  -+-y')(y' -♦-«='  —  «?)  =  (jp»  -+-/')[^-'  +  (4:  -r  c)'] 
d'autre  part, 

donc, 

tane  a'  = ^^ ~ ..  -f =  ^ ± z=z  tança. 

Il  s'ensuit  a'=  a.  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Note. —  Des  démonstrations  semblables  à  la  précédente  ont  été  données 
jNur  MM.  Charles  Bibeaucourt,  du  lycée  de  Lille;  Vcnoeshis  Niébyloiisk}, 
du  lycée  Bonaparte  ;  Alphonte  Tubrun»  du  lycée  de  Strasbourg  ;  P,  llt^ 
ques  Braga,  du  lycée  Saint-Louis. 


Autre  solution  de  la  même  question; 

Par  m.  marques  BRAGA, 

Élève  du  lycée  Saint-Louis  (classe  de  M.  Vacquant). 

Soit  P'  un  point  voisin  du  point  P,  sur  la  courbe.  Dé- 
crivons de  F  comme  centre,  avec  FP'  pour  rayon,  un 
arc  rencontrant  le  rayon  vecteur  FP,  en  R  (*).  Décri- 
vons, de  même,  de  F'  comme  centre^  avec  F'P'  pour 
rayon,  un  arc  de  cercle  coupant  F'P,  en  K. 

Lorsque  P'  est  infiniment  voisin  de  P,  les  triangles 
PRP',  PRP'  sont  rectangles  en  R  et  en  K,  car  les  arcs  de 
cercle  P'R,  P'K  se  confondent  alors  avec  leurs  tangentes. 

Nous  avons  donc 

PR  =  PP'cos  (P'PR)     et     PK  ;:=  PP'cos(P'PF'). 


{*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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Si  nous  appelons  r,  r',  les  distances  FP,  F^P,  les  ac- 
croissements PR,  PK  seront  Ar,  —  Ar'.  A  la  limite, 
PP'  devient  tangente  au  point  P,  et  en  désignant  par 
co,  w'  les  angles  P'PR,  P'PF',  on  aura 

cos  w  dr 

cosw'  dr' 

ou,  parce  que  rr*  =  const., 

cos  w         r 
cosw  r' 

La  droite  PC  étant  la  médiane  du  triangle  FPF',  on  a  : 
sin  F' PC       FP         r 


sinFPC  "" 

FF 

■"r' 

D'où 

sin  F'  PC        cos  « 

sin  ( 

_        \2 

■-) 

sinFPC  ~~  cosw' 

sin  1 

\2 

V)       ■ 

Mais  il 

est  évident  que 

(:_.)+(^-. 

■■)  = 

-F'PC-kFPC. 

D'où 

F'PC  = 

1C 

2 

-  w> 

et 

FPC  =  (^-o.'j. 

C. 

Q.  F.  D, 

(*)• 

(*)  En  général,  9\f{ry  r')=  o  représente  Téquation  d'une  courbe  rap- 
portée à  des  CQOdrdo nuées  bipolaires,  el/^  ,^/  les  dérivéea  d€/(r,  r')  par 

<vppoct  (à  r  et  à  r',  pour  eonstruire  la  normale  en  un  poial  P  de  la  courbe, 
'I  suffira  df  prendre  sur  les  rayons  vecteurs  FF,  PF'  dana  le  sans  de  ces 
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Noie.  —  M.  Martel,  élève  du  lycée  Saint-Lonis,  résout  la  question  de  U 
même  manière.  lu 

M.  J.  Gazères  déduit  de  Téquation  rr'  =  const.  : 

(r-^dr)(r'-hdr')z=rr',    rd/'-^r' dr-hdrdr' =  o,     j-,=— ^• 

Cette  dernière  relation  le  conduit  à  une  construction  très-simple  de  ia. 
tangente,  et  par  suite  au  théorème  énoncé. 

M.  E.  Muzeau,  lieutenant  d'artillerie,  construit  d'abord  la  tangente lu 
point  P,  en  suivant  la  méthode  de  Roberval  ;  cette  construction  met  en 
évidence  la  propriété  de  la  normale. 


Question  756; 
Pae  m.  Em.  C, 

Soient  F,  F'  deux  points Jixes  sur  une  surface  spU- 
rique,  et  considérons  la  courbe,  lieu  du  point  P  tel,(iue 

lang-  PF.  tang~PF'=  consl.  Le  grand  cercle  normal 

enV  à  cette  courbe  fera  auec  FP  un  angle  égal  à  celui 
que  fait  ai^ec  F'P  le  grand  cercle  passant  par  P  et  le 
milieu  de  l'arc  FF'. 

Je  désigne  par  p  et  p'  les  arcs  PF,  PF'.  Soit  M  le  mi- 
lieu de  Parc  FF'  ;  soient  |3  et  P'  les  angles  de  PM  avec  PF 
et  PF'. 

Dans  le  triangle  sphérique  PMF,  on  a 

sinp    _  sin PMF 
sinMF  sinp 

rayons  (si  les  dérivées  de^^  ,/^  sont  positives),  des  distances  PA,  PB, 
proportionnelles  ày^'  y/^,,  et  de  mener  la  médiane  PM  du  triangle  PAB. 
Dans  le  cas  actuel,  /^'  =  ;  '  =  PF'  et /.',  =  r  =  PF.  Les  triangles  PAB,  PF'F 
sont,  par  conséquent,  semblables,  et  il  est  alors  évident  que  l'angle  MPF 
est  égal  à  l'angle  CPF',  puisque  PC  est  la  médiane  du  triangle  PF'F.     G. 
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De  même  dans  le  triangle  spbérique  PMF^  on  a 

sinp'  __  sinPMF 
sinMF  sin/s' 

où 

sinp' sinp 

sin  p        sin  p' 

Soit,  maintenant,  p  un  point  infiniment  voisin  de  P  sur 
.rc  de  grand  cercle  tangent  en  P;  soient  a  et  a'  les  an- 
3s  que  font  PF  et  PF'  avec  l'arc  de  grand  cercle  normal . 
On  trouve  sans  peine 


-? 


ds  ds     ' 

sina 1-  ^P 

(  double  signe  étant  mis,  afin  que  les  sinus  et  par  suite 
îur  rapport  soient  toujours  positifs. 
Mais  de  Téquation 

ï  I    » 

tang  -  p  X  tang  -  p=  const., 

n  tire,  en  difïérentiant, 

p'  P 

dp  tang  i-       f/p'lang- 

— ^H r^  =  o, 

p  P 

cos^  -  cos'  *- 

2  2 

^p  rfp' 

sinp       smp' 

A  cause  de  (2),  cette  dernière  égalité  donne 

5.  sina sinp 

sina'       sinp' 

)r,       .  . 

a  +.a'  =  p  -(-  p'; 
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donc  de  (i)  et  (3),  il  suit  <pie  l'on  a 

«  =  P'.  C.    Q.    F.   D. 

Note.  —  La  même  question  a  «lé  résolue  par  MM.  E.  Muzeau,  Gazères 
et  Moreau,  élève  du  lycée  de  Besançon. 


m 

1 

i 


Question  749; 

Pau  mm.  Gluillï  MASSING  it  H.  RAENtZ, 

Élèves  de  TÉcole  Centrale. 

My'  -h  N  x'  —  X  =  o,  étant  l ^èijuation  d^une  coniqiue^ 
a^  S^y  représentant  les  angles  faits  ai^ec  Vaxe  des  x 
par  les  côtés  d'un  triangle  ABC ,  inscrit  dans  la  co- 
nique, et  Xq^  j'oi  ''  représentant  les  coordonnées  du 
centre  et  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle,  on  a 
les  relations  suii^antes  : 

cos«cos6cos7  =  ^:^j5j— ^, 

M [j«— /XîOs(a -h  6 H- 7)V-+- N[a:o— rsin(a -+- 6 -h7)p— I =0  (*). 

Démonstration.  —  En  désignant  par  x^^  j^-^  ^jî/îî 
Xzj  ji  les  coordonnées  des  sommets  A,  B,  C,  nous  avons 
les  relations 

^1  —  ^a  __  ri— r» 

cosa  sina 

Mrî  H-  N^î  —  I  =  o, 

Mrî-hNj:5-i=o; 


(")  Nous  rectifions,  dans  ces  formules,  deux  fautes  qui  nous  ont  ét^ 
indiquées  par  MM.  Massinç  et  Kaents  et  par  M.  Melon. 


'où  nous  tirons 

:)  M(/,-l-j^,)sina-f- N(dPi4-«i)cosa  =:  o. 

Les  coordonnées  Xo,  j^o  àa  centre  du  cercle  circonscrit 
u  triangle,  vériiSant  Téquation  de  la  perpendiculaire 
levée  au  milieu  du  côté  A6,  nous  avons 

2)  (/i-H/i)sinaH-  («1  -f-x,)  cosa  =  2  (xoCOSa -h/osina). 

Les  relations  (1),  (a)  donnent 

2M     /  sina\ 

M  — N  \  ^    cosa/ 


j?i  -4-  X2  ' 


2N      /  cosaX 


On  aura  de  même 


D'où 


2  M     /  siti€\ 

2N      /  cos6\ 


Mais 


•    2  M  sin(6  —  a) 

JÎ3  —  j?!  = r^ ^ ) 

M  —  N       cosa  cos€ 

__     :2N  sin(€— a) 

M  —  N        sinot  sin€ 


^ — ^  =  2rsin(6  — a)  (*), 
COS7  ^  /  \  /' 


(*)  -i '  représente  la  valeur  du  côté  ÂC  ;  d'ailleurs 

^  ^    cosy 

8in(6  —  fie)  =  sinB: 

'égalité 

"eTient  donc  à 

ACsAr.iinB, 
ormule  bien  comme. 
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et  »« 


2rsin(6  — a); 

en  égalant  ces  dernières  valeurs  de  x^  —  Xf^  j8-"Ji  à 
celles  que  nous  avons  précédemment  obtenues,  il  vient 

Mro 
cosacos6cos7=;:^j^— ^, 

et 

sin a  sme  sin 7  =  —7-- -—  • 

'        r(M  —  N) 

Ce  sont  les  deux  premières  relations  qu'il  fallait  dé- 
montrer. 

Actuellement,  cherchons  les  coordonnées  du  quatrième 
point  d'intersection  de  la  conique  Mj^* -h  N jc*  — 1  =  0, 
et  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  (les  trois  autres 
points  dHntersection  étant  les  sommets  A,  B,  C  du 
triangle). 

En  éliminant  x  entre  les  équations 

Mj^-hNx'  — I  =0     et     (j?  — ^o)'4-(r  —  j«)2— r»=:o, 

nous  trouvons  une  équation  du  quatrième  degré,  dans  la- 
quelle la  somme  des  quatre  racines  j^j,  jr^^  j^^  y^  est 
.donnée  par  la  relation 

(3)  ^■+:^'+^»+^'  =  ^z^- 

Or,  d'après  les  égalités  déjà  obtenues,  on  a  : 
2N        /  cosa\ 

2N      /  cos6\ 

5N      /  cosvX 
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roù 

,,  3Nr»  N  /cosa      cos6      co87\ 

En  retranchant  Téquation  (4)  de  Téquation  (3),  on  a 

N^o  N  /cosa       cosê       cosyX 

'^^      ^*~~  N  — M  ""  N  — M  "^^  \dn^  "^  sini "*"  sîn^j ' 

Or, 

cosa       cos6       COS7 cosa  cos6  C0S7  —  cos(a  -I-  6  4-  7) 

sina        sin6       sin7  sinasin^sin7 

et 

N  .... 

— j:«  =  —  rsma  sin6  8107, 

JN  —  M 

Mro 


cosacos6cos7  = 


r(M  — N) 

Au  moyen  de  ces  dernières  relations,  Téquation  (5)  de- 
vient 

=  jo —  /•cos(a  4-64-7). 
Un  calcul  semblable  donne 

JP4 1=  Xg  —  rsin  (a  H- 6 -f- 7). 
Donc 

M  [j^.—  rcos  (a  -f-  6  -h  7)^4-  N  [a?,  —  rsin  (a  4-  6  4-  7)]*—- 1  =  0. 

Ce  qui  démontre  la  troisième  relation. 

Note,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Melon,  et  par  M.  Ca- 
mille Laduron,  élève  à  TÉcole  des  Mines  de  Liège. 


Aftn,  de  Malhémat.,  i*  série,  t.  V.  (Août  i86é.)  ^4 
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SOLUTION  DE  LA  QDESTION 

dMiée  an  coieonrs  géiéral  de  1 862  pov  la  classe  le  lathéiialifies 

spéciales^ 

Par  m.  LEBASTEUR. 

(Copie  couronnée.) 


On  donne  deux  coniques  ayant  un.  même  foyer  et 
leurs  axes  proportionnels.  Soient  FA,  FA'  leurs  rayons 
vecteurs  minimums;  on  fait  tourner  ces  rayons  vecteurs 
autour  de  F,  en  conservant  leur  distance  angulaire; 
soit  FC,  FC  une  position.  En  C  et  C  on  mène  les  tan- 
gentes à  chacune  des  coniques.  Trouver  le  lieu  de  leur 
point  M  de  rencontre. 

L'équation  de  la  première  conique,  en  prenant  pour 
axes  les  parallèles  aux  axes  de  la  courbe  menés  par  le 
foyer  F,  est 

où 

c  b^ 

a  c 

Celle  de  la  deuxième  est 

e  ayant  la  même  valeur  puisque  les  axes  sont  proportion- 
nels, et 

T  =z  X  cosa  4-  /sina  — /?, 
où 

C 


(371  ) 
k  étant  le  rapport  donné  de  proportionnalité  et  a  Tan- 
gle  AFA'. 

Les  tangentes  aux  points  C  et  C  auront  pour  équa- 
tions, en  appelant  cp  l'angle  CFx, 

(i)  xcosy -h^siny  =  «7, 

(i)  xcos(y-ha)  -H/sin(y-f-a)  =  cr. 

En  éliminant  (f  entre  ces  deux  équations,  on  aura 
Téquatioii  du  lieu.  A  cet  effet,  j^écris  la  deuxième 

(3)  (xcosoL  -f-jrsina)  cosç  +  (jcosa  —  :rsina)$inf  =  eT. 

Des  équations  (i)  et  (3)^  considérées  comme  deux  équa- 
tions du  premier  degré  entre  siocf  et  coscp,  je  tire  les  va- 
leurs de  ces  inconnues 

..,  .  7  (j:cosa -hrsina) — Tar 

(4)  sino  —  8  — T— ^,  .    » 

^^'  ^  (x'-h  j»)sina 

vfreosa  —  jcsîna)  —  Ty 

^    '  ^  (x'-l-^)sma 

et  faisant  la  somme  des  carrés  de  (4)  et  (5),  on  a 

(6)  r»  -f-  7»  —  tlTy  cosa  =  {x^-hf^)  — ^ — 

L'équation  (6)  est  sous  une  forme  très-remarquable 
l'équation  d'un  cercle.  En  remplaçant  F,  y  par  leurs  va- 
leurs, cette  équation  devient 

b^  >b^ 

--sin'a(j:*-t- r»)  —  2—  (i -Hcos'a  — 2^cosa)ar 
ii*  ^  ^  c   ^ 

b^  .                                  b* 
—  2— sina(i— cosa)7 ri'"*"  ^'~"  2A-cosa)=:0. 

c  c 

Mais  il  n'est  nul  besoin  de  faire  cette  substitution. 
Il  suffit  qu'il  demeure  acquis  que  le  lieu  est  un  cercle,  et 
la  Géométrie  termine  très-élégamment  la  question. 

a4. 
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-   L'équàtiiOfi  (6)  nous  foùriifira  sfeulement  un  dernier  ré- 
sultat. 

Si  1*60  cbeÎTche^^n  effet,  là  position  dû  cerclé  qu'elle 
représente  relativement  ^ux  deux  coniques  données,  on 
reconnaît  tout  de  suite  qu'il  est  doublement  tangent  a 
chaque  conique. 

Donc  le  centre  du  cercle  se  trouve  sur  chacun  de  leurs 
petits  axei$  et  par  suite  à  leur  intersection; 

En  outré,  d^n's  la  position  primitive  des  rayons  vecteur^ 
minimums,  et  après  une  rotation  de  i8o  degrés,  il  est  clair 
que  nous  avons  les  deux  points  des  extrémités  du  diamètre 
dux^ercle;  donc  ce  cercle  est  conâplétement  défini. 


DÉMONSTRATION  DES  THÉORÈMES  DE  M.  GROUARD 

(TOir  s*  Mrie,  t.  IV,  p.  646); 

Par    m.    p.    SAACKÉ, 
Élève  en  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Montpellier 
(classe  de  M.  Garlin  ). 


1 .  On  donne  un  cercle  O  et  un  point  F  dans  un  plan: 
r enveloppe  d^un  côté  d'un  angle  constant  dont  le  som- 
met décrit  la  circonférence  O,  et  dont  P autre  côté  passe 
par  le  point  F,  est  une  conique  à  centre, 

2.  Si  Von  fait  varier  la  grandeur  de  cet  angle ^  toutes 
les  coniques  que  Von  obtient  sont  semblables  et  ont  le 
point  F  pour  foyer  commun. 

3.  Ces  coniques  ont  pour  enveloppe  le  cercle  donné 
qui  les  touche  chacune^  doublement. 

i.  Les  directrices  correspondantes  au  foyer  F  passent 
par  un  tnérhà  point. 
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5.  Le  Ueii  des.  seconds  foyers  est  une\  circonférence 
concentrique  à  la  circonférence  donnée. 

Démonstration.  —  1.  B appelons  une  propriété  dés 
coniques  à  centre  :  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  d'un  foyer  d'une  conique  à  centre  sur  les  tan- 
gentes à  la  courbe  est  une  circonférence  décrite  sur  Taxe 
focal  de  la  conique,  comme  diamètre. 

Inversement,  si  par  un  point  F  on  mène  un  rayon 
vecteur  FA  à  une  circonférence  donnée,  et  si  l'on  tire  AB 
perpendiculaire  à  FA,  la  droite  AB  touchera  constam- 
ment une  section  conique,  ayant  le  point  F  pour  foyer, 
et  qui  sera  une  ellipse  ou  une  hyperbole^  selon  que  le 
point  F  sera  intérieur  ou  extérieur  au  cercle. 

Cela  posé,  soit  a  l'angle  constant  dont  le  sommet  A  dé- 
crit la  circonférence  donnée  O,  et  dont  l'un  des  côtés 
passe  constamment  par  le  point  donné  F.  Abaissons  de  ce 
point  fixe  F  une  perpendiculaire  FB  sur  le  second  côté 
de  Tangle.  Le  pied  B  de  cette  perpendiculaire  décrit  unç 
circonférence  quand, le  point  A  parcourt  la  circonférence 
donnée  O.  Car  l'angle  AFB  est  invariable,  et  le  rapport 

FB 

—  est  constamment  égal  à  sina.  Il  en  résulte  que  le 

point  B  décrit  une  circonférence  dont  le  centre  O'.  est 
sur  une  droite  FO',  faisant  avec  FO  un  angle 

OFO'=:AFB  =  -  — a; 

2 

et  à  une  distance  de  F  égale  à  OF  X  sina •  Le  rayon  R' 
de  cette  circonférence  est  égal  à  R  sin  a,  en  désignait  par  R 
le  rayon- de  la  ci^^conférence  donnée  O. 

On  voit  donc  que  l'enveloppe  des  droites  :AP.  n'est 
autre  que  l'enveloppe  des  perpendiculaires  aux  extrémités 
des  rayons,  vecteiurs.  menés  d'un  point  fixe  F  aux  diffé- 
rents points  d'une  circonférence  O'.  D'après. le  théqrème 
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que  nous  avons  rappelé,  cette  enveloppé  est  une  conique 
à  centre  ayant  pour  foyer  le  point  F.  Ce  sera  une  hyper- 
bole si  le  point  F  est  extérieur  au  cercle  O^,  et  une  ellipse 
si  le  point  F  est  intérieur. 

Selon  que  le  point  F  est  extérieur  ou  intérieur  au 
cercle  O',  ce  point  est  extérieur  ou  intérieur  au  cercle 
donné  O.  Car  les  égalités 

F(y=FO.sina,     et     R'=:Rûna 

donnent 

FO       FO' 
R  ""  "F' 

on  a  donc 

FO>R,     ou     FO<R, 

selon  que  FO'  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  R'. 

Ainsi,  Penveloppe  de  la  droite  AB  est  une  hyperbole 
si  le  point  F  est  extérieur  au  cercle  donné  O,  et  une 
ellipse  si  le  point  F  est  intérieur  à  ce  cercle. 

Après  avoir  fait  cette  distinction  entre  les  coniques,  il 
est  naturel  de  se  demander  comment  s'effectue  le  passage 
de  l'hyperbole  à  Fellipse. 

A  cet  égard,  étudions  le  cas  où  le  point  F  est  situé  sur 
la  circonférence  donnée  O. 

On  a  alors 

FO  FO' 

—  zr_i,     et  par  suite     -^  =  M 

ce  qui  fait  voir  que  le  point  F  est  aussi  sur  la  circonfé- 
rence O'.  Les  droites  AB  passeront  toutes  par  le  point  F' 
diamétralement  opposé  à  F  sur  la  circonférence  O'.  La 
droite  BF',  pour  une  position  particulière,  se  confond 
avec  le  diamètre  FO'F'.  Dans  une  autre  position,  elle  se 
place  en  F'.  On  peut  donc  considérer  la  droite  FF'  comme 


(  3^5  ) 
l'enveloppa  des  droites  BF'  (*)  \  et  cette  droite  elle-même 
peut  être  regardée,  soit  comme  une  ellipse  infiniment 
aplatie,  soit  comme  une  hyperbole  infiniment  allongée. 
Dans  tous  les  cas,  les  points  F,  F'  sont  à  la  fois  les  foyers 
et  les  sommets  de  cette  conique  limite.  On  pouvait  pré- 
voir que  les  foyers  doivent,  dans  le  cas  où  F  est  sur  la^ 
circonférence  O,  coïncider  avec  les  sommets^  car  on  a 

alors 

FO' 

FO' 
et  -:^  représente  l'excentricité  de  la  conique.  On  voit  de 

même  que  la  conique  enveloppe  a  un  centre. 

Remarque.  —  La  proposition  que  nous  venons  de  dé- 
montrer n'est  que  la  réciproque  de.  cette  proposition  con- 
nue :  le  lieu  des  pieds  des  obliques  menées  de  Vun  des 
foyers  d'aune  conique  à  centre  sur  les  tangentes^  et  sous 
une  inclinaison  constante,  est  une  circonférence  dont  le 
centre  est  un  point  du  second  are  de  la  conique. 

Tout  ce  que  nous  avons  dit  se  déduit  immédiatement 
de  ce  théorème. 

2.  Si  Von  fait  varier  la  grandeur  de  V angle  «,  toutes 
les  coniques  que  Von  obtient  sont  semblables  et  ont  le 
point  F  pour  foyer  commun. 

En  efiet,  nous  venons  de  voir  que  le  rayon  du  cercle  O' 
est  Rsina;  déplus 

FO'  =  FO.sin  a  =  rfsina. 


(*)  On  sait  d'ailleurs  qa'un  système  de  deux  points  peut  être  considéré 
eomme  une  conique  et  que  dans  ce  cas  les  tangentes  à  la  conique  sont 
toutes  les  droites  passant  par  Tun  de  ces  points  {voir  le  Traité  des  Sec- 
tions coni^iues  de  M.  Chasles,  p.  3-i,  n^  32). 

Cette  note  est  de  M.  Saacké. 


(  376  ) 
On  a  donc,  en  nommant  2a,  2b  les  axes  et  2 c  la  dis- 
tancé des  foyers, 

/i  =  R$inay     c=:dsina. 

Ces  formules  montrent  tout  d'abord  que  Texcentricité - 

est  indépendante  de  a, 
'  En  outre,  de  l'égalité 

on  déduit 

c»  —  rt»       d^^  R»  b^       rf»  —  R» 

— rr-  =  — ifTT—  >     ou 


a'  R» 

Les  axes  étant  proportionnels,  les  coniques  sont  sem- 
blables. Il  résulte  de  la  démonstration  du  théorème  I 
qu'elles  ont  toutes  pour  foyer  le  point  F. 

i  3.  Lorsque  le  point  F  est  extérieur  au  cercle  donné  0, 
les  coniques  ont  pour  enveloppe  la  circonférence  O,  qui 
les  touche  chacune  en  deux  points.  Considérons  Thyper- 
bole  enveloppée  par  la  droite  AB,  lorsque  le  sommet  A  de 
r<nngle  constant  parcourt  la  circonférence  O.  Quel  que 
soit  Tangle  a,  il  y  a  sur  l'hyperbole  un  point  D  tel,  qu'en 
ce  point  le  rayon  vecteur  fait  avec  la  tangente  un  angle 
égal  à  «.  Ce  point  appartient  évidemment  à  la  circonfé- 
rence donnée.  Dès  lors,  la  circonférence  et  l'hyperbole 
ont  le  point  D  commun^  et  comme  ces  deux  courbes  ne 
peuvent  pas  se  couper,  elles  sont  évidemment  tangentes 
en  ce  point.  Le  même  raisonnement  s' appliquant  aux 
deux  branches  de  l'hyperbole,  on  voit  qu'il  y  a  deux 
points  de  contact  symétriques,  par  rapport  au  second  axe 
de  la  conique. 

Ces  coniques,  extérieures  au  cercle,  lui  étant  double- 
ment tangentes,  le  cercle  est  leur  enveloppe. 


■     (377)       . 

Remarque.  —  Lorsque  le  point  F  est  dans  Tintérieur 
du  cercle  douDé,  les  coniques  que  Ton  obtient  en  faisant 
varier  a  ne  sont  pas  toutes  doublement  tangentes  au  cercle. 
Pour  s'en  assurer,  il  sufBt  de  supposer  que  le  point  F 
coïncide  avec  le  centre  O  du  cercle  donné.  Car,  dans  ce 
cas,  les  coniques  deviennent  des  circonférences  concen- 
triques au  cercle  donné.  Mais,  en  admettant  que  F  soit 
intérieur  au  cercle  O,  nous  allons  déterminer  à  partir  de 
quelle  valeur  de  a  les  ellipses  enveloppes  cessent  d'être 
tangentes  à  la  circonférence  donnée. 

Menons  le  rayon  vecteur  FA  perpendiculaire  à  OF,  et 
par  le  point  A  où  il  rencontre  la  circonférence  O  con- 
duisons une  tangente  AB  à  cette  circonférence.  L'angle 
aigu  FA6  sera  évidemment  le  minimum  des  angles  que 
les  rayons  vecteurs  menés  de  F  aux  différents  points  de 
la  circonférence  forment  avec  les  tangentes  en  ces  points. 
Il  s'ensuit  que  les  coniques  correspondantes  à  des  valeurs 
de  Tangle  a  moindres  que  Tangle  FAB  ne  peuvent  être 
tangentes  à  la  circonférence  O  ;  car,  s'il  y  avait  un  point 
de  contact,  la  tangente  en  ce  point  à  la  conique  qui  serait 
aussi  tangente  au  cercle,  ferait  avec  le  rayon  vecteur  un 
angle  a  moindre  que  FAB,  ce  qui  est  impossible. 

4.  Les  directrices  correspondantes  au  foyer  Y  passent 
par  un  même  point. 

Pour  une  valeur  particulière  de  a,  Taxe  focal  de  la 
conique  est  dirigé  suivant  la  droite  FO',  et  le  second  axe 
suivant  la  droite  00'  perpendiculaire  à  FO'  au  point  O'. 
On  a 


i==R'=:Rsma,     c=:rfsina,     —  =  1 — 3 —  I 


sma. 


La   directrice  correspondant  au  foyer  F  est  parallèle 
à  O'O,  et  rencontre  O'F  en  un  point  H  dont  la  distance 


(378) 
a  F  est  (  — - —  1  sin a.  D  ou 

HF       R>  —  d' 


FO'  d' 

Soit  G  le  point  où  la  directrice  rencontre  la  droite  FO, 
les  triangles  semblables  FHG,  FO'O  donnent 

FG       HF       R'  —  d^ 


FO       FO'  d^ 

Donc,  lorsqu'on  fait  varier  a,  les  directrices  correspon- 
dant au  foyer  F,  rencontrent,  toutes,  la  droite  FO  en 
un  même  point  G . 

5.  Le  lieu  des  seconds  foyers  est  une  circonférence 
concentrique  au  cercle  donné  O. 

En  effets  si  F'  est  le  second  foyer,  on  aura 

0'F'  =  0'F,     par  suite    OF'  =  OF, 

puisque  00'  est  perpendiculaire  sur  FO'.  Donc,  le  lieu 
des  seconds  foyers  F'  est  la  circonférence  décrite  du 
point  O  comme  centre  avec  OF  pour  rayon. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Paul  Capin,  élère  eo 
Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Montpellier,  P.  Gagny  et  Léon  Bloueli 
élèves  du  lycée  Charlemagne;  Puelet  A.  Juncker. 
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SOLOTION  DE  LA  «IIESTIOII  PROPOSÉE  PAR  M.  GRIFFITHS; 

(TOir  1*  série,  t.  IV,  p.  SU); 

Par  m.  LioN  BLOUET, 
Élève  du  lycée  Charlemagne  (classe  de  M.  Hauser). 


Soient  Eaj  E^,  £«  les  centres  des  cercles  exinscrhs  à  un 
triangle  ABC;  le  cercle  circonscrit  à  ce  triangle  est  le 
cercle  des  neuf  points  du  triangle  EaK^E^. 

Soit  donc  ABC  le  triangle  donné,  je  construis  les  cer- 
cles exinscrits;  leurs  centres  E^,  E^,  E^  sont  donnés  par 
Tintersection  des  droites  AE^,  AE^,  AEc  bissectrices  des 
deux  angles  extérieurs  du  triangle  ABC  en  A  et  de  l'an- 
gle BAC,  avec  les  bissectrices  des  autres  angles.  Tirons  les 
trois  lignes  E^E^,  E^E^.,  E^E«  \  ces  droites  passent  par  les 
sommets  C,  B,  A. 

En  efiet,  E^E»  passe  par  C,  puisque  CE^  est  la  bissec- 
trice de  ACD  adjacent  à  ACB,  et  que  CE«  est  la  bissec- 
trice de  BCF,  opposé  au  sommet  à  ACD. 

Cela  posé^  pour  démontrer  que  le  cercle  circonscrit 
à  ABC  est  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle  E^  E^  E«, 
il  nous  suffit  de  faire  voir  que  AE^  est  perpendiculaire 
sur  E^E^;  car,  si  cela  existe,  le  cercle  passera  par  les 
pieds  des  hauteurs  du  triangle  E^E^Ec,  et  sera  bien  le 
cercle  des  neuf  points  de  ce  triangle.  Remarquons  pour 
cela  que  AE^  est  la  bissectrice  de  Tangle  BAC,  et  que 
E^E^  est  la  bissectrice  de  Tangle  CAK  adjacent  à  BAC. 
Donc  AEa  est  perpendiculaire  sur  EfiE^.  Ce  qu'il  fallait 
démontrer. 

Note.  ^-  Même  solution  par  M.  Deman,  élève  du  lycée  de  Douai  ;  Lacau- 
ehie,  élève  de  l'institution  Sainte-Barbe.      * 
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TlfiMln  su  U  PARAMLE; 

Pae  m.  AmMAHD  LÉVT^ 
Éléye  en  Mathânatiqaes  spéciales  au  lycée  de  Metz. 


Lemme,  —  Si  d'un  point  M,  pris  sur  un  des  côtés  ÂB 
d'un  triangle  ABC  conjugue  à  une  conique,  on  mène 
des  tangentes  à  cette  courbe,  les  points  6,  7,  où  les  tan- 
gentes rencontrent  l'un  des  deux  autres  côtés  BC  du 
triangle,  sont  conjugués  harmoniques  des  sommets  B,  C 
situés  sur  ce  côté. 

En  effet,  le  sommet  C  étant  le  pôle  de  AB,  tout  point 
de  AB  est  conjugué  harmonique  de  C,  par  rapport  aux 
deux  points  où  les  tangentes  menées  de  M  rencontrent  la 
droite  qui  unit  C  au  point  quelconque  pris  sur  AB  (*). 

Théorème.  —  Les  droites  qui  unissent  les  milieux  des 
côtés  d^un  triangle  ABC,  conjugué  à  une  parabole,  sont 
tangentes  à  cette  courbe. 

Eti  effet,  la  parabole  est  tangente  à  la  droite  de  V infini. 
Soient  M  le  point  où  la  droite  de  l'infini  rencontre  le 
côté  AB,  et  y  le  point  où  elle  rencontre  CB.  La  tangente 
menée  par  M  sera  une  parallèle  à  AB,  rencontrant  BC  en 
un  point  S,  tel  que  6«et  y  soient  conjugués  harmoniques 
de  B  et  de  C.  Mais  y  étant  à  Tinfini,  6  est  au  milieu  de  BC*, 
donc  le  théorème  est  démontré  (**). 


C*)  La  polaire  de  M  passant  par  le  point  C,  les  quatre  droites  MC,  MB, 
M>r,  M6  forment  un  faisceau  harmonique  dont  MB,  MC  sont  deux  rayons 
conjugués. 

(**)  La  tangente  menée  à  la  parabole,  parallèlement  à  la  polaire  AB 
de  C,  est  à  égale  dislance  de  AB  et  de  C.  Le  point  de  contact  se  trouve  a 
rintcrsection  de  la  courbe  et  du  diamètre  conduit  par  le  pôle  C.  C'est  là 
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Remarqtie.  —  On  eu  déduit  le  théorème  démontré  par 
Vf.  Painvin  :  le  lieu  des  foyers  des  paraboles  conjuguées 
1  un  triangle,  est  le  cercle  des  neuf  points  de  ce  triangle. 

Car  la  parabole  est  tangente  aux  côtés  du  triangle  dont 
les  sommets  sont  aux  milieux  des  côtés  du  triangle  donné; 
ionc,  d'après  une  proposition  démontrée  dans  les  Notj- 
\feHes  Annales  (i845,  p.  245),  le  lieu  des  foyers  est  le 
cercle  circonscrit  au  second  triangle,  c'est-à-dire  le  cer- 
cle des  neuf  points  du  triangle  proposé. 


SOLUTION  DE  U  QUESTION  D'EXMIEN 

(toir  f*  série,  tome  IV,  page  476); 

Par  m.  p.  MARQUES  BRAGA, 

Élève  du  lycée  Saint-Louis  (classe  de  M.  Vacquant.) 


Voici  une  solution  purement  géométrique  (s' appuyant 
seulement  sur  les  deux  premiers  livres  de  la  Géométrie) 
de  la  question  d'examen  de  la  page  476  du  tome  IV  de  la 
deuxième  série  : 

Construire  un  carré  ABCD  dont  les  côtés  prolongés 
coupent  une  droite  donnée  en  quatre  points  E,  F,  G,  H 
(E  sur  BA,  F  sur  CD,  G  sur  AD,  H  sur  BC). 

Les  points  B,  D  se  trouvent  sur  des  demi-circonférences 
décrites  sur  EH,  FG  comme  diamètres.  La  diagonale  BD 
partageant  les  angles  B  et  D  en  deux  parties  égales,  passe 
par  les  milieux  M,  M'  des  demi-circonférences.  Donc, 


une  conséquence  toute  simple  de  cette  proposition  bien  connue,  que  la 
sous-tangente  est  double  de  Tabscisse  du  point  de  contact,  quand  la 
courbe  est  rapportée  à  une  tangente,  ot  au  diamètre  mené  par  le  point 
de  contact.  G. 
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si,  après  avoir  décrit  les  demi-circonféreiK:es ,  on  joint 
raina  menée  déterminera  les  points 


B  et  D,  par  suite  les  points  Â  et  C  seront  déterminés. 

La  solution  serait  la  même  si  les  quatre  points  n^ étaient 
pas  en  ligne  droite» 


QUESTIONS. 

766.  Les  deux  ellipses  de  Cassini  données  par  les 
équations 

(x'  -h/2)^  —  aa»  (œ^  —x^)  -f-  fl«  =  b*, 

se  coupent  orthogonalement,  pourvu  qu'on  ait 

[a'^a'*y=b*  -hb'*. 

(SrREBoa.) 

767.  Les  cercles  circonscrits  aux  différents  triangles 
semi-réguliers  (*)  inscrits  dans  une  ellipse,  ont  pour 
centre  radical  commun  le  centre  de  cette  ellipse. 


(*)  Un  polygone  semi-régulier  est  la  projection  d*un  polygone  régulier, 
dénomination  due  à  M.  Transon  {voir  a"  série,  t.  II,  p.  3i'7). 


(  383  ) 
Le  lieu  de  leurs  centres  est  une  ellipse.  Leur  enve- 
loppe est  une  anallagmatique  du  quatrième  ordre. 

(FOURET.) 

768.  Etant  donnés  une  conique  et  un  point  dans  son 
plan,  de  ce  point  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  le» 
côtés  d'un  triangle  circonscrit  à  cette  conique  et  tel^  que 
les  droites  qui  joignent  les  sommets  aux  points  de  con- 
tact des  côtés  opposés  se  coupent  au  point  donné;  le 
cercle  passant  par  les  pieds  de  ces  trois  perpendiculaires 
et  les  cercles  analogues  ont  le  même  centre  radical. 

Le  lieu  de  leurs  centres  est  une  conique.  Leur  enve- 
loppe est  une  anallagmati<|tie  du  quatrième  ordre. 

(FoURET.) 

769.  Nommons  secteur  en  général  le  corps  terminé 
d'une  part  par  une  surface  conique,  de  Tautre  par  une 
surface  quelconque  que  nous  appellerons  la  base  du 
secteur.  Tous  les  secteurs  ayant  une  base  commune  et 
des  volumes  égaux  ont  leurs  sommets  situés  dans  un 
même  plan.  (Zeutheii.) 

770.  Le  plan  dont  il  est  parlé  dans  la  question  pré- 
cédente est  perpendiculaire  à  deux  plans  sur  lesquels 
Taire  de  la  projection  du  périmètre  de  la  base  commune 
est  nulle.         (Louis  Opperm:an»,  de  Copenhague.) 

771 .  Sur  toutes  les  tangentes  d'une  courbe  quelcon- 
que S,  et  à  partir  du  point  de  contact  M,  on  prend  une 
longueur  constante  MMi.  La  normale  à  la  courbe  Si,  lieu 
des  points  Mi,  passe  par  le  centre  de  courbure  O  de  la 
courbe  S  au  point  M.  Sur  la  normale  M|  O  et  au  point  O 
élevons  une  perpendiculaire  qui  coupe  la  tangente  MMi 
au  point  T.  La  droite  CT,  qui  joint  le  point  T  au  centre 
de  courbure  C  de  la  développée  de  S  au  point  M,  coupe 
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la  normale  MiO  au  point  O,  qui  sera  le  centre  de  cour- 
bure de  Si  au  point  Mf  (Nicolaïdès.) 

772.  Le  nombre  des  sommets  (*)  d'une  courbe  algé- 
brique est,  en  général,  donné  par  la  formule 

3/  -+-  5c  —  3d —  3/?, 

dans  laquelle  i,  c,  d  représentent  le  nombre  des  points 
d'inflexion,  la  classe,  le  degré  de  la  courbe  donnée,  etp 
le  nombre  des  branches  paraboliques.      (Lâgueeee.) 

773.  Étant  donnée  une  équation  réciproque^lx  )  =  o , 
quelles  sont  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
que  l'équation  en  z,  obtenue  en  posant 

I 

X  -\ =  » 

X 

soit  elle-même  réciproque? 

774.  Démontrer  que  si  X^  désigne  le  nombre  de  ma- 
nières de  décomposer  un  polygone  convexe,  de  m  côtés  en 
n  parties,  au  moyen  de  ti  —  i  diagonales  qui  ne  se  cou- 
pent pas  dans  l'intérieur  du  polygone  on  a 

^m  _  i ^  ^(iw-f-i)(m-f-2)...(iyt  +  /i  —2) 
"        n  1 .2.3. .  .(/i  —  i) 

(;y,  _  3  )  (H^  -,   4).  .  ,  (;W  —  I,  —  l) 

I  .2.  .  .(lï —  l) 


(*)  Les  sommets  sont  les  points  où.Ia  courbare  est  maximum  ou  mi- 
nimum. 


(  385  ) 


NOIIYELLE  MÉTHODE  POUR  DÉTERMINER 
LES  CARACTÉRISTIQUES  DBS  SYSTÈMES  DE  CONIQUES 

(Toir  pas*  S88)  * 

Pa&  M.  H.^G.  ZEUTHEN  (de  Copbnbagûe). 


Vn.  —  Détermination  des  caractéristiques  éHun  sys^ 
tème  de  coniques  qui  ont  un  contact  du  second  ordre 
avec  une  courbe  donnée  et  des  contacts  du  premier 
ordre  avec  deux  autres  courbes, 

â9.  Désignons  par  (€„,„)'*  la  condition  d'un  contact 
de  Tordre  r  avec  la  courbe  C^n,  n  5  1®  système  actuel  sera 
représenté  par  [(C„,„)S  C^,,^,,  C^^^nJ.  A  ce  système 
appartient  toute  conique  infiniment  aplatie  : 

I®  Passant  par  un  point  d*intersection  de  C^„n,  avec 
C«,,n,9  tangente  à  C«,„  et  limitée  au  point  d'intersec- 
tion et  au  point  du  contact; 

a®  Tangente  à  C^^  „  à  son  point  de  rencontre  avec  une 
des  deux  autres  courbes,  et  limitée  à  ce  point  et  à  la 
troisième  courbe  ; 

3^  Renfermée  dans  une  tangente  commune  à  C^^^  et 
à  Tune  des  deux  autres  courbes,  limitée  au  point  de 
contact  avec  G^,  n  6t  par  la  troisième  courbe  ; 

4^  Renfermée  dans  une  tangente  d'inflexion  de  C^,  » 
et  limitée  par  les  deux  autres  courbes  ; 

5^  Passant  par  un  point  de  rebroussement  de  €,„,„, 
limitée  à  ce  point  et  à  un  point  de  rencontre  de  C„,,„, 
avec  C^,„,-, 

6^  Passant  par  un  point  de  rebroussement  de  Q„,„, 
tangente  à  l'une  des  deux  courbes  €;„„«,  et  C,„2,„j,  termi- 

•  Ann,  de  Mathêmat,^'X^  sérient.  V.  (Septembre  i866.)         ^5 


(  386  ) 
née  à  rautrc  de  ces  deux  courbes  et  au  point  de  rebrous- 
sèment. 

Nous  ne  savons  pas  encore  combien  de  fois  on  doit 
compter  chacune  de  ces  coniques  singulières  dans  le 
nombre  X,  mais  nous  leur  attribuons  les  coefficients  indé- 
terminés Xyy^  z^  fi,  ^  et  5  correspondant  respectivement 
aux  différentes  classes  que  nous  venons  de  nommer.  Ces 
coefficients  seront  entiers  et  positifs  (*)  ;  on  trouve  alors  : 

\  z=:x,m^min  -\- y  [mmxtn-i  -h  mmim^  -h  z[nnxmi-\-nn'jn^ 
-h  u,t! nixtiii^  v.d' ntimi-h  s  [d' n^mt-^  d' n^nix) 
=z  (xn  -\'  *2.ym  ->rut!-¥-  pd')  yw,  iw,  -♦-  (zn  -I-  sd'  )  (m,  /f ,  -h  w,«,). 

Si  l'on  transforme,  au  moyen  du  principe  de  dualité, 
une  figure  contenant  deux  courbes  qui  ont  un  contact  de 
Tordre  r  ou  (r+i)  points  consécutifs  communs,  les 
courbes  réciproques  auront  en  commun  r  -f-Ji  tangentes 
consécutives,  c'est-à-dire  un  contact  du  même  ordre.  Si 
Ton  transforme  le  système  actuel,  le  système  réciproque 
sera  donc  de  la  même  espèce.  Par  conséquent  on  peut 
(comnfie  aux  n^'  11  et  12)  trouver  o  en  permutant,  dans 
l'expression  de  A,  les  lettres  m  et  n^  d  et  1,  d'  et  «'.On 
trouve  alors 

CI  z=  [xm  -f-  2xn  -h  ud'  -\-vt')nin2-i-  [zm  -f-^/')(/Wi/ïj-+- /Wj^i), 


C^)  La  supposition  que  les  coefficients  sont  plus  grands  que  zéro,  im- 
plique celle  que  le  système  contient  vraiment  toutes  les  classes  nommées 
de  coniques  infiniment  aplaties.  Nous  ne  profiterons  de  cette  supposition 
que  pour  la  deuxième  ou  la  quatrième  classe,  c'est-à-dire  pour  le  coeffi- 
'  cient  j'  ou  u;  car  alors  les  équations  indéterminées  que  nous  trouverons 
n'accorderont  la  Taleur  zéro  à  aucun  autre  coefficient.  Il  suffit  donc  de 
s'assurer  :  i*»  que  le  système  ne  contient  pas  d'autres  coniques  infiniment 
aplaties  que  celles  que  nous  avons  nommées,  et  7^  qu'il  en  contient  vrai- 
ment de  la  deuxième  ou  de  la  quatrième  classe.  Ceci  est  bien  évident; 
notamment  pour  la  quatrième. 
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puis^  au  moyen  des  formules  (i)  et  (2)  du  n^  1, 

V  =v*'iii,iWj-f-v'^(/w,/«2-f-  m5«i)-!-  v' /!,/?„ 
où 

p'  =  ^  (  J?/ll  -f-  2J/I  +  wrf'  H-  Pt"), 
l^"  =  '^  [«('W  -4-  2/1)  -h  *(2rf'  -+-  t')], 
j*'^  ==  -  (aj^/w  -h  jcyi  -4-  pd'  -+-  utf)y 
v'  =  -  (xm  -f-  2//1  -i-  iwf'  -f-  p/'), 
v"  =  I  [s(2/w  -f-  /?)  -h  5(^'-+-  ar')], 

v'^  z=:  -  (2J/II  -f-  X/ï  -f-  prf'  -I-  a/'), 

30.  Pour  le  calcul  des  coefficients  indéterminés  on  a 
(voir  le  n®  13) 

La  première  de  ces  équations  donne 

(2,x  —  z)m  -+•  2(2^  — z)/ï  -4-  2(«  — j)rf'-f-  (ap  — 5)r'  =  o, 
OU,  comme  ^i'  =  3m  —  3 /i  +  î'  (*), 

[2JC  — z  4-6(a  —  f)]/ii-f-  2[2j  —  a  —  3(a  — 5)]  /i 

4-[2C-— 5-+-2{w  — 5)]/'  =  0. 

Comme  les  trois  nombres  m,  /t  et  t'  ne  peuvent  être  liés 


C")  Folr  la  formule  IV  dans  la  px^mière  note  du  n»  U. 

25. 
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par  aucune  équationy  lôurs  coefficienis  doivent  être  égaux 
à  zéro.  On  trouve  donc 

(I)      z  —  :tx  =  2(2x  —  z)  =  Z  (s  —  ip)  =  6{u  —  s), 

L*équatiou  ii'"=  v^'  donne  les  mêmes  résultats. 

Pour  achever  le  calcul  des  coefficients  inconnus,  nous 
déterminerons  par  d'autres  moyens  \i  dans  le  cas  parti- 
culier où  la  courbe  C«,,„  étant  de  Tordre  m  a  un  point 
multiple   de  Tordre  m  —  i.  Dans   ce  point  coïncident 

(m  —  i)  (/w  —  2)        .         t      11  1  1 

^ LJ L  points  doubles,  et  la  courbe  ne  conuent 

pas  d'autres    points   doubles  ni  points    de  rebrousse- 
ment  (*).  Par  conséquent 

2 

et  selon  les  équations  de  M.  Plûcker 

/?=2(wi  —  l),        r=2(/W  —  2)(/W  —  3),        /'=:3(lW  — 2). 

Mous  désignerons  par  M  cette  courbe  singulière  que 
nous  aurons  à  considérer  aussi  dans  d'autres  questions. 
Alors  nous  ferons  toujours  usage  du  lemme  suivant. 

31.  Lemme.  —  Un  système  de  coniques  qui  ont  un 
contact  de  V ordre  r  avec  une  courbe  M  de  tordre  m 
douée  d'un  point  multiple  de  F  ordre  m  —  i,  si  nous 
désignons  par  q  le  nombre  des  points  où  une  conique 
coupe  la  courbe  (**),  par  a  le  nombre  des  coniques  du 


{*)  Nous  supposons  qu'aucun  des  points  doubles  qui  coïncident  ne  se 
réduit  à  un  point  de  rebroussement. 

(**)  if  est  en  général  égal  à2m —  (r  +  i).  Seulement  dans  le  cas  où  les 
coniques  ont  avec  C„  „  d'autres  contacts  que  celui  de  Tordre  r,  il  faut 
encore  soustraire  de  ce  nombre-ci,  les  points  d'intersection  qui  coïnci- 
dent avec  les  autres  points  de  contact.  Du  reste»  nous  n*avons  donné  à 
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système  dont  le  contact  a  lieu  en  un  point  donné, 
par  P  le  nombre  de  celles  qui  coupent  M  en  un  point 
donné  y  contient  ^«-+-(3  coniques  dont  le  point  de  con~ 
tact  coïncide  ayec  un  des  q  points  d'intersection  (si  ton 
rCa  pas  égard  à  la  coïncidence  qui  a  lieu  lorsqu'une 
conique  touche  et  coupe  au  point  multiple  différentes 
branches  Je  M). 

Pour  le  prouver,  on  joint  le  point  multiple  par  une 
droite  X  au  point  de  contact  Q  d'une  conique,  et  par  des 
droites  Y  à  ses  points  d'intersection  p.  Toute  droite  X 
ou  Y  détermine  un  seul  point  0  ou  /?  et  réciproquement, 
La  coïncidence  d'un  point  de  contact  Q  avec  un  point 
d'intersection  p  de  la  même  conique  dépend  donc  de  la 
coïncidence  d'une  droite  X  avec  une  droite  correspon- 
dante Y. 

Or,  à  une  droite  X  bu  à  un  point  0  correspondent  a 
coniques  du  système,  et  par  conséquent  qoL  points  p  ou  ^a 
droites  Y,  et  à  une  droite  Y  ou  à  un  point  p  correspon- 
dent /3  coniques,  et  par  conséquent  |3  points  0  on  /3 
droites  X.  Donc  (théorème  II,  p.  lyS),  ^ a  4-  i3  droites  X 
coïncident  avec  des  droites  correspondantes  Y,  d'où  l'on 
conclut  le  lemme  énoncé. 

Si  la  conique  dont  un  point  de  contact  Q  coïncide  avec 
un  point  d'intersection  p  n'est  pas  infiniment  aplatie» 
l'ordre  du  contact  s'élève  à  r  +  i.  Mais  si  elle  est  infini- 
ment aplatie,  les  points  9  ei  p  qui  coïncident  peuvent 
appartenir  l'un  à  l'une,  et  l'autre  à  l'autre  des  deux 
branches  coïncidant  de  la  conique,  et  alors  l'ordre  du 
contact  restera  le  même. 

32.  Appliquons  le  lemme  3 1  au  système  (M,  />t ,  pi,  ^3)  % 

notre  lemme  que  la  généralité  nécessaire  pour  les  applications,  en  omet- 
tant par  exemple  le  cas  facile  où  les  coniques  ont  plusieurs  contacts  de 
Tordre  r. 
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où{*) 

a=:N(MÔ,/7,,  PifPi)j 

ou,  selon  la  formule  II  du  n°  23, 

p  =  N (M,  p,  /?,,/>„/>,)  —  2 N  (MO,  />,,  /?„  p,), 
et,  par  conséquent, 

ya  4-  p  =  2  (m  —  2)N(MÔ,  /?,,;?,,  Pi)'h  N(M,  /?,/?„  /n,,/^,). 
Or,  d'après  les  formules  (8)  et  (3)  (**), 
N(Me,  p,jP^^  pi)=z  I, 
W(M, /?,/?,,/?,, />3)  =  2/iH- «, 

ou,  comme  »  =  a  (/»  —  i)  (ii°  30), 

N  (M, /?,/?,,/?„ /78 )=  4/II  —  2. 

Par  conséquent, 

^a  -h  P  =:6(/W  —  l). 

Le  sptème  ne  contient  aucune  conique  infiniment  aplatie. 
^a  -h  j3  sera  donc  le  nombre  N[(IVI)*,  pi,  p,,  z?,)  des 
eoniques  qui  passent  par  ^i,  p,,  ^9  et  ont  avec  M  un  con- 
tact du  second  ordre.  On  trouve  pour  le  même  nombre 
une  autre  expression,  en  remplaçant  dans  celle  que  nous 

(*)  FoiV  leA  notations  du  n®  23. 

(**)  La  coïncidence  des  ^ ^^ points  doubles  de  C,,^  ne 

modifie  pas  les  caractéristiques  des  systèmes,  tant  que  les  coniques 
n'ont  pas  plus  de  deux  contacts  avec  cette  courbe;  car  alors  on  ne  regarde 
jamais  à  la  fois  plus  de  deu:|  branches  qui  se  coupent  au  même  point. 
Les  formules  précédentes,  (6)  et  (7)  exceptées,  sont  donc  encore  Traies 
dans  le  cas  où  la  courbe  C„„  est  remplacée  par  la  courbe  M.  (Voir 
le  no  22.) 
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avons  trouvée  pour  fx'  dans  le  n®  29  (*),  /i  par  ti  (w  —  i), 
d'  par  G,  et  l'  par  3  (m  —  2)  •,  ce  qui  donne 

ya  H-  p  =  i  [(x  -I-  4^  -I-  3o)/it  —(4/  -f-  60)]. 

En  égalant  les  deux  expressions  de  ^  a  -f-  (3,  on  trouve 

(a:  -f-4r  -h  3p  —  i8)m  —  (4r  -+-  6p  —  i8)  =  o. 
m  étant  arbitraire,  on  doit  avoir  séparément, 

j?-f-47  -4-  3p.  =  18, 


2^-4-  3  P  =  9 

33.  Les  équations  (I)  du  n°  30  et  (II)  du  n«  32  suffi- 
sent à  déterminer  les  coefficients  x^y^  2,  m,  i^,  5,  qui 
doivent  être  entiers  et  positifs.  Sous  cette  condition  la 
seconde  équation  (II)  n'est  satisfaite  que  par 

Puis  les  autres  équations  donnent  (**), 

a?  =  3,      Z=z6f      U=:S=:2. 

Par  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  les  expressions 
trouvées  au  n?  29,  on  obtient  la  solution  (  ***)  suivante  : 

(   ^'=:v'"=3/î-l-fl?'=:3/II  +  rS 

^' "'^  (.v'=zzp"=  v'^=:  pi'''=:  2  (3«  -4- rf')  =  ^(3/^'  -f-  ^'), 

v'"/?/,//i2  -f-  v''(/W,/Î2-f  Wa/î,)-f-v'//,/?2  ] 
[(C«.«)%/^.,/^,]=  ((.',•/), 
[(€«,„)%/.,     /]^(p",v"), 
[(€.,„)%    /.,    /,]=(fx-,v'"). 

(*)  Fo/r la  note  précédente. 

(**)  j^=ao  donnerait  p  =  3,  puisu=o,  ce  qui  justifie  la  «remarque 
faite  dans  la  note  du  n^  29. 

(***)  M.  Cremona  l'a  trouvée  d'une  autre  manière  (Caw/pffj  rendus 
dis  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  7  novembre  1864). 
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Lorsque  €,»,»  est  une  courbe  générale  de  Tordre  m,  les 
formules  (ii^)  sont  remplacées  par 

f*'=:v"'=3/w(/W  —  l), 


^'"''^  (  v'=ft"=v''=fii«'  =  6iw(/ll  — l). 

Pour  m==  2,  fx'  =  v"''  =  6,  v'=:  (x''=:  v''=fx''^=  12. 

34.  Il  faut  retenir  pour  la  solution  d'autres  problèmes 
les  valeurs  des  coefficients  or,  y^  :?,  ii,  ret  5.  Dans  Tex- 
pression  de  X  ces  coefficients  appartiennent  aux,  différentes 
espèces  de  coniques  iniSniment  aplaties  que  nous  ayons 
énumérées  au  n^  29,  et  dans  l'expression  de  u  ils 
doivent  appartenir  aux  différentes  espèces  de  coniques  à 
point  double,  qui  y  sont  corrélatives;  ce  qui  donne  liea 
aux  propositions  suivantes  : 

Pour  un  système  de  coniques  qui  ont  un  contact  du 
second  ordre  avec  une  courbe  donnée  €«,„>  ^^  des  con- 
tacts du  premier  ordre  ai^ec  deux  autres  courbes  C«,,,»,, 
et  C^^jwa  5  il'faut  compter^  dans  le  nombre  X  : 

Trois  fois,  toute  conique  infiniment  aplatie  passant 
par  un  point  d^ intersection  de  C,„„»,  et  Cm,,»,,  tangente 
à  Cm,n  c^  limitée  au  point  d^ intersection  et  au  point  de 
contact^ 

Trois  fois,  toute  conique  infiniment  aplatie j  tangente 
à  C,n^n  e^  un  point  de  rencontre  avec  une  des  deux  autres 
courbes,  limitée  à  ce  point  et  à  la  troisième  courbe^ 

Six  fois,  toute  conique  infiniment  aplatie,  renfermée 
dans  une  tangente  commune  à  C^^,,  et  à  Vune  des  deux 
autres  courbes,  limitée  au  point  de  contact  avec  C„,,„  et 
à  la  troisième  courbe  ,• 

Deux  fois,  toute  conique  infiniment  aplatie,  renfer- 
mée dans  une  tangente  d 'inflexion  de  C,„^„ ,  limitée  par 

Une  fois,  une  conique  infiniment  aplatie,  limitée  à  un 
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point  de  rebroussement  de  C^^„  et  à  un  point  de  ren- 
contre de  C,„^,„,  avec  C^^„/, 

Deux  fois,  toute  conique  infiniment  aplatie ,  limitée 
à  un  point  de  rebroussement  de  C„,„,  tangente  à  Vune 
et  limitée  à  Vautre  des  deux  courbes  C,n„n,  et  C„,,^„j*5 

Et,  dans  le  nombre  zs  : 

Trois  fois,  toute  conique  à  point  double^  composée 
d^une  tangente  commune  à  C,n„n,  ^^  C„j,„j  et  de  la  tan- 
gente à  Cf^yti  e^  l^f^^  des  points  ou  elle  est  rencontrée 
par  la  première  droite; 

Trois  fois,  toute  conique  à  point  double,  composée 
d'une  tangente  commune  à  C^,»  et  à  Vune  des  deux 
autres  courbes^  et  d^une  tangente  à  Vautre  menée  par 
le  point  où  la  première  droite  touche  Q„,„  ; 

Six  fois,  toute  conique  à  point  double  composée  de  la 
tangente  à  C,„,„  en  Vun  des  points  d'intersection  avec 
Vune  des  courbes  C„,„„,  et  Qm^^n^pt  dune  tangente  menée 
par  le  même  point  à  Vautre; 

Deux  fois,  toute  conique  ayant  un  point  double  en  un 
point  de  rebroussement  de  C^^„  et  composée  de  tangentes 
menées  par  ce  point  aux  deux  autres  courbes; 

Une  fois,  toute  conique  à  un  point  double  composée 
d'une  tangente  d' inflexion  de  C,„^„  et  d'une  tangente 
commune  à  C„„„,  et  C^„„,; 

Deux  fois,  toute  conique  à  point  double  composée 
d'une  tangente  d'inflexion  à  C^,„,  et  d'une  tangente 
menée  à  l'une  des  courbes  C;n„n|  et  C^^na  P^''  ^f^  point 
de  rencontre  de  Vautre  avec  la  première  droite. 
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Vin.  —  Détermination  des  caractéristiques  des  systèmes 
de  coniques  qui  ont  un  contact  du  second  ordre  et 
deux  du  premier  ordre  ai^ec  deux  ou  avec  une  seule 
courbe  données. 

35.  Ces  systèmes  sont  : 

a''  [(Q„,n)%  C„,„,  C,„„„J,  dont  les  coniques  ont  deux 
contacts  avec  la  courbe  C„,„,  l'un  du  second  et  l'autre  du 
premier  ordre,  et  un  contact  du  premier  ordre  avec  C«,,„,  \ 

3°  [(Cm,»)*>  aC^,„]  dont  les  coniques  ont  avec  C«,„ 
trois  contacts  l'un  du  second  et  les  deux  autres  du  premier 
ordre. 

Les  théorèmes  du  n**  34  sont  encore  vrais  pour  ces  sys- 
tèmes, où  deux  ou  trois  courbes  données  coïncident; 
mais  outre  les  coniques  singulières  nommées  dans  les 
énoncés  de  ces  théorèmes,  il  y  en  a  d'autres  qui  sont 
propres  aux  deux  derniers  systèmes. 

36.  On  trouve  pour  le  système  [(C^,»)*»  2C«„„,) 
\  z=  3.dirt  -+-  Zmm^  {/w,  —  i)  H-  ô./z/î,  (/w,  —  2) 

-f  2./'-^— ! '-h  i.d'dt  -h^.d'nJm^—  2), 

2  ' 

CJ:i:z  3.r,//l  +  3./?/2,(/î,  —  1)  -4-  6./WW,(/l,  —  2) 

-I-  2.rf' ^^ '  -f-  I  .i'r,  -f-  2.r'w,    «,—  2    . 

2  ' 

Puis,  on  trouve,  comme  à  l'ordinaire,  les  valei^rs  de 
fA  et  y  qui,  réduites  au  moyen  des  formules  de  M.  Pliicker, 
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deviennent 

I  v  =  (3/1 +  </')  (/ïj-f- 2/îi,/i,  — 5/1, -h  rfi), 
qu*on  peut  substituer  dans  la  relation 

Si  C,H,i.  et  C«,,„j  sont  des  courbes  générales  des  ordres 
m  et  mi ,  on  doit  remplacer  (isa)  par 

\  fi= -/w(/w  ~  i)/ii, (/w,  —  i)(/wî -f-3/w,  —  8), 

(I2C)      <  ^ 

(     V==3/7l(lll  —  l)/W,{llf, l)  (/Wj  -f- /II,  —  5). 

Pour  m  =  TWi  =  2,  on  trouve  jjl  =  v  =  12. 

37.  Dans  le  système  [(Q„,„)%  Q„,„,  C^,,»,]?  on  trouve, 
a  côté  des  coniques  infiniment  aplaties  nommées  au 
n^  34,  d'autres  qui  sont  renfermées  dans  les  tangentes 
d'inflexion  de  C„,„  et  limitées  aux  points  d'inflexion  et 
à  C,«„»,«  Introduisons-les  dans  l'expression  de  X  avec  le 
coefficient  x,  et  nous  aurons 

3i=  3./w/ni(/i—  2)  H-  3.[mmi{m  —  2)  -f-  idmi] 
-h  6.[/i/ti  (/w  —  2) -f- 2r/iï,] -f- 2./' (/w  —  3)m, 
-+-  id'  mmt-h  2[c/'  (/z  —  3)/w,  -4-é/'/î,  (//f —  2)]  H-or.^'/iî,. 

Puis,  le  principe  de  dualité  donne  : 
u  =  3./Ï/I,  (/w  —  2)  -f-  3.[/ï/i,  (/i  —  2)  -f-  it/ii] 

H-  6.[/W/lî,(/I  —  2)  -f-  2flf/l,]  -f-  2. £/'(/!  —  3)/l, 

-+-i.r'(/i/ï, -i-2.[(r'/if  —  3)/2, -h^/w, (/î  —  2)]  -f-x.é/'/?,. 


(*)  Ces  formules  résultent  aussi  des  formules  (4)  et  (11)  au  moyen  de 
méthodes  données  par  MM.  Chasles  et  Cremona  (Comptes  rendus  des 
séances  de  V Académie  des  Sciences,  22  août  et  7  novembre  1864  ). 
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En  substituant  ces  expressions  dans  les  formules  (i) 
et  (a)  du  n^  1,  on  trouve 

v  =  v''/Wi  4-  v'/î,. 

Nous  nous  contenterons,  pour  le  moment,  de  déterminer 
Ik"  et  v'.  Leurs  expressions,  au  moyen  des  formules  de 
M.  Plûcker,  seront 

p''z=:3(/W-4-/l)  (/lt-f-/I  — 4)  -+-(''-*- ^)('"  -♦-'' Ï2) 

v'=:.3(/w  -H  /»)(/?!  -4-«  —  4)  -*-  (^-4-  rf')  ('W  -^  n  —  \i) 

Or,  on  prouve,  comme  à  Tordinaire,  que 

donc 

or  =  5. 

En  introduisant  cette  valeur  dans  les  expressions  de  ). 
et  17,  et  continuant  la  détermination  et  la  déduction  de 
fx  et  V,  on  trouve  la  solution  suivante  du  problème  actuel: 

!jA'  =  3(2m/ï-+-/i'-f-4'w  —  io/i)+2(/w-+-/i  — 14)^) 
^'^r=  v' =  2  (3/ï  +  if')  (iW -f.  71  —  12) -+- 24  (ut -4-/»), 
v"  =:  3  (/w^4-  2/w/i  —  lom  +  4/ï) H- (iw  H-  2«  —  i4K; 

C^)  Les  formules  (i3a)  donnent  la  simple  relation 

La  dissymétrie  des  valeurs  de  fi."  et  v'  n^st  qu'apparente,  car  seloo  la 
formule  (IV)  de  la  première  note  du  n®  11 
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r(c.,„)%c,„,/.]=(p',v'), 

Lorsque  Cm,A  est  une  courbe  générale  de  Torde  m,  on 
doit  remplacer  (i3a)  par 

Iltf=z3m(m  —  2)(/ii*H-a/w  —  7), 
ft"=v'  =  6/w(/ii  — 2)*(w  — 3), 
v"=3/w  (m  —  2)(2m»  -hm  —  7). 

Pour  m  =  2,  on  trouve  fi'  =  fx^'=  v'  =  )/'  =  o, 

38.  Pour  le  coefficient  x  qui  appartient  dans  X  à  la 
nouyelle  espèce  de  coniques  infiniment  aplaties,  et  dans  cr 
aux  coniques  corrélatives  à  point  double,  nous  avons 
trouvé  la  valeur  5.  Donc  : 

Pour  un  système  de  coniques  qui  ont  deux  contacts 
auec  une  courbe  C^,  n,  i'f*^  du  second  et  Vautre  du  pre^ 
mier  ordre^  et  un  contact  du  premier  avec  une  autre 
courbe  donnée  C„„  „„  on  doit  compter  : 

Dans  le  nombre  X  :  Cinq  fois,  toute  conique  infiniment 
aplatie  renfermée  dans  une  tangente  d^ inflexion  de 
^m,  n  et  limitée  au  point  dHnflexion  et  à  C«,,„,  ; 

Et  dans  le  nombre  xs  :  Cinq  fois,  toute  conique  ayant 
un  point  double  en  un  point  de  rebroussement  de  Cm,n  et 
composée  de  la  tangente  de  rebroussement  et  d'une 
tangente  à  C^^^^^. 

Ces  théorèmes  sont  encore  vrais  si  C«,„  et  C«„„,  coïn- 
cident. 

39.  Le  système  [(C^,n)*j  '^C„,n]  ne  contient  de  co- 
niques singulières  que   celles  qui    sont   nommées  aux 
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n«»*  34  et  38.  Donc  : 

X  =  3.d(n  —  4)  -f-  3.2rf(m  —  3)  -^  6. 2  t{m  —  4) 

,(/w  — 3)(iii  — 4)   .       jfj 
a 

•4- 2.rf'(7i  —  3)(iw  —  4)  ^.  5.i'(iw  —  3), 
u=:3.r(/»  — 4)  4-3.2r(/i  — 3)-f-6.arff/i  — 4) 

-4-2C/'  ^ -t-'  -f-I./  f 

2 

-h  2./'(/w  —  3)(/i  —  4)  -4-  5.rf'(/i  —  3), 
d'où 

fx  =:  (2m  H-  /ï  —  7)  [6f  -♦-  fl?'(w  —  3)] 

4- [(;„  -.  ,1)  (;,m.  ;,  —  5)  -f-  r](3/H- é/' -  36] 

-+-12(111  —  /i) (/Il -f- /i  —  3), 
(i4«)  \^_j^_^^^__^jjg^_^^^^_3^j 

-h  [(«  —  //i)  (w  +  /i  —  5)  -h  d]  (3/w  -t-  ^  -  36) 
-h  i2(/i  — iw)(ot  H-/I  —  3); 

(14^)  [(€„,„)%  2 C.,„)]  =  (pt,v). 

Lorsque  C„,„  est  une  courbe  générale  de  l'ordre  m,  on 
trouve 

,   ^       l  az= -/w(/w  —  2)(/w  —  3)(OT*+6iw'  —  qm  —  â6), 

(l4c)    j*^         2       ^  '^  '^  îr  1    / 

(  V  =  3  wi(w  —  2)(w  —  3)  (iw3  -+-  4m»  —  8m  —  28). 
Pour  m  =  2  ou  m  =  3  on  trouve  |jt  =  v  =  o. 

(  Za  suite  prochainement,  ) 
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SIIR  LA  TRANSFORMATION  DES  LIGNES  PLANES 
PAR  U  MÉTHODE  DES  RAYONS  VECTEURS  RÉGIPROQIIES  ; 

Par  m.  E.  HABICH, 

Directeur  de  TÉcole  supérieure  polonaise. 


Soient  A  une  ligne  plane  donnée,  A^  sa  réciproque,  O 
le  pôle  de  transformation  ;  on  a 


:«) 


r/=±a\ 


FiG.    I. 


Menons  par  les  points  correspondants  M  et  M' les  tan* 
gentes  MT  et  M'T  et  les  normales  MN  et  M'N'5  on  sait 
que 

(2)  OMT-4-OM'T=:i8o*», 

MM'T  =  M'MT     et     NMO  =  N'M'0. 

Supposons  en  premier  lieu  que  la  puissance  de  transfor- 
mation a*  soit  positive. 


(  4oo  ) 
En  prolongeant  la  normale  M' N^  jusqu'à  son  intersec- 
tion avec  la  normale  MN  en  I,  les  tangentes  en  M  et  M' 
jusqu  à  leur  intersection  en  T,  et  joignant  T  avec  I,  on 
trouve 

MI=:M'I,     MT=M'T     et    MPr=M'P. 

On  voit  par  là  que  la  ligne  D,  lieu  géométrique  des 
points  tels  que  I,  a  tous  ses  points  à  égale  distance  de  la 
courbe  A  et  de  sa  réciproque  A',  que  la  droite  IT  perpen^ 
diculaire  à  MM',  et  passant  par  son  milieu  P,  est  tangente 
à  la  ligne  D  en  I,  et  que  le  point  P  appartient  à'ia  podaire 
de  cette  ligne  relative  à  ForigineO. 

r^^  r-i-r' 


Les  lignes  A  et  A'  sont  les  enveloppes  d'un  cercle  de 
rayon  variable  MI  =  M'I  =  i,  dont  le  centre  se  déplace 
sur  la  courbe  D. 

Pour  trouver  la  loi  de  variation  du  rayon  £,  soit 
OI  =  R,  on  a 

d'où 

(3)  b'  =  K^'-a\ 

C'est-à-dire  que  le  rayon  b  est  égal  à  la  tangente  menée 
du  point  I  au  cercle  d'inversion. 

On  sait  que  le  cercle  d'inversion  est  un  cercle  tracé  au- 
tour de  l'origine  O  avec  a  pour  rayon. 

On  remarquera  que 

(4)  R>^^l±il>^  =  «. 

Si  a  =  o,  c'est-à-dire  si  la  puissance  devient  nulle, 


(4oi  ) 

r^  =  o^p  =r  -,  i  =  R,  et  la  ligne  D  est  le  lieu  des  points 

également  distants  de  Forigine  O  et  de  la  courbe  A. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  la  puissance  de  trans- 
formation soit  négative  et  que  l'on  ait  rr'  =  —  a*. 

En  faisant  une  construction  semblable  à  celle  qu'on  a 
faite  pour  le  cas  de  la  puissance  positive,  on  déterminera 
la  ligne  D  et  sa  podaire. 

Quant  au  rayon  du  cercle  enveloppé,  en  observant  que 
l'origine  O  est  située  à  l'intérieur  de  ce  eercle,  on  trou- 
vera en  valeur  absolue 

(5)        {ô-f-R)(*  — R)  =  fl»    d'où    A»:r=R'H-flS 

c'est-à-dire  que  le  rayon  b  est  égal  à  la  distance  du  point  I 
au  point  où  la  perpendiculaire  à  R  élevée  en  O  rencontre 
le  cercle  d'inversion. 

Les  lignes  A  et  A'  peuvent  être  déterminées  au  moyen 
de  la  podaire  P  et  de  la  distance  variable  PM  =:  PM', 
qui ,  dans  le  premier  cas,  est  égale  à  la  longueur  de  la 
tangente  menée  de  P  au  cercle  d'inversion  et,  dans  le 
second  cas,  à  la  distance  de  P  au  point  où  la  perpendicu- 
laire élevée  en  O  à  OP  rencontre  ce  cercle. 

De  là  résulte  que,  connaissant  la  ligne  D  ou  sa  po- 
daire, l'origine  O  et  le  rayon  a  du  cercle  d'inversion,  on 
peut  trouver  les  lignes  A  et  A'. 

Remarque  I.  —  Quand  a*  =  o,  la  courbe  D  est  le  lieu 
des  points  également  distants  de  l'origine  O  et  de  la 
ligne  A.  On  sait  que,  dans  ce  cas,  la  ligne  A  est  la  rou- 
lette du  point  O  considéré  comme  lié  invariablement  à  la 
courbe  D  lorsqu'on  fait  rouler  cette  courbe  D  sur  une 
autre  courbe  fixe  égale.  On  peut  généraliser  ce  théo- 
rème. 

Supposons  que  la  ligne  D  soit  le  lieu  des  points  éga- 
Amt.  de  Hathimat.^  2*  série,  t.  V.  (Septembre  1866.)  26 
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lemeiit  distants  de  la  ligne  B  et  d'une  autre  ligne  C  :  eu 
faisant  rouler  la  courbe  D  sur  une  autre  courbe  fixe  égale, 
la  ligne  B,  considérée  comme  liée  invariablement  à  la 
courbe  mobile  D,  aura  pour  enveloppe  sur  le  plan  fixe  la 
ligne  C,  et  réciproquement. 

Remarque  IL  —  Si  on  prend  la  ligne  A  pour  anti- 
caustique des  rayons  lumineux  incidents,  et  la  courbe  D 
pour  dirimante,  la  ligne  A'sera  Tanticaustique  des  rayons 
réfléchis,  et  réciproquement. 

Dans  le  cas  de  a'  =  o,  la  ligne  A'  se  réduit  à  un  point 
(foyer). 

/applications,  —  Supposons  que  la  ligne  A  soit  uu 
cercle  r  =  acosB^  a*  étant  la  puissance  de  traiisformation, 

on  trouve  pour  A'  une  droite  /'  = -?  la  podaire  est  une 

COSv 

courbe    du  troisième  degré,  et  la  ligne    D  une   para- 
bole. 

Si  la  puissance  est  négative,  on  a  pour  A',  r'= -, 

la  podaire  est  une  cissoïde,  et  la  ligne  D  une  parabole. 

La  remarque  I  nous  montre  que  :  lorsqu'une  parabole 
roule  sur  une  parabole  fixe  egale^  toutes  les  droites  pa- 
rallèles à  la  directrice  ont  pour  enveloppes  des  cercles 
dont  les  centres  sont  au  foyer  de  la  parabole  fixe i  et 
réciproquement^  les  cercles  ayant  pour  centre  le  foyer 
de  la  parabole  mobile  ont  pour  em^eloppes  des  droites 
parallèles  à  la  directrice  de  la  parabole  fixe. 

Supposons  encore  que  la  ligne  A  soit  une  strophoïde 

fl  (i  H-  sinô)    £,.  I        .  .  .       ,       ,  . 

r  = —  •  31  la  puissance  est  positive,  la  réciproque 

est  la  strophoïde   elle-même  5  la  podaire  est  une  droite 

p  Tiir ,  et  la  ligne  D  une  parabole. 


(  4o3  ) 

Si  la  puissance  a*  est  négative  —  a' ,  la  réciproque  A' 
est  une  strophoïde  symétrique  de  A;  la  podaire  est  une 
courbe  du  quatrième  degré  p  =  a  tangG,  et  la  ligne  D 
son  antipodaîre,  etc. 

Dans  les  Noui^elles  Annales^  t.  IV,  p.  i44i  M.  Nico- 
laïdès  a  donné  la  relation 

(6)  +-=2; 

P       P 

n  et  n'  sont  les  normales,  p  et  p*  les  rayons  de  courbure 
de  la  ligne  A  et  de  sa  réciproque  A'  aux  points  correspon- 
dants M  et  M'  (*). 

De  cette  relation  nous  allons  en  déduire  une  autre  qui 
nous  conduira  à  un  théorème  important  ;  pour  cela  joi- 
gnons le  centre  de  courbure  K  de  la  ligne  A  correspon- 
dant au  point  M  à  Torigine  O,  et  traçons  par  le  point  M' 
la  parallèle  M' H  à  la  normale  MN;  cette  parallèle  vien- 
dra couper  OK  en  H,  et  on  aura 


la  relation  deviendra 

I   \  112 

c'est-à-dire  que  le  centre  de  courbure  de  la  réciproque  A! 
est  le  conjugué  harmonique  du  point  V  déterminé  sur 
la  normale  M'N'  panla  relation  M'L'  =  M'H. 

En  prolongeant  OK  jusqu'à  son  intersection  avec  la 
normale  M' N' en  K', on  a  Tangle  L'ON' =  l'angle N'OK'^ 


(*)  Nous  supprimons  ici  une  démonstration  de  ce  théorème  analogue  à 
la  seconde  que  M.  Fouret  en  a  donnée  et  que  nous  avons  indiquée  p.  16g, 
note.  P. 

26. 


(  4t>4  ) 

d'un  aiitre  côté,  Tangle  N'GM'  étant  droit,  on  Yoîtque 
le  point  K^«st  le  conjugué  harmonique  du  point  L'par 
rapport  aux  points  N'  et  M',  donc  ce  point  K^  est  le 
centre  de  courbure  de  la  réciproque  A'  ;  de  là  ce  théorème 
remarquable  : 

Les  centres  de  courbure  de  la  ligne  A  et  de  sa  réci- 
proque h!  se  trouvent  sur  une  même  droite  passant  par 
Vortgine, 

Lorsqu'on  fait  varier  la  puissance  de  transformation  a', 
les  courbes  réciproques  de  la  ligne  A  sont  homothétiques; 
d'où  cet  autre  théorème  : 

Les  centres  de  courbure  des  lignes  homothétiques  cor- 
respondant à  des  points  homologues  se  trouvent  sur  une 
même  droite  passant  par  le  centre  d^homothétie. 

Et  encore  : 

Le  centre  de  similitude  d^un  système  de  lignes  homo- 
thétiques  est  aussi  centre  de  similitude  de  leurs  dévelop- 
pées^ des  développées  de  ces  dernières^  et  ainsi  de 
suite. 

Exemple.  — Développantes  successives  des  cercles  con- 
centriques ayant  toutes  leurs  origines  sur  un  même  rayon 
vecteur. 

Le  théorème  sur  la  similitude  des  développées  suc- 
cessives des  lignes  homothétiques  peut  être  démontré 
directement  en  partant  de  l'expression  du  rayon  de  cour- 
bure en  coordonnées  polaires  et  en  prenant  pour  pôle  le 
centre  de  similitude. 

Pour  donner  une  application  des  considérations  précé-^ 
dentés,  je  vais  indiquer  la  solution  du  problème  des  tan- 
gentes et  des  centres  de  courbure  des  lignes  projectives 
horizontales  des  courbes  d'ombre  dans  la  vis  à  filet  trian- 
gulaire et  dans  le  cas  des  rayons  lumineux  parallèles. 


{4o5} 

Pour  cela  eousidérons  la  courbe  décrite  par  le  sommet  M 
de  Tangle  droit  CMO ,  dont  le  côté  indéfini  MO  passe 
constamment  par  un  point  fixe  O,  et  dont  l'autre  côté 
MC  =  b  glisse  par  son  extrémité  C  sur  une  droite  fixe 
AC. 

Soit  OA  =  a,  la  plus  courte  distance  de  O  à  la  droite 
AC.  Prenons  O  pour  pôle  et  OA  pour  axe  polaire^  on 
trouve 

^  -i-  b  sin  9 


OM  =  r=z 


cosd 


La   courbe  déterminée  par  cette  équation   (  i  )  est  l'a 

FiG.    2. 


réciproque  de  la   projection  horizontale  de    la  courbe 
d'ombre. 

Pour  le  démontrer  faisons  OB  =  b ,  traçons  autour 
de  A  comme  centre  avec  O  A  =  a  pour  rayon  une  circon- 
férence, élevons  en  O  une  perpendiculaire  à  OM  et  joi- 
gnons par  une  droite  le  point  E  où  cette  perpendiculaire 
rencontre  le  cercle  OA  avec  le  point  B;  la  droite  EB 
viendra  couper  OM  au  point  M' qui  appartient  à  la  pro- 
jection horizontale  de  la  courbe  d'ombre. 


(  4o6  ) 
La  construction  précédente  a  été  donnée  par  M.  Pou- 
celet{*). 

On  trouve  aisément  que 

0M'  =  .'=-^^-      d'où     rr'  =  ab. 
a  -f-  6sinô 

Si  i  =  a,  c'est-à-dire  si  le  point  B  coïncide  avec  A, 
on  a  rr'  =  a",  et  les  points  M  et  M'  se  trouvent  sur  une 
même  courbe  (strophoïde)  (**). 

Enfin,  lorsque  i  =  oo  ,  r'=  acotangd,  et  la  réciproque 
de  cette  dernière  ligne  est  évidemment 

r  =  tangd  X  coDSt. 

Dans  les  deux  derniers  cas,  lorsque  b  =  a  el  lorsque 
A  =  00  ,  les  courbes  d'ombre  (projections)  sont  décrites 
par  le  sommet  de  l'angle  droit,  et  la  considération  de  ce 
mouvement  permet  de  trouver  avec  la  plus  grande  facilité 
les  normales,  les  centres  de  courbure,  etc. 

Dans  le  cas  de  i  ^  a,  on  commencera  par  déterminer 
les  normales,  les  centres  de  courbure,  etc.,  de  la  récipro- 
que M  par  la  considération  du  mouvement,  et  on  passera 
à  la  projection  de  la  courbe  d'ombre. 

De  cette  manière,  le  problème  se  trouve  résolu  dans 
tous  les  cas. 

Je  terminerai  en  remarquant  que  les  réciproques  des 
coniques  par  rapport  à  un  quelconque  de  leurs  points  pris 
pour  origine  sont  des  courbes  du  troisième  degré  de  la 


(■)  Yoir:  Poncelet,  Applications  d'^Ànalyse  et  de  Géométrie,  1. 1,  notes, 
p.  4^0  et  460  ;  et  dk  la  Gocrneiiie,  Traité  de  Géométrie  descriptive^  t.  UI, 
p.  i36  et  suiy. 

{^*)  Dans  les  nombreux  articles  que  j'ai  eu  occasion  de  lire  sur  cette 
«ourbe  remarquable,  je  n'ai  pas  vu  qu'on  ait  remarqué  ce  mode  de  géné- 
ration. 


(  4o7  ) 
forme 

r  r_-    4-  Bcos  (ô  —  a)  9 

où  A,  B  et  a  sont  des  paramètres. 

Ces  courbes  appartiennent ,  d'après  Newton,  à  deux 
classes  distinctes  :  à  la  classe  des  hyperboles  défectives  à 
diamètre,  et  à  la  classe  des  hyperboles  défectives  sans 
diamètre. 


SUR   L'APPROXIMATION; 

Par  un  ABONNÉ. 


Soit  a  une  expression  dont  l'évaluation  en  décimales 

peut  se  pousser  h  un  tel  degré  qu'on  veut,  et  qui  est  june 

valeur  approchée  de  A  avec  une  erreur  relative  moinjdre 

I 
que  — • 

^         lO" 

I.  Soit  A  =  a-h  se. 

L'erreur  relative  sera  -»  et,  suivant  l'hypothèse,  nous 
avons 

A  ^10" 

Nous  supposerons  que  A  et  a  sont  des  quantités  posi- 
tives. 

1°  Soit  a  ^  o. 

Prenons  dans  le  développement  de  û,  ji  chiffres  à  partir 
d'un  premier  significatif*,  soit  af  le  nombre  qu'ils  forment, 
de  sorte  que 

rt  =l:  rt' -f- (î      et      A  =  rt'-f-a4-£. 


(4o8  ) 
On  aurai 


c  >  o     et     «  <C  '  > 

en  unités  du  dernier  ordre  de  ci. 

L'inégalité 

A^  io« 

devient  donc 

■<=^^^^^ 

d'où 

0 

(-^)<^ 

puis 

lO" —  I 

Si  les  n  chiffres  dont  ci  se  compose  ne  sont  pas  des  9. 
comme  nous  avons  e  <!  i>  i^ous  aurons  là 

fl'  H-  «<  10"—  I. 

Donc 

a  <^  I  ;     par  conséquent     a  H-  e  <^  2. 

Si  on  augmente  al  d'une  unité  de  son  dernier  ordre,  le 
résultat  sera  donc  une  valeur  approchée  de  Â,  soit  par 
excès,  soit  par  défaut,  sans  que  Terreur  atteigne  une 
unité  de  l'ordre  du  dernier  chiffre. 

Quand  les  chiffres  de  d  seront  tous  des  9,  la  différence 
A  —  ci=iaL-\-t  n'atteindra  pas  encore  deux  unités  de 
l'ordre  du  dernier  chiffre  de  a',  pourvu  qu'on  ait 

<2 


10"—  I 


(  4o9  ) 

OU 

s 

«H 

lO" —  I 


<I, 


lo*— I       99. .  .9 

c  est-à-dire  que,  si  dans  le  développement  de  a  les  n 
chiffres  qui  suivent  les  n  premiers  ne  sont  pas  eux- 
mêmes  des  9  comme  ces  n  premiers,  a!  sera  une  valeur 
appi^ochée  de  A  par  défaut,  à  moins  de  deux  unités  de  son 
dernier  ordre.  Donc,  en  augmentant  a'  d^une  unité  de  ce 
dernier  ordre,  on  aura  encore  une  valeur  approchée  de 
A,  par  excès  ou  par  défaut,  sans  que  Terreur  aille  jusqu'à 
une  unité  de  cet  ordre. 

a®  Soit  a  <*  o,  avec  —  --  <;  • — • 

Comme  précédemment,  posons 

fl  =  fl'  -4-  g, 
d'où 

A  =  a'  H-  «  -h  a, 

a^ comprenant  les  n  premiers  chiffres  de  a. 
Nous  aurons 

^  û'  •+-  «  -h  a 


*^^ 

lO»           ' 

là. 

Do 

au  numérateur, 
»nc,  puisque 

a<^0 

••  ■%°- 

a'<i 

0»—  1 

et     a'  +  e  < 

10', 

on 

aura 

<IA1 

a'  H-  e  -f-  a<  10"; 

UilJ 

tic 

«<.. 

(4-0) 

Donc,  dans 

A  =:  £i'  -f  e  -+-  a, 

Terreur  e  -h  «  est  comprise  entre  —  i  et  4-  i .  Dans  ce 
cas,  c'est  la  quantité  ci  elle-même  qui  sera  une  valeur 
approchée  de  A,  par  excès  ou  par  défaut,  »!  moins  d'une 
unité  de  son  dernier  ordre. 

Application.  —  Soit  à  diviser  un  nombre  entier  par 
un  autre,  au  cas  où  le  quotient  est  d'un  seul  chiffre;  c'est 
le  cas  de  toute  division  partielle  pour  un  quotient  de  plu- 
sieurs chiffres. 

Si  on  prend  pour  diviseur  partiel  l'ensemble  des  deux 
premiers  chiffres  du  diviseur,  ce  diviseur  partiel  sera  une 
valeur  approchée  du  diviseur  avec  une  erreur  relative 

<1 — »  et  par  défaut.  De  là  le  quotient  par  excès,  et  avec 
une  erreur  relative  également  moindre  en  sa  valeur  ab- 
solue que  — •  Donc,  si  Ton  y  prend  un  chiffre,  on  en  aura 

une  valeur  approchée  à  moins  d'une  unité  par  excès  ou 
par  défaut. 

Le  chiffre  amené  par  la  division  partielle  sera  donc  le 
chiffre  voulu,  ou  le  surpassera  seulement  d'une  unité.  Si 
l'on  en  fait  l'essai,  au  cas  où  il  devra  être  rejeté,  le  nom- 
bre inférieur  d'une  unité  sera  le  bon  chiffre. 

IL  En  usant  des  mêmes  notations  qu'auparavant,  soit  K 
le  premier  chiffre  de  «  ou  de  A,  et  soit 

±T<;^     \..^'^.       d'Où      ±a<. 


'A  ^(K -4-1)10"'  "~      ^(K-hOio" 

1°  Soit  a  ]>  o. 

Désignons  par  al  l'ensemble  des  n  -\- 1  premiers  chiffres 
de  a  à  partir  d'un  premier  significatif. 


(4ii  ) 

Posons 

a  - 

—  rt'  H-£,     £>o     et     <;  I, 

en  unités  du  dernier  ordre  de  cl. 

Nous  aurons 

d'où 

/l'  +  C 

Si 

û'<(K-4-i)io-~iz=K99...9, 
conune  e  <C  <  9  nous  aurons 

«'-f-fi<(K-f-  1)  10"—  1. 
Donc 

a<;  I,      a-h  g<2. 

Alors  on  augmentera  a!  d'une  unité  de  son  dernier 
ordre,  et  l'on  aura  une  valeur  approchée  de  A,  par  excès 
ou  par  défaut^  à  moins  d'une  unité  de  ce  dernier  ordre 
de  a'. 

Si 

a'rrr{K-4-i)lO"-I=:K99...9, 

nous  aurons  encore  a  -t-  g  <  2,  pourvu  qu'on  ait 

(KT-hijio'»'^^  -^  «  <  «^ 
ou 

(K-f-i)io"--  1 
'"^      (K-f-ijio«     ' 

(K-4-i)(io»—  i)-f-K 
.    ^^  (K-hi)io«  ' 

10^— i  K         I 


(4iO 
celte  condition  sera  remplie  dès  qu'on  aura 

Donc^  quand  dans  le  développement  de  aies  n  chiffres 
qui  suivent  K  sont  des  9,  il  snfBt  que  les  n  chiffires  qui 
suivraient  ceux-là  ne  soient  pas  tous  des  9,  pour  que  a' soit 
par  défaut  une  valeur  approchée  de  Â  à  moins  de  deux 
unités  de  son  dernier  ordre,  de  sorte  qu'en  augmentant  cl 
d'une  unité  de  cet  ordre,  Terreur  ne  montera  plus  a  une 
unité  en  plus  ou  en  moins. 

Q?  Si  on  a  a  <[  o,  l'in^alité  sera 

^  A  _a'-l-£-»-a  a'  -h  t 

""  ^  (K-+-i)io*  ""  (K-f-i)io-  ^  (K-+.i)io"' 

et  il  s'ensuit 

Donc 

±(aH-0<i. 

Donc  alors  a'  est  une  valeur  approchée,  en  plus  ou  en 
moins,  sans  erreur  montant  à  une  seule  unité. 

application. — On  déduit  de  là  que  pour  Textraction  de 
la  racine  carrée  d'un  nombre  entier  ou  décimal  A,  si  Ton 
y  connaît  m  chiffres  à  partir  d'un  premier  significatif,  on 
peut  évaluer  m  chiffres  dans  la  racine,  à  moins  d^une 
unité  de  Tordre  du  dernier  de  ces  chiflres,  en  plus  ou  en 
moins,  si  la  première  tranche  est  d'un  seul  chiffre;  et, 
lorsque  la  première  tranche  est  de  deux  chiffres,  cela  a 
lieu  aussi,  pourvu  que  le  premier  chiffire  de  cette  tranche 
ne  soit  pas  inférieur  à  4*  A  défaut  de  cette  condition  on 
pourra  évaluer  m  —  i  chiffres  dans  la  racine. 


Si,  à  la  place  de  ^A  (  A  4-  a),  on  prend  a  =  A  -f-  -> 


(4i3) 
on  trouve,  a  étant  >  o,  que  Terreur  relative  est 


donc,  si  on  a 


'■<m-' 


<T^' 


on  pourra  évaluer,  par  a,  2/}  +  i  chiffres,  à  moins  que  le 
premier  n'y  soit  8  ou  9;  dans  ce  cas  on  s'arrêtera  à 
2n  cbiffres. 

En  conséquence,  si  A  et  Â'  sont  des  nombres  ayant 
n-Hi  chiffres  communs  >  leur  différence  a  =  A' — A 
étant  moindre  qu'une  unité  de  l'ordre  du  dernier  de  ces 
chiffres,  et  K  désignant  le  premier  chiflre  de  cette  diffé- 
rence, on  aura 

-<  ' 

A     ^^  1 


A^Kio»' 


^^<8K.»io-' 

De  là,  dans  tous  les  cas,  si  K  >  i,  au  moins  an  4- 1  chif- 

A  -f-  A' 
fres  par  a  = »  et  si  K>4»  2/»-f-  2  chiffres. 

Il  est  même  à  observer  que  si  a  se  trouvait  moindre 

que  —  ou 5  •  •  •  >  on  aurait,  par  a,  soit  2,  soit  4  chiffres 

de  plus. 

Nous  venons  de  supposer,  il  est  vrai,  que  les  chiffres 
du  résultat  qui  suivent  le  premier  ne  sont  pas  tous 
des  9,  ou  que  la  condition  précédemment  reconnue  soit 
remplie. 

Pour  la  racine  cubique  d'un  nombre  développé  en  dé- 
cimales, si  la  première  tranche  à  considérer  dans  l'ex- 
traction est  de  I  ou  de   2  chiffres,  on  pourra  évaluer 


(  4i4  ) 

m  chiffres  dans  la  racine  à  partir  d'un  premier  signi- 
ficatif, lorsqu'on  en  connaîtra  m  dans  le  nombre.  Si  la 
première  tranche  est  de  trois  chiffres,  et  que  le  premier 
chiffre  ne  soit  pas  inférieur  à  3,  il  en  sera  de  même.  Dans 
le  cas  contraire,  il  conviendra  de  se  borner  à  w  — i 
chiffres  dans  la  racine. 


SOLUTION  D  UNE  QUESTION 
BU  CONCOURS  D'AMIISSION  A  L  ÉCOLE  NORIUU  U  18SS 

(T0lrt*8érle,  t.  IV,  p.  424); 
Par  m.  a.  R. 


On  considère  n  variables  a:,j^,  z,. . . ,  ii,  p  :  décom^ 
poser  le  polynôme 

composé  de  (n  -j- 1)  carrés^  en  la  somme  de  n  carrés  de 
fonctions  homogènes  et  du  premier  degré. 

Prenons  d* abord  deux  variables.  Nous  aurons 

jr2  -4- j2  -H  (x  -h  j)*  =:  a^rr'  -h  2J*  -h  2«r 
OU 

Pour  trois  variables,  on  a  aussi 

J.Î  _f- j2  4-  3î  4-  (jc-4-^-4-«)2=zr  2X*-h  2^» -4-  az^'-f-  aari 

-\-iyz  H-  2XX, 


ou 


a  Ix  +  ■'—^]   -  ^■^^"'  -1-  If  -»-  2z'  +  ijrz. 


(  4i5  ) 
ou  encore 


_L(^a;  +7  -+-  zy  +  -1^(3/  -I-  zY  4--^  (43)^ 

On  verrait  de  même  que  pour  quatre  variables  on  aurait 

•ï-^  -h  7'  -f- z' H- «*  -f-{^-f-jr-f-  z  -htt)' 

La  loi  de  formation  est  évidente.  Je  vais  maintenant  dé- 
montrer qu'elle  est  générale,  c'est-à-dire  que  si  elle  est 
vraie  pour  n  variables,  elle  s'appliquera  au  cas  de 
(w  H-i)  variables. 

Soient  donc  les  n  variables  x,  j^,  z, . . . ,  u,  i^.  Le  dé- 
veloppement sera 

^'  -4-7^  H-.  .-+-<''  H-  (^  -4-J-t-  2-4-.  .  .-^i>y 
r= (2^  -4-y  ^4- .  .  .  -f-  p)^ 

1.2^  ' 

2.3^  /?(«  4-  i)  '■ 

Si  le  développement  est  général,  je  dois  avoir,  en  admet- 
tant une  variable  t  de  plus  : 

—  --l-(2a:-l-7-f-. ..  +  /)'  +  ^  (3j-4-...4-r)2-4-... 


H(/I-+-l)^  ^  ■'  (/H-l)(/H-2)' 

Si  de  ce  développement  je  retranche  le  développement 


(4i6) 
précédent,  j'aurai 

L1.2       2.3       3.4  '«(«-'-OJ 

t2x-f-j-4-...-4-P      3j-hz-f-...-f-p  (;i4-i)p1 

1.2  2.3  n{n-hi)j 


!Jtt\ 
/ï-f-2 


/Î-4-1 
Mais  la  somme 


I  I  I 


1.2       2.3       3.4  '      /i(«  -4- 1) 

peut  s'écrire 

chaque  terme  se  dédoublant  de  la  façon  suivante 


I 


n{n-{-i)        n       n  -h  i 


n 


Cette  somme  est  donc  égale  à •  L'égalité  précédente 

devient  alors 


2r*  H-2r(x-4-r  -+-  2  4-...-hp) 

~2  j:  H- j -I- 2 -h . . .  H- c' 
I  .2 
3jr-hz  H-...-4-*/ 


=  ir-hat\ 


2.3 


Or,  on  voit  facilement  que  le  coefficient  de  at  dans  le 
second  membre  est  égal  à  a:-hy-f-z-f-...-f-i^5  donc 
cette  égalité  devient  une  identité,  et  par  conséquent  Thy- 
pothèse  dont  nous  sommes  partis  est  exacte.  Ainsi,  la  loi 
du  développement  est  générale. 


(417) 

RÈGLE  MNÉMONIQUE 
POUR  OBTENIR  LES  FORMULES  DE  DELAMBRE; 

Par  m.  Georges  DOSTOR. 


Néper,  Tinventeur  des  logarithmes,  a  imaginé  un 
moyen  très-simple  d'écrire  avec  certitude  les  relations 
qui  existent  entre  les  côtés  et  les  angles  du  triangle  sphé- 
rîque  rectangle.  Son  procédé  est  basé  sur  la  construc- 
tion d'un  pentagone  dit  pentagone  de  Néper. 

Les  formules  de  Delambre  sont  plus  compliquées  que 
celles  qui  expriment  les  propriétés  du  triangle  sphériqne 
rectangle. 

Cependant,  par  un  procédé  analogue  à  celui  de  Néper, 
on  peut  aussi  les  écrire  tout  de  suite,  sans  erreur  ni  diffi- 
culté. Le  principe  de  ce  procédé  graphique  repose  sur 
la  construction  d'un  hexagone  circonscrit  à  un  triangle 
isocèle. 

On  construit  un  triangle  isocèle  DEF,  auquel  on  cir- 
conscrit l'hexagone  DGEHFL 


Sur  les  côtés  DE,  DF  du  triangle  isocèle  on  écrit  la 
demi-somme et  la  demi-différence des  deux 

2  2 
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angles  A  et  B  du  triangle  sphérique  ;  sur  la  base  EF  on 

marque  le  complément de  la  moitié  du  troisième 

angle  G. 

Enfin,  sur  la  suite  des  côtés  de  rhexagone,  a  partir  da 

sommet  E,  dans  les  deux  sens  EDF  et  EHF,  on  écrit  les 

arcs 

a  -\-  h        n        a  —  h        a  —  h        ir        a  -^  h 
, ,      , 

2  2  2  2  2  2 

et 

2  2  2 

Cela  fait,  voici  la  règle  mnémonique  que  nous  avons 
imaginée  pour  écrire  les  formules  de  Delambre. 
Elle  se  compose  des  deux  principes  suivants  : 

i^  Le  sinus  d'un  côté  du  triangle  isocèle  est  à  celui 
de  la  base  dans  le  rapport  des  sinus  des  côtés  sous* 
tendus  dans  l'hexagone  qui  hœ  sont  pas  ad jaceuts  au 
sommet  commun  du  triangle. 

2**  Le  cosinus  d^un  côté  du  triangle  isocèle  est  à 
celui  de  la  base  dans  le  rapport  des  cosinus  des  côtés 
sous'tendus  dans  V hexagone  qui  sont  An j agents  au 
sommet  commun  du  triangle, 

A  -h  B 

En  effet,  considérons  le  côté  DE  = et  la  base 

'  2 

EF  = du  triangle  isocèle,  qui  ont  le  sommet  com- 
mun E  ;  le  rapport  des  sinus  de  ce  côté  et  de  la  base  est 

.    A-4-B  .    A  H-B 

sm sm 

2  2 


(M) 


c 

ces- 

2 


les  côtés  de  Thexagone  sons-tendus  par  les  côtés  DE,  EF 
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du  triangle,  qui  ne  sont  pas  adjacents  au  sommet  com- 
mun E,  sont 

n        a  —  b        îr        r 


2  2  2  2 


dont  les  sinus  ont  pour  rapport 

a--b 


u — —) 


sm  t I       cos  - 


ii-^) 


sin  l ^  1  cos  - 


en  égalant  ces  deux  rapports,  on  a  la  première  formule 
de  Delambre 


.    A-+-B            a  —  b 
sin cos 


C  € 

cos—  cos- 

2  2 


Si   Ton  compare,   d'après   la  même  règle,    le   côté 
DF  = du  triangle  isocèle  à  la  base  EF  = ? 

2  °  2  2 

on  en  déduit 

.    A— B  ,    a—b 

sin sm 

2  2 


Hl-î) 


sm  1 I  sin- 


on 


.    A— B        ,    a  —  b 
sm sm 


C  .    c 

cos  —  sm  — 

2  2 


2 


qui  est  la  deuxième  formule  de  Delambre. 
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La  deuxième  règle  fournit  les  deux  autres  formules 


A-+-B               a-h  b 
ces ces 

2  2 


CCS  l 1  cos  - 


A  — B 
cos cos 


cos 
ou  bien 


[i-tr  -a-0  ' 


A-*-B              a-h  b 
cos cos  ' 

2  2 


.    C  c 

sm  -  cos  - 

2  2 

A  — B  .    a  -^  b 

cos sm 


.    C  ,    e 

sm  -  sm  - 

2  2 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  752; 

Par  m.   L.   BINY, 

Élève  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Toulouse 
(classe  de  M.  Forestier). 

On  circonscrit  à  un  triangle  quelconque  une  courbe 
du  second  degré  y  telle  que  les  normales  aux  trois  som- 
mets du  triangle  passent  par  un  même  point;  on  de- 
mande  de  prouv^er  que  le  Heu  de  ce  point  est  une  courbe 


(  4"  ) 

à  centre  du  troisième  ordre»  Déterminer  cette  courbe. 
Lieu  du  pied  de  la  quatrième  normale. 

I.  Soient 

a  r=  O,      6  1=  o,      y  =  o, 

les  équations  des  trois  côtés  BC,  AG,  AB  du  triangle; 

Péquation  générale  des  coniques  circonscrites  à  ce  triangle 

sera 

l        m       n 
--+-T  -f--  =  o, 
a        5        7 

et  les  tangentes  aux  trois  sommets  A,  B,  G  auront,  res- 
pectivement, pour  équations 

67  a        7  a         ê 

—  H-  -  =  O,      -  -+-  ^  =  o,  -+-  -  =  o. 

m       n  In-  l        m 

Les  normales,  ou  les  perpendiculaires  aux  tangentes, 
seront  représentées  par 

6  -y 


//  —  m  cosA 

m  —  /zcosA 

a 

_           V 

n  —  /  cosB 

/ —  /icosB' 

g 


/  —  m  cos  C        m  —  /cosC 

En  éliminant  /,  m,  n  entre  ces  dernières  équations, 
nous  aurons  Téquation  du  lieu  géométrique  cherché.  L'é- 
limination donne 

I         (aH-7COsB)(6-l- acosC)(7-+-6cosA) 
1  =(aH-6cosC)(7 -hacosB)(6 -4-7COSA). 

On  voit  que  ce  lieu  est  une  ligne  du  troisième  ordre. 
Pour  démontrer  que  cette  ligne  a  un  centre,  je  poserai 
le  théorème  suivant  : 
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5e  m  droites-,  au  moins,  passant  toutes  par  un  même 
point,  coupent  une  courbe  du  m^"^  degré^  chacune  en 
m  points  y  réels  ou  imaginaires^  deux  à  deux  symétri- 
ques par  rapport  au  point  de  rencontre  des  droites,  ce 
point  de  rencontre  sera  le  centre  de  la  courbe. 

En  effet,  prenons  pour  origine  le  point  de  rencontre 
des  m  droites.  Soîl  j^  ==  hx^  Téquation  de  Tune  quelcon- 
que de  ces  droites  ;  les  abscisses  des  points  où  elle  coope 
la  courbe  du  m*"  degré,  seront  déterminées  par  une  équa- 
tion de  la  forme 

et  qui  ne  doit  contenir  que  des  termes  de  même  parité 
que  m. 

Le  coefficient  B  de  x™"*  est  une  fonction  algébrique 
de  A,  au  plus  du  degré  m  —  i .  Cette  fonction  doit  être 
annulée  par  m  valeurs  différentes  de  h\  donc,  les  coeffi- 
cients des  puissances  de  k  qui  la  composent,  sont  identi- 
quement nuls.  Il  en  est  de  même  des  termes  en  a:""*, 
a::"*"',. . . .  Donc,  Téquation  de  la  courbe  ne  contient  que 
des  termes  de  même  parité  qne  m,  en  a:  et  y.  Par  consé- 
quent, Torigine  des  coordonnées  est  le  centre  de  la  courbe. 

C.  Q.   F.  D. 

Cela  posé,  je  dis  que  le  lieu  dont  nous  avons  trouvé 
réquation  a  pour  centre  le  centre  du  cercle  circonscrit 
au  triangle  donné. 

Les  équations  des  droites  menées  des  sommets  A,  6,  C 
au  centre  O  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC,  sont 

ycosB  =:6cosC,     êcosA  =  acosB,     acosC  =:^  ycosA; 

les  coordonnées  du  point  commun  à  ces  trois  droites  véri- 
fient réquation  du  lieu^  donc  la  ligne  du  3^  ordre  que 
cette  àpiation  représente,  passe  par  le  centre  O  du  cercle 
circonscrit  au  triangle. 
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Cette  courbe  passe  par  les  trois  sommets  A,  B,  G  du 
triangle  ÂBC,  et  par  lès  points  A^,  B^,  G,  diamétralement 
opposes  a  A,  B^  C,  sur  la  circonférence  circonscrite  au 
triangle. 

Il  est  évident  que  les  coordonnées  des  sommets  A,  B,  C 
satisfont  à  Téquation  (i). 

Le  point  A'  est  à  l'intersection  des  droites  BA',  CA', 
perpendiculaires  à  BA,  CA,  et  qui  ont  pour  équations 

aH-7COsB  =  o,     a-h6cosC  =  o. 

Or,  «  -H  ycosB  est  facteur  du  premier  membre  de  l'équa- 
tion (i),  et  a  +  ScosC  est  facteur  du  second  membre; 
^onc  les  coordonnées  de  A'  vérifient  l'équation  (i).  On 
prouve  de  même  que  B'  et  C  sont  des  points  du  lieu. 

Ainsi,  chacune  des  trois  droites  AOA',  BOB',  COC 
coupe  la  courbe  en  deux  points  symétriques  par  rapport 
au  point  O  *,  il  résulte  du  théorème  que  nous  avons  pré- 
cédemment démontré,  que  le  point  O  est  le  centre  de 
cette  courbe. 

En  modifiant  la  forme  de  l'équation  (i),  on  trouve 
d'autres  points  qui  appartiennent  encore  à  la  courbe,  et 
dont  l'existence  pouvait  être  prévue.  En  développant 
cette  équation  on  a 

6  (a»—  7^)  (cos A  cosC  —  cosB)  -f-  a (7'  ~  6*)  (cosB cosC—  cosA) 
-+-  7  (6»  —  a*)  (cosAcosB  —  cosC)  =  o. 

Sous  cette  forme  l'équation  montre  que  la  courbe  passe 
par  les  points  de  rencontre  des  bissectrices  extérieures  et 
intérieures  au  triangle  donné  (*). 


C*)  Le  lieu  cherché  est  celui  d'un  point  P  tel  que  les  perpendiculsures 
menées  aux  droites  PA,  PB,  PC  par  les  sommets  A,  B,  C  du  triangle  ren- 
contrent les  côtés  opposés  BC,  AC,  AB  en  trois  points  en  ligne  droite. 
Cette  définition  de  la  ligne  que  Ton  cherche  donna,. sans  aucun  calcul;  * 


(4^4) 

La  courbe  a  des  branches  infinies^  car,  si  l'on  mène 
par  le  sommet  A  une  parallèle  AM  au  côté  BC,  le  système 
de  ces  deux  parallèles  A  M,  BC  peut  être  considéré  comme 
une  ligne  du  second  ordre  passant  par  les  sommets  A,  B, 
G,  et  les  normales 'en  ces  points  A,  B,  C  se  coupent  à 
Tinfîni.  Il  en  est  de  même  pour  les  deux  autres  côtés  du 
triangle. 

Nous  avons  remarqué  que  les  facteurs  du  premier  de- 
gré, dont  les  produits  composent  les  deux  membres  de 
l'équation  (i)  du  lieu,  donnent,  égalés  à  zéro,  les  équa- 
tions des  perpendiculaires  élevées  sur  les  trois  côtés  du 
triangle,  en  ses  trois  sommets.  Ces  six  droites  forment 
un  hexagone  inscrit  dans  le  cercle  circonscrit  au  triangle, 
et  dont  les  côtés  opposés  sont  égaux  et  parallèles.  On 
voit,  du  reste,  que  Téquation  du  lieu  s'obtient  en  égalant 
le  produit  des  premiers  membres  des  équations  de  trois 
des  côtés  non  consécutifs  de  cet  hexagone,  au  produit  des 
premiers  membres  des  équations  des  trois  autres  côtés. 
Ce  qu'on  peut  écrire  ainsi 

' (  2 )  AC.  BA'.  CB'  =  AB'.  CA'.  BC. 

Prenons  pour  origine  de  coordonnées  rectangulaires  le 
centre  O  du  cercle  circonscrit;  pour  axe  des  abscisses  une 
parallèle  au  côté  BC,  Taxe  desy  sera  la  perpendiculaire 
abaissée  du  centre  sur  ce  côté,  en  nommant  r  le  rayon  du 
cercle  circonscrit  au  triangle,  les  droites  AC,  BA',  CB', 


douze  points  qui  apparliennent  à  celte  ligne  :  ce  sont  les  troîs  soramets 
du  triangle,  le  centra  de  la  circonférence  circonscrite,  \es  points  de  cette 
circonférence  diamétralement  opposes  aux  sommets,  le  point  de  concours 
des  trois  hauteurs  et  les  centres  des  quatre  circonférences  tangentes  aui 
trois  côtés  du  triangle.  Il  suffit  de  connaître  neuf  points  d^une  ligne  du 
troisième  ordre  pour  qu'elle  soit  déterminée. 

Au  moyen  de  la  même  définition,  on  trouve  en  coordonnées  cartt" 
sifnncSy  et  par  un  calcul  assez  simple,  Téquation  du  lieu  cherché.    G. 


(  4a5  ) 
AB',  CA',  BC  seront  représentées  par  les  équations 

jrcôsC — jsinC-l-  rsinB=:o,     xcosB-h7sinB-»-rsinC  =  o, 

X  —  rsinA  =  o; 
jrcosB-f- jsinB — rsinC  =  o,     ârcosG — /sinC  —  rsinB  =  o, 

jr-f-rsinA=:  o. 

Substituant  dans  l'équation  (i),  on  a  Téquatlon  du  lieu 
en  coordonnées  x,  y.  En  appliquant  à  cette  dernière 
équation  les  règles  qui  donnent  les  asymptotes,  on  trouve 
que  la  courbe  a  pour  asymptotes  les  trois  perpendiculaires 
abaissées  du  centre  sur  les  côtés  du  triangle^  la  forme  de 
la  courbe  est  alors  facile  à  déterminer. 

Lorsque  les  angles  B,  C  sont  égaux  entre  eux,  l'équation 
du  lieu  se  décompose  en  x  =  o  et  en  l'équation  d^une 
hyperbole. 

II.  lÂeu  du  pied  de  la  quatrième  normale. 

On  sait  que  par  les  pieds  des  quatre  normales  menées 
d*un  point  à  une  conique,  on  peut  faire  passer  une  hyper- 
bole équilatère  dont  les  asymptotes  sont  parallèles  aux 
axes  de  la  conique.  Cela  posé,  il  est  évident  que  Téqua- 
tion  du  lieu  s'obtiendra,  en  éliminant  /,  m,  /?,  entre  l'é- 
quation d'une  conique  circonscrite  au  triangle  proposé, 
l'équation  de  l'hyperbole  équilatère  dont  nous  venons  de 
parler,  et  la  relation  qui  existe  entre  /,  m,  «,  pour  que 
les  normales  en  A,  B,  C  à  la  conique  se  coupent  au  même 
point  (*). 

On  peut  encore  obtenir  l'équation  du  lieu  en  s'appuyant 
sur  ce  théorème  connu  : 

Dans  une  conique  à  centre  les  pieds  des  trois  nor- 

(*)  La  relation  qui  existe  entre  /,  m,  n  lorsque  Téqualion 
(i)  /6y-4-may-|-na6  =  b, 

représente  une  conique  dont  les  normales  en  A,  R,  C  se  coupent  au  même 


niales  issues  d^un  même  point  et  le  symétrique  du  pied 
de  la  quatrième  normale,  par  rapport  au  centre  de  la 
conique,  sont  sur  une  même  circonférence. 

Note.  ■—  MM.  Carlos  WaUeau,  élève  de  M.  Painvin,  et  M.  David  ont 
donné  de  cette  question  des  solutions  peu  différentes  de  celle  qui  pré- 
cède. 


Question  7o4; 

Par  m.  Victor  STREXALOFF, 

Élève  de  lUniversité  de  Saint-Pétersbourg. 

Soient  a^  6^  y  les  milieux  des  côtés  BC,  AC,  AB  d'un 
triangle;  P  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  AD,  BE, 


point  est 

(a)  -^(w»-n«)-H-T^(n»-/«)-H-r^(/»-f»«)  =  0. 

^  '  sinA^  '^      sinB^  '      sinC^  ' 

Quand  Téquation  (i)  représente  une  hyperbole  équilatère,  on  a 

(3)  /cosÂ-f-mcosb  +  RCOsC  =  o. 

Les  équations  (i)  et  (3)  donnent 

/=a(yco8C — êcosB),   m=@(aco8A — ycosC),   n  =  y(6cosB — acosA). 

On  peut  remarquer  que 

ycosC— 6co8B=:o,     acosA  —  yco8C  =  o,    6cosB — acosA  =  o 

sont  les  équations  des  perpendiculaires  abaissées  des  trois  sommets  A,  B, 
C  sur  les  côtés  opposés. 
En  désignant  donc  par 

a'  =  o,    ê'  =  o,     /  =  o, 

les  équations  des  hauteurs  du  triangle  donné,  il  vient 

Issau't    m  =66',     n=iyy\ 

Il  ne  reste  plus  qu'à  remplacer  l,  m,  n  par  ces  expressions  dans  l'équa- 
tion (a),  il  en  résulte 

,îè[W-(r/)']-Hjgi[(-/-/)'-(««')']-Hsg3[(««')'-(66')']  =  o. 

G. 


(4*7  ) 
CF;  O  le  centre  dii  cercle  circonscrit  au  triangle  dont 
le  rayon  est  R. 

Sur  les  serments  PA,  PB,  PC,  P«,  P6,  Py,  on  prend 
les  points  p^  q,  r,  p',  ^',  r',  de  telle  sorte  que 

P/>r=ipA,     P7=-PB,     Pr=lpC; 

P/ziz-Pa,      P«'=-Pe,     Pr'^i-Py; 
n  n  n     ' 

et  enfin,  on  désigne  par  p^ ,  q"^  r"  les  pieds  des  perpendi^ 
cultures  abaissées  des  points  p',  q',  r'  sur  les  hauteurs 
AD,  BE,  CF  respectivement. 

Démontrer  que  p,  q,  r^  p*,  q',  r',  p",  q^',  r"  sont  neuf 
points  d^une  même  circonférence,  dont  le  rayon  est  égal 

à  -R^et  dont  le  centre  est  un  point  M  situé  sur  la  ligne 
PO,  de  telle  sorte  que  PM  ==  -  PO  (*). 

D'abord,  je  démontre  que  les  trois  points  /?,  </,  r  se 
trouvent  sur  la  circonférence  décrite  du  point  M  comme 

centre  avec  un  rayon  égal  à  -  R. 

Je  mène  les  droites  OA,  OB,  OC.  Puisque 

P  q  _  PA       PB       PC  _ 
ÎPM  ""  P/?  ""  Py  ~"  Pr  "^  "' 

il  est  clair  que  les  droites  M/n,  M^,  Mr  sont  respecti- 
vement parallèles  aux  rayons  OA,  OB,  OC  5  et,  par  con- 
séquent, on  a 

PO_OA_OB_OC_ 
PM  ~~~  M/j~'M7j~~Mr~~^' 

(*)  Le  lecteur  est  prie  de  faire  la  fi{|;ure. 


(  4î»8  ) 
d'où  Ton  déduit 

Donc,  les  points  p,  q^  r  sont  sur  la  circonférence  dont 

le  centre  est  le  point  M,  et  dont  le  rayon  est  égal  à  -R. 

Maintenant  il  me  reste  à  démontrer  que  tous  les  autres 
points  /?',  q'^  r',  p",  q^\  r"  sont  sur  la  même  circonférence 
que  les  points  p^  q^  r.  Pour  établir  cette  proposition  il 
suffit  de  faire  voir  que  les  lignes  p^Mp^  ^'Mç,  r'Mrsont 
des  lignes  droites  divisées  chacune,  au  point  M,  en  deux 
parties  égales.  Et  il  est  bien  facile  de  reconnaître  que  cela 
revient  à  démontrer  que  les  droites  MSi,  MSs,  MSs,  me- 
nées de  M  aux  milieux  Si,  S,,  Sj  des  droites  Pp',  P^,  Pr', 
sont  respectivement  parallèles  à  Pp,  P^,  Pr,  et  égales 

àlp«,  ip^,  ipr. 

2      '^^    2      ^'2 

On  a 

PS,  =  ip/?'=iPa     et     PM  =  -PO; 
2^/1  n 

d'où 

PS,  _Pa 

PM""PO^ 

donc  MSi  est  parallèle  à  Oa,  et,  par  suite,  à  Pp. 
De  plus. 


MS,  =  -!.Oa. 
n 

Mais  on  sait  que 

Oa=:-PA; 

1 

il  en  résulte 

IVIS, 

=  i-PA  =  lp/, 

2/i                  2 

(  4a9  ) 
U  est  évident  qu'on  prouverait  de  même  que  les  droites 
MSt,  MSs  sont  parallèles  aux  droites  Py,  Pr,  et  égales 

àlPi7,iPr. 

La  proposition  est  donc  démontrée. 

Note,  —  Cette  première  partie  de  la  question  754  a  de  même  été  résolae 
par  MM.  E.  Roodox,  élève  du  lycée  Gharlemagne;  V.  Niébylowski,  du 
.  lycée  Bonaparte;  H.  Fétailles,  et  A.  Viant,  du  Prytanée  Militaire. 

Quant  à  la  condition  de  contact  (p.  96),  M.  Niébylowski  remarque 
qu'elle  ne  peut  être  généralement  exprimée  par  Tégalité 
I  r* 

car  p's  — aR'cosAcosBcosG,  et,  dans  le  cas  du  triangle  rectangle, 
on  a 

p*=o    et  par  suite    -  =  00. 


Question  723  (*)-, 

Par  m.  RENAUD, 

Élève  du  lycée  Louis-le-Grand. 

Résoudre  algébriquement  V équation 

[(x  -h  2  )»  -h  «»]»  =  80:^  (x  4-  2)' 
Première  méthode.  —  Posons 

ar-4-  2  =^, 

l'équation  devient 

(i)  (j^-4-x7  =  8ar«jr». 

divisant  les  deux  membres  par  j^*,  on  a 

{-7)"=»7- 


(*)  La  solution   donnée  dans  lo  numéro  de  juin  is^nferme  quelque 
inexactitudes. 


(43o) 
Soit 


«  =  —» 


réquatiou  (2)  développée  devient 

(3)  z^  — 5«»-f-3z-hi=o. 

Cette  équation  admet  la  racine  i  ;  elle  peut  donc  s*écrire 

(z  —  i)  («*  —  4^  ~  0  =  o- 

Ses  racines  sont  donc  i ,  2  +  ^  et  2  —  ^5 . 

s  =  I     donne     «•  =  (ar  -f-  2)*     ou     j:  =  —  i, 
2  =  2-+-^     donne     a:^  =  (a?  4- 2  )*  (2 -h  ^), 

(4)  ar»(i-hv^)4-4x(2-t-v/5)-t-4(2-4-V^)=:o; 
les  racines  de  cette  équation  (4)  sont 


-2(2+v/5)±\/4(2  4-v/5)'~4(i-hV5)(2  4-v/5) 
I  4-  V5 


^__  — 2(2-f->/5)±:v/4(2  4>\/5), 

1-4-^5 
0U9  en  rendant  le  dénominateur  rationnel, 


—  3-v'5±V2  +  2v/5 
x  = ^ i 

z  =  2  —  v^  donnerait  pour  x  les  valeurs 


—  3-+-s/5±V2  — 2v/5 
a?  = • 


En  divisant  par  j^*,  nous  avons  écarté  le  cas  de  j^  =  o; 
or,  j-  =  o  donne  :c  =  —  2  qui  n'est  pas  racine  de  l'équa- 
tion proposée;  nous  avons  donc  les  seules  racines  de  Té- 


(43i  ) 
quation  :  trois  sont  réelles  et  négatives,  les  deux  autres 
imaginaires. 

Voici  maintenant  la  méthode  de  M.  Lebasteur. 
Je  pose 

j'ai  alors 

Soit 

I 

jr  -h  -  =  a. 

Divisant  les  deux  membres  par  j*,  Téquation  s'écrit 


Or, 


r'-hp  =  z^-!i; 


on  a  donc 

z^  =z  (z'  —  4)  (^  —  ^);     c'est-à-dire     z^  -4-  2z  ■—  4  =  o> 
équation  dont  les  racines  sont 

Mais  on  a 


J»— ZJ  -+-  I  =0,      ^=: ' ^ 

et 

z  —  ndcs/z^  —  4 


3±v/5±V^(-i±^r~4 


Il  faut  ainsi  ajouter  la  racine  —  i  fonmie  par  Thypothèse 
Les  cinq  racines  sont  donc 


—  3  dz  v^5  -h»V2  zn  2  \/5 
a:,  =  — I,     x,=: -ï- 1 

2 


_~3±\/5  — V2q:2\/5 
X,-  -  ; 

les  signes  supérieurs  et  inférieurs  se  correspondant,  les 
racines  fournies  par  les  signes  inférieurs  sont  réelles; 
nous  avons  donc  trois  racines  réelles. 


QliESTIdNS. 


775.  L'équation 


a:        x^  x^ 

iH h- 


I  1.2  1.2.3  I.2.3.../t 

ne  peut  avoir  deux  racines  réelles.  (Sylvester.) 

776,  L'équation 

.    .  ..^   ■   7(7 -H)^,   .           .   7(7-^-0--(7  +  ^-"0_,_^ 
I  -t-  7  j:  H X'  -+-...  H jrr3  0 

1.2  1.2.  .  .il 

ne  peut  avoir  deux  racines  réelles,  quand  y  est  >  o,  et 
<^  —  n.  (Sylvester.  ) 

777.  Si  l'équation /(j?)  =  o  n'a  que  des  racines  ima- 
ginaires, l'équation 

n'aura,  elle  aussi,  que  des  racines  imaginaires. 

(  Hermite.  ) 


(  433  ) 


m\sûiit  MÉTHODE  f!m  déterminer' 

LES  CARACTfiRISTlKlES  DES  SYSTÈMES  SI  GONHIliES 

(roir  page  885);  % 

Par^I^.  H.'GyZËUTH^V  (db  Goi^hague).  - 


IX.  -^^Cas  particuliers  de  la  déterrninaUion  dm  caracté- 
ristiques des  systèmes  de  coniqueà  qu^ont  un  coiHact  du 
secondltrdre  pt  deux  du  premier  ordre afec  de^iffiturbes 
donné^tk  ^  ,  *  • 

40.  Nous  rfbus  contenterez  de  considérer  les  cas  où 
deux  des  cowrbes  données  se  touchent. 

Supposons  premièremSit  que  les  courbes^  C„„„j  et 
Cmj,n^  dont  les  contacts  avec  les  coniques  du  système 
sont  du  premier  ordre,  se  touchent  en  un  point  6.  Alors 
selon  le  n*»  «3,  le  système  [(C«,„)%  C^„„„Q„,,„J  se  di- 
vise en  deux:[(G„,„)%C^,,„,e],[(C^,„)*jC„,,„.— t^nj 
et  une  caractéristique  du  système  général  comprend  ^feux 
fois  la  caractéristiqtlS  homologue  du  premier  système  par- 
tiel et  une  fois  celle  du  second;  On  sait  encore  selon  ^le 
qO  24  que,  pour  toute  e$pèÔ0  4^  coniques  infiniment 
aplatie»  du  système  général  limitas  à  ilt  poinli  d'inter- 
section de  C„„n,  avec  €,„,,„,,  le  premier  système  parti^  en 
contient  une  qui  comprend  les  cpniqulis  passant  pajr  le 
point  de  contact  ë  et  dtl  reste  détepihinées^^e  la  même 
manière  qu'au  grand  s^tèrae,  et  que  celle-ci  a,  dans  Te 
nombre  X  du  système  partiel,  le  même  ^coefficient  que 
l'espèce  homolpgue  dans  le  X  du  s^^tème  général.  Comme 
le  système  général  ne  contiei^t  aucune  conique  infini- 
ment aplatie  renfermée  dans  une  tangente  commune  à 

Ann.  de  Uathémat.,  2«  série,  t.  V.  (Octobre  i866.)      *  28 


(434) 
Cm^,n^  ^^  C,„,,«j,  '^^  systèmcs  partîels  n'en  contiendront 
plus  dans  la  tangente  de  contact  au  point  6  (voir  le 
1)0  24).  Toutes  les  coniques  infiniment  a|platies  du  sys- 
tème [(C«,m)*5  C„„„j9)  torrespondent  donc  3f  la  pre- 
mière ft  à  la  itinquième  espèce  nmnniées  an  n^  29,  et 
les  théories  du  n^  34  donnent  lieu  aux  suivants  : 

Poàr  uri  systhne  de  coniques  q%i  ont  uà'  contact  du 
second  ordre  avec  uh§  courbe  donnée  C«,  «  ^^  un  contact 
du  premier  ordre  en  ufi  point klonné  0  avec  une  autre 
cûurbe  dënnée^m^^n^,  Hfaut  compter  dans  le  ncrmhreh. 

Trois  fois,  toJie  conique  infiniment  aplatie  limitée 
à  0,  taàgentÉtà  C^,  „  et  limitée  nu  poirU  de^ontact^ 

Une  foifl  toute  conique  irifinimentmplatiertlmitée  à9 
et  à  un  point  de  rebroussfpient  de  Cw,n-  ^ 

Par  des  procédés  analogues,  ou  au  mojen^du  principe 
de  dualité  on  T<j^t  que  : 

Pour  le  même  sj^tème^  il  faut  compter  dans  le  nûm- 
bre  tj  :  .^ 

Trtfs  fois,  toute  conique  à  point  double  composée 
de  liTtangente*  à  C„>^,n,  ou  point  9  et  de  la  droite  qui 
touche  Cm,»  €n  l 'un  des  points  oii  elte^fffncfùnitre  la  première 
droite^ 

Une  fois,  toute  conique  à  point  double  composée  de 
la  tangente  dt5^„„,  au  point  6  et  d'une  tange^fh  d'in- 
fleosionàC^^n* 

■»         •  .« 

41.   On  ^aufa   (selon    le    n^  40)*  pour   le   système 

Xi=3./î-f-i.û?', 
a  =  3.IW  -H  i.^.         . 

d'où 

I 
(l5il)  u  =  V  :rr  3«  H-  rf'  =  3iff  -f-  r'. 
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Alors 

(i5^)  *  [(C«,„)%C.,,„,t|=(p,v). 

Si  Cm,n  ^t  une.courbe  générale  de  l'ordre  m,  on  trouve 

(i5c)  fi  =  v^=z3m[m  —  i). 

42.  Les  lt»éor^m€t9  du  n^  40  sont  encore  vrais  llans  le 
cas  où  les  courbes  C«,n  et  C«„nj  coïncident  et  pqur  un 
système  de  coniques  qui^ont  avec  une  mènie  courbe  deux 
coptaôfe,  Tun  du  second  brdre  en  un  ftoint  non  donné, 
Tautre  du  premier  ordre  en  un  point  donné.  Ce  système 
sera  repr^nté  par  [(Qh,n)*î  C,„,n8]«  On  trouve  pour  ce 
système  :  ^ 

:      A  =  3.(/i  — a)-f-i.«î% 

w  =  3.(i»  — a) -f-i.^, 

d'où  '  *^*        ^ 

f 
(i6rt)      f£=:'v  =  3f»»  — a)-4-rf'=3(,m  — !i)+f'j^         ^ 

Alors 

(t6b)  '       [♦€«,„)%  C«.,n.ô)^(ft,v).  ^ 

Si  €„,„  est  oniç  cji^iAe  générsjede  l'ordre  m,  on  trouve 

(l6c)  pi=:v=r3(m-^2)(*l-M). 

Pour  m  =  à  on  trouve  (z  =  v  =  o. 

PourHi  =  3  on  trouve  fi:^  v  =  la. 

■   •> 

43.  Nous  aurons  encore  à  traiter  les  cas  où  une  courbe 

avec  laquelle  les  coniques  d'un  système  ont  un  contact  du 
second  ordre,  en  touche  une  autre  avec  laquelle  elles  ont 
un  contact  du  premier  ordre.  Alors  la  formule  (I)  du 
n^  23  sera  remplacée  par  la  suivante  : 

.  |N[(C«,,)%C,.,„r,Z„Zj.=  3N[(C.,„)»e,Z.,Z,] 

28. 
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OÙ  (C,„^„)'0  exprime  la  condition  d'un  contact  du  secoud 
ordre  en  un  point  donné,  et  (C„,„)'  —  C«^,„'  celles  d'avoir 
avec  C„,,„  et  C,„/^„/  qui  selioucbent  elles-^Aèmesides  con- 
tacts séparés  respectivement ^u  second  et  du  premier 
ordre. 

On  aura  en  particulier,  si  C,„^,„^  se  réduit  à  un  point, 

N[(C.,„)«.  p,  Z„  Z,]  =  3.N[(€^,„)»ô,.2f,  Z,] 


A  ^"N[(C.,„)'-/;,Z.,ZO, 

où  (^m,nY — p  Représente  les  conditions  d'ay|%  avec 
Cm,n  un  contact  du  second  ordre  en  un  point  non  doimé, 
et  de  la  couper  en  un  point  donné.  Si  Cm'ynf  se  ijdkluit  à  une 
droite, la  formule  (I)  sera  remplacée  par  la  suivante  : 

riin  [  ^t^* "'"'''  ''  ^"  z,]  =  3N[(Q„,«)»ô,z:,  z,) 

Au  moyen  de  la  formftile  (ly,  où  l'on  peut  remplacer  la 
condition  Zs  successivement  par  cell|ii  de  passer  par  un 
point  et*de  touchée  une  droite,  on  voit  qnun  système 
[(C^,„)%  C,„,,„/,  Z]  ,  dans  le  cas  où  C„^„  et  Q„,, „.^e to«- 
chent  elles-mêmes^  se  divise  en  deux* systèmes  partiels 
[(C^,„)*0,  Z]  et  [(C;„,n)*  — Ç^,ii(,  Z],  et  que  chacune 
des  caractéristiques  du  système  géAërat  comprend  trois 
fois'  la  caractéristique  homologue  du  premier  système 
partiel  et  une  seule  fois  celle  du  second  système, 

ÂA,  Pour  trouver  les  coniques  singulières  <run  sys- 
tème [{C^,„)'0,  Z],  il  faut  regarder  celle  du  système 
[(C„,n)*>  C^',i»'i  Z]  et  examiner  ce  qu'elles  deviennent 
dans'^le  cas  où  deux  points  d'intersection  pi  et  p,  de  C„,„ 
et  C,nf,nf  coïncident  avec  un  point  de  contacta.  Au  système 
[(C,„,„)*0,  Z]  pourront  appartenir,  après  cette  coïncidence 
de  pi  et  /7, ,  des  coniques  infiniment  aplaties  : 

i^  Tangentes  à  C^^„  en  l'un  des  points  p^  ou  p^  et 
limitées  au  même  point  5 
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'2°  Renfermées  dans  une  des  deux  tangentes  communes 
»  C„,»  et  C,„/,„/,  qui  coïncident  en  même  temps  que  p,  et 
??,  et  limitées  au  point  de  contact  avec  C;„,„. 

Ces  deut  espèces  de  coniques  singulières  seront,  après 
la  coïncidence  de  pi  et  p^ ,  renfermées  dans  la  tangente  à 
Cm,  n  AU  point  9  et  limitées  à  ce  point.  Mais  elles  n'appar- 
tiendront pas  toutes 'du  premier  système  partiel,  parce 
qu'une  conique  infiniment  aplatie,  déterminée  de  la  ma- 
nière indiquée,  est  aussi  une  limite  des  coniques  du  sys- 
tèane  [(€„,„)» -C^,^,  Z)?  (Foirle  n°  24) 

Si  la  condition  Z  consiste  dans  un  contact  avec  une 
courbe  donnée  Cm^^n,  9  let  coniques  ^aplaties  dont  il  s'agit 
seront  assujetties,  a  côté  des  conditions  nommées,  oe  tou- 
cher Cto,„  au  pçint  9  et  d'y  être  limitées,  à  celle  d'être 
limitées  par  Q»,,»,.  Les  coniques  infiniment  aplaties  du 
système  [(G«,n)%  C^,  „/,  C^^^n J  j.^ui  coïncident  dànî cha- 
cune, comptent  pour  18  dans  le  nombre  A  de  ce  système 
(selon  la  deuxième  et  la  troisième  proposition  dij-n^  34)^ 
Si  nous  supposons  que  la  même  conique  singulière  compte 
pour  X  dans  le  X  du  système  [(C,„,n)*6,  C„„nJ  et  pour  jr 
dans  celui  du  système  [(C^,„)*  — C^^,„^,  C^„„J,  nous 
aurons,  selon  les  ft^^43^et  22, 

18=  3j:  -\-yy 

d'où  X  <C;6»  puisque  y  est  positif. 

Les  coniques  à  point  double  donnent  lieu  à  des  comsî- 
dérations  semblables  ^  mais  pour  elles  nous  renvoyons  ^u 
principe  de  dualité. 

45.  Le  système  [(C„,j„)*0,  C„»^,„  ]  ne  contient  de  co- 
niques infiniment  aplaties  que  celles  qui  sont  nommées 
au  n^  44.  Donc 
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d'où 

a  devant  èire  entier  et  x  positif  et  plus  petit  que  6,  on 
doit  avoir  a;  =  3. 
On  trouve  uiainteMiit  *         t 

(17^)  [(C«,4*<^»C„,,ji(p,.).         ^ 

46.  X  ayant  la  valeut^'S,  on  a  le»  t)|éoréme&  suivants  : 

Pour  un  sjrstème  4e  eom4fu»  ayant  un  ù^nfùet  du 
second çrdre  en  un  pomt  donné  &  m'ee  une  courbe  G»,», 
et  un  contact  du  premier  ordre  en  un  poi§nt  non  déter- 
miné aveo  une  courbe  Cm„nj>  on  doit  compteP  : 

DdnSfle  nombre  1,  t|ois  fois  toute  coMiguecinfiniment 
aplatie^  ^ingente  à  €„,„  au  pijéntB,  Wnitéé  à  cm  point  et 

Et  dans  le  nombre  xs,  trois  fois  toute  conique  qyant  5 
pour  point  double^  composée  de  la  tangente  à  C„^„e/i 
ce  point  et  d*une  tangente  à  C«^  „, . 

Ces  théorèmes  sont  encore  vr^is  rorsque.C,n^„  et  C„,j„, 
coïncident. 

47.  Le  système  [(C;„,n)'6,  C,„,„]  dont  les  coniques  ont 
deux  contacts  avec  C^^^,  l'un  du  second  ordre  en  un  point 
donné,  l'autre  d^  premier  ordre  en  un  point  non  déter- 
mitié,  ne  contient  pas  d'autres  coniques  singulières  que 
celles  que  lious  venons  d'indiquer  au  n^  46.  Donc 

X^3(/w  —  2),     B7=r3(/i— 2), 
d'où 

I^A  rz:  2  W  -4-  /l  —  6, 


I    V  :i=r  //ï  -f.  2  «  —  O, 

(»8A)  ■      [((;..,)»9,C»,„]  =  (p,v), 


•'  (43f) 

;t  pour  une  courbe  générale  de  l'ordre  /îi,- 

'     '  \  v=:  (m  — 2)  (2/71+ 3). 

Pour  w  =  2 ,  on  trouve  /x  =  v  =  o, 
Pour  m  =  3 ,  on  trouve  fx  =  6,  v  =  9. 

48.  Les  caractéristiques  des  systèmes 

[(C«,,)%C^.^--C«.,^]    et    [(G«,»)»-C^,»/,C«„„J 

voiries  n***  40  et  43)  se  trouvent  maintfi^int  au  moyen 
les  équations  (I)  des  n<"  S3  et  47. 
Pour  trouver  les  caractéristiques  du  système 

tant  les  coniques  ont  avec  C;„^„  un  contactl  du  seeond  et 
iB  contact  du  premier  ordre,  et  avec  €,„/,„/,  qu^  ^puehe 
Z^^nt  un  contact  du  premier  orore  séparé  des^ux  pre- 
niers  contacts,  on  fait  usage  de  Féquation  suivante  : 

(  N[(C«,„)',  C™,„, C^,„/,Z]  =  2N[(C.,„)%  C^,0,  Z'] 

(  ^  -+-N[(C«,.„)»-C<„r-C;„,„,Z]. 

)n  trouve,  en  particulier, 

/  N[(C«,„)%  C„,„,  p,  Z]  =  2N  [(G..»)',  C.,.Ô,  ZJ 
«)!  +3N[(C«,n)»ft,C.,„,  Z] 

f  -+-N[(C.,„)^-/;~C«,„,Z], 

>ù  (C„,„)*  —  p  —  Cm,n  exprime  les 'conditions  de  deux 
ontacts  du  seeond  et  du  premier  ordre  en  des  points  non 
lonnés,  et  d'une  intersection  en  un  point  donBé,  avec  une 
aème  courbe  €«,„,  et 

N[((i,,„)S  C«,„  /,  Z]=:2N [(€„,„)%  Q^,n^,  Z] 

-^N[(C„,„)'-/-C,,„,Z]. 
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X.  Détermination  des  caractéristiques  cfun  système  àe 
coniques  qui  ont  des  contacts  du  second  ordre  avec 
deux  courbes  données. 

49.  Soient  C«,„  et  C»my,n^  les  cpurbes  données;  alors  le 
système  sera  désigné  par  [(C^,„)%  (C«„»J']. 

Il  contient  toute  conique  infiniment  aplatie  : 

i"  Renfermée  dans  une  tangente  commune  aux  deax 
courbes  et  limitée  aux  points  de  contact  ; 

2^  Passant  ^t  un  point  de  rebroussement  de  Tune  des 
courbes  données,  tangente  à  Vautre  et  limilée  aux  points 
de  rebroussement  et  de  contact; 

3^  Passant  par  et  limitée  à  un  point  de  rebroussement 
de  cliacune  des  deux  courbes. 

,.  Dé^igpons  par  x^  y  el  z  les  coefficient^  relatifs  à  ces 
trois  classes  dans  rexpression  de  X  ;  alors 

X=:x«/i,  -h^  (rf'/i,  H-  d\n)'^zd' d\ , 
et  selon  le  principe  de  dualité 

ij  =  xmmy  -\-  r(t'mi  4-  t[m)  -{-zt' t\  , 
d'où  résulte  -  .  , 

f*=  ^[x(/?2/7i|  H-  inn^)  -^jr(t' m^-^t'^m  +  arf'wi  -+-  ^d\n) 

-f-z(r'r;-f-2^'<)], 

V  =  -[a:(2/w/Wi  H-  nn^)  -f-  y(2/''iw,  -h  it\m  -h  d' n^  H-  d\n) 

'^Z{lt'i\-^d'd\)\ 

50.  Pou^  déterminer  les  valeurs  des  coefficients  nous 
essayerons  de  trouver  par  d'autres  moyens  la  valeur  de  jut 
dans  le  cas  où  C„,„  est  remplacée  par  la  courbe  M  de 
l'ordre  m  et  douée  d'un  point  multiple  de  l'ordre  m  —  i, 
(voir  le  n**  30).  Il  nous  faudra  appliquer  le  lemme  du 
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n**  31  au  système  [M,  (C„,„„,)',  p)  auquel  correspondront 
(les  notations  du  n**  31  étant  conservées)  les  valeurs  sui- 
vantes : 

/•  =  I,      q  =2  2IW  —  2, 

a  =  N[(MO,(C.„„J%/>] 

ou,  d'après  Féquation  (II)  du  n^  23, 

d'où 

qa-^P  =  2</ii-  2)N[Mô,(C«„„J%/>]-hN[M,(C«.,„,)%/^,/..]. 

Or ,  selon  les  formules  (  1 5  )  et  (  1 1  ) ,  qui  sont  encore 
vraies  pour  la  courbe  particulière  M  (*), 

N  [M,  (€«.,.„,)% /7, /?.)==  (3;iî, -t- r;  )(2iii -^  «), 
et,  selon  le»n°  30,  n  =  2  (m  —  i)  ;  par  conséquent 

^a -I- p  =  6(iw  —  i)  (3/w, -h  *;  ). 

Comme  aucune  des  ^a -h  jS  coniques  dont  un  point 
d'intersection  avec  M  coïncide  avec  un  point  de  contact 
n'est  infiniment  aplatie,  elles  auront  toutes  un  contact  du 
second  ordre  avec  cette  courbe.  Donc 

et  nous  aurons  une  expression  de  cette  quantité  en  sub- 
stituant dans  celle  que  nous  avons  trouvée  pour  (x,  dans  le 
numéro  précédent,  les  valeurs  de  n,  d^  et  f'  qui  corres- 
pondent à  la  courbe  1V{  : 

n=z*!i(m  —  i),     d' z=z  Oy     t' z=.Z(m  —  2). 


(*)  Voir  la  note   du  n®  32. 
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On  trouve  alors 

ya-f-  p=  gj[(j?-f-i5/)/w— i8/]m,-+-4(«— 3j^)(jyi  — i)fl, 

-f-  [  (5r  -f-  3z)  m  ->  6r  —  6z] t\  j. 

Les  deux  expressions  de  ça-h^  doivent  être  ^ales,  et 
comme  les  nombres  m,  /Wt,  /ii  et  t\  peuvent  prendre,  in- 
dépendamment les  uns.  des  autres,  uoe  ifnfinité  de  valetvs, 
elles  doivent  être  idientiques,  ce  qui  doi\ne 

31 .  Eln  substituant  dans  les  expressions  trouvées  pour 
fx  et  V  daijs  le  n**  49  ces  valeurs  de  x^j  et  z  et  réduisant 
au  moyennes  formules  de  M.  Plûckev^  on  trouve 

(1911)  u  =  P=:  (Sw  +  r/)  (3w,  4-r;  )  =  (3«H-rf')  (3/1,  -f-O; 
(^9^)  [(C«,„)%((i.,„J^]  =  (p,v), 

et  quand  C^'^„  et  C^,,»,  sont  les  courbes  les  plus  générales 
de  leur  ^egréj 

(19c)  p=:  vnr  9/7l(/?l  —  l)/W,  (/?i,  —  l). 

52,  Les  coefficients  X,  j*  et  ^  qui  entrent  et  dans  A  et 
dans  zj  étant  trouvés,  nous  aurons  les  propositions  sui- 
vantes : 

Pour  un  système  de  coniques  qui  ont  des  contacts  du 
second  ordre  avec  deux  courbes  données  y  iljaut  compter  y 

Dans  le  nombre  X  : 

Neuf  fois,  toute  conique  infiniment  aplatie  renfermée 
dans  une  tangente  commune  aux  deux  courbes  et  limi- 
tée aux  points  de  contact; 

Trois  fois,  toute  conique  infiniment  aplatie  pas- 
sant par  un  point  de  rebroussement  de  Vune  des  deux 
courbes  y  tangente  à  Vautre  et  limitée  aux  points  de  re- 
broussement  et  de  contact  ,• 
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Une  fois,  toute  connue  infiniment  aplatie  limitée  à . 
un  point  de  rebroussement  de  chacune  des  deux  courbes^ 

Et  dans  la  nombre  n  :  '        ' 

Neuf  fois,  liewc^  conique  ajrant  pour  pomt  double  un 
point  d^ intersection  des  deux  courbes  et  composée  des 
deux  tangentes  en  ce  point ^ 

Trois  foifi,  toute  conique  à  point  double  composée 
d*une  tangente  d'inflexion  de  l'une  des  courbes  et  de 
la  tangente  à  Vautre  mt^Cun  des  point$  oà  elle  ren- 
contre la  première  droite  ,• 

Une  fois,  toute  conique  à  point  double  composée 
d^une  tangente  d^ inflexion  de  chacune  des  deux  cour^ 
best*). 

{*)  La  comparaison  de  ces  théorèmes  avec  ceux  du  n^  34,  confirme, 
comme  dans  tous  les  cas  que  j'ai  traités»  la  règle  suivant»,  qui  (lur  ell*» 
même  est  très-prohable. 

Lorsque  une  conique  infinimeikt  aplatie,  passant  par  et  Jjmitée  à  an 
point  d'intersection  de  C^^^^^  et  C^„„, ,  et  satisfaisant  à  une  autre  couple 
de  oonditioiis  que  noua  désigneron»  pav  X,  eos^te  pour  et  dtoi»  le  A  dtr 
système  (2^.  Z„  C^,  ^^ ,  C^,,,,^)»  ol^u'iuaft  conique  iafimmeniti  aplatie,  qud 
aussi  passe  par,  et  est  limitée  à  un  point  d'intersection  de  €^  ^^^  avec 
^m«,«s>  ®*  ^"i  satisfait  à  une  couple  de  conditions  Y,  compte  pour/  dans 
le  i  du  système  (Z„  Z^,  C^^^nj»  ^jn,,»,^»  la  conique  infiniment  aplatie, 
déterminée  par  les  condition»  &  et  Y,  compte  pour  xy  dans  le  X  du  sys- 
tème (  Zj,  Zj,  Z,y  Z4). 

Ayant  prouyéihissi  pour  les  cas  où  lescondîtions  2lj.et  Z,  (ainsi  que  Z, 
et  Z4),  ne  sont  pas  indépendantes  Tune  de  l'autre,  la  vérité  de  cette  règle, 
que  je  n'ai  pa&  oaé  accepter  a  priori^  on.  poui^ait  se  passes  de.  tout  ce 
paragraphe-ci,  les  théorèmes  du  n^  52  résultant  alors  du  n^  34.  On  en 
pourrait  aussi  faire  usage  ailleurs  :  elle  donnerait,  par  exemple,  dans  le 
n^  29  les  équations  suivantes  entre  les  coefficients  : 

5  =  20:,       5=i2V. 

On  ne  pourrait  pourtant  se  |>asser  des  recherches  du  n^*  32. 

Du  reste,  nous  n'avons  ptfs  donné  à  l'énpncé  de  notre  règle  toute  la  gé- 
néralité probable,  mais  on  en  saura  mieux  fixer  l'extension  en  même 
temps  qu'on  la  prouvera. 

(  La  suite  prochainement  J) 
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NOTE  SUR  LE  UEII  DES  FOYERS  DES  SECTIONS  CENTRALES 
DES  SURFACES  DU  SECOND  DEGRÉ  ^ 

Par  m.  V.-A.  LE  BESGUE. 


Pour  simplifier  le  calcul,  on  suppose  que  les  axes  des 
coordonnées  sont  aussi  les  axes  principaux  de  la  surface 
qui  a  pour  équation 

(i)  Ax»-*-Bj^»-f-Cz'=i; 

ou  représente  par  ** 

(2)  mx -^  njr -\- pz  =  o 
le  plan  de  la  section,  et  par 

(3)  x'-f-j^-h  z'=r»  '^ 

le  carré  d'un  demi-diamètre  de  la  section.  En  exprimant 
que  r  prend  sa  valeur  maximum  ou  minimum  au  moyen 
des  équations 

X  dx  -\-  X  dy  -h  3  É^2  =1:  G, 
m  dx  -¥-  n  djr  -h  p  dz  =  o, 
Ax  cix  -^  Bjr  djr  -h  Cz  dz  r=  o, 

on  a,  en  éliminant  les  dérivées  -7-»  -7-9  Téquation 

dx    dx  '■ 

m{B  —  C)jz  -f-  /i (C  —  A) za:  4- />(A  —  B)x^  —  o, 

ou  bien 

(4)  majrz-^  n^zx  -\-p'^xjr=zo^ 

en  posant,  pour  abréger  : 

B--C=a,     C  — A:=::fi,     A  —  B  —  y, 
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Ces  équations  donnent  immédiatement 

a-h  pH-7  =  o,      a'-f-P'-4-72i=  — 2(ap  4-  ^7  -4- 7a), 

aA+pB -1-70  =  0, 

a^A^-h  p^B'  -f- 7'C!*  =  —  2(apAB  -h  p7BC.-f-  7aCA), 

résultats  qui  serviront  bientôt. 

Les  équations  (i),  (2),  (4)  donneront  or,  ^,  2;  puis  (3) 
donnera  r.  Mais  le  calcul  de  r  peut  se  faire  plus  directe- 
ment comme  il  suit. 

Les  équations  (2)  et  (4)  donnent 

i^\  ^  = f = P  ^l 

et,  en  mettant  pour  a^  |3,  y  leurs  valeurs,  conduisent  à 

I — Ar'  I  ~  Br'  i  — Cr' 

Mais  on  a 

XV>  =  X'  ar>  4-  X*  r*  -H  X»  z% 

X  V»  z=  A  rU»  a:'  H-  B  rU^  j^  -f-  G  rn»  z' , 

d'oii  Ton  tire  par  la  soustractient 

(i— Ar»)X=a;^-f-(i  — Br»)  X»j^-f- (i  —  Cr^jX^z'^  o; 
puis^  mettant  pour  Xx,  ly-y  Iz  leurs  valeurs,  il  en  résulte 

I— Ar»"^  I— Br»  "*"  i— Cr»~"^' 
et  par  conséquent  Téquation 

(BC/w^H-CA/i^H- AB/?')r< 

—  [(B  -h  C)  m'' H-  (C  -f-  A)  «='  H-  (A  -f-  B)/?']  r' 

-f- (/?i=-f-/2'4-/?')  =  o, 
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OU,  pour  abréger, 

(6)  Lr*~Mr>-f-N=ro. 

Les  deux  valeurs  de  r*  étant 


M±:VM'— 4L1N 

» 


ah 
la  différence 

VM»— 4LN 


prise  en  valeur  absolue,  sera  le  carré  de  la  distance  du 
centre  à  un  dés  foyers. 

Le  carré  p*  peut  s'exprimer  comme  il  suit  en  fonction 
des  coordonnées  du  loyer.  On  remarquera  que  les  équa- 
tions (a),  (4)  étant  homogènes,  on  peut  y  remplacer  les 
quantités  x,  y^  z  par  des  quantités  proportionnelles. 
Ainsi,  aux  coordonnées  des  sommets  on  peut  substituer 
celles  des  foyers,  et  Ton  aura,  ces  coordonnées  étant  x, 

m  n  p  

ou  bien  encore 

ou,  pour  abréger, 

Substituant  dans  la  valeur  de 


,       ,       V^M'— 4LN 


on  aura  d'abord 


\  =  BCa:»X'-4-  CA/'Y'-f-  ABz'Z% 
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et  en  remplaçant  X,  Y,  Z  par  leurs  valeurs,  et  simplifiant 
au  moyen  de  Téquation 

a»  A' -h  p»B'-f-7»C'=  —  7.  (aftAB-f-  P7BC  -»-  vaCA), 

il  viendra 

T 

-;  =  (Aar'-f-  Br'-+-  C2«)(Aa>7»2^-+-  Bp'z'j?»  H-  Ci^a^y''). 

Le  calcul  de  —  v^M* — 4LN  est  plus  compliqué.  On  a 
d'abord,  réduction  faite,    .■ 

M'—  4LN  =  a*/ii«+p»/î«  -f.^'/?*—  2p7ii>/>' 

puis,  en  remplaçant  m,  n^p  par  leurs  valeurs,  celle  de 
—  VM*—4LN  devient 

OU  bien  encore 

v/(pz*— 7X»)*(7a:»  — a«»)»(aj»  — p^^)»  =  V^X^Y»Z»  =  i  XYZ. 
Ce  résultat,  qui  ne  suppose  pas  la  relation 

a-t-p  -4-7=0, 

s'établit  comme  il  suit  :  on  met  la  quantité  radicale  sous 
la  forme 

(a':r*X'—  T.a-^x'z^Z''  —  2apjr'j2Y=^)X» -h  (pr'Y»  —  7Z»Z')% 

et  comme  on  a 

z=L  Pj2  {f  o:*  H-  a^  z*)  —-  7z2(a2^<  -h  p'.r<) 
zr=(pz»— 7j2)(a^j'z'—  P7;r') 
=  X(a»7^z» -~p7^), 
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la  quatitilé  sous  le  radical  est  donc  divisible  par  X'.  On 
prouve  de  même  qu'elle  est  divisible  par  Y*  et  par  Z',  d'où 
il  suit  que  X*Y*Z'  est  diviseur  dp  la  quantité  radicale. 
Comme  cette  quantité  est  du  douzième  degré  en  x^  j,  z 
aussi  bien  que  le  produit  X*Y*Z*,  il  suffit  d'ordonner 
pour  trouver  le  quotient. 

Dans  la  quantité  radicale,  la  plus  haute  puissance  de  x 
se  trouve  dans  les  termes 

ou 

(P^'Y'-7Z^Z»)'=:[X(a»r'z»~P7x*)p. 

C'est  donc  P'y'X'.o:'^  qui  est  le  premier  terme  de  la  quan- 
tité radicale  ordonné^  par  rapport  à  x. 

ifans  leproduit  X' Y'  Z>  ou  X'Iyx»— a  z*)«(aj*— ^o:*)», 
le  terme  en  x^  est  aussi  j3''/*X*.a:*.  Le  quotient  est  donc 
l'unité. 

On  aura  donc 

(      =±  [^z^  -  77')  (7*'  —  ««')  («r'—  P^' )• 

Cette  équation  ne  diffère  de  celle  donnée  par  M.  Pain- 
vin  [Nouvelles  Annales^  p.  49O9  1864)  que  par  le  dou- 
ble signe  du  second  membre.  Pour  le  voir,  il  suffit  de 

remplacer  A,  B,  C  par  -;î  j-^  — ;  alors  a,  /3,  y  deviennent 
c^—b^    a^-^c^    b^  —  a^ 
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puis 
devient 

^  [(''-  *')'iS  ^c'-  ^y  S  -^  (*'-  «')'  ^;]  ' 

de  sorte  qu'en  multipliant  par  a*b^c*y  et  prenant  le  signe 
supérieur,  on  a  précisément  le  résultat  de  M.  Painvin. 
Il  reste  à  examiner  s^il  faut  toujours  prendre  le  signe 
supérieur. 

Remarque.  —  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  l'équa- 
tion biquadratique  à  quatre  inconnues 

devient  une  identité  en  posant 

Il  z=jr(cx^—  «s»), 
t*  =:z(ay —  àx^)f 
s=:(bz^  —  cy^)( cx^  —  az^)  [ay^  —  bx^). 

On  prouve  de  même  qu'on  peut  prendre 

t=zx(bx^—cz'^)9 
H  =z  jr(cz^  —  û^*)> 
P  z=z(ax^ —  ^j'), 
s  z=  {by^—  cz")  [cz^  —  ax")  [ax^—  by). 

On  trouve  ainsi  une  infinité  de  solutions  en  nombres 
entiers  quand  a,  i,  c  sont  des  entiers  de  signe  quel- 
conque. 


Ann.  de  Maihémat.,  2*^  série,  t.  V.  (Octobre  1866.)  ^9 
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QUESTION  DE  LICENCE; 

SOLUTIOW    DE    M.     T9.    DIEU, 

Agrégé,  Docteur  es  sciences. 


1.  Problème  de  Mécanique. 

Un  point  matériel,  astreint  à  rester  sur  un  cône  de 
réi^olution^  est  solUeitépar  une  force  dirigée  "vers  le  som- 
met ^  proportionnelle  à  la  masse  du  point  matériel  et  à 
ses  distances  au  sommet.  Il  part  d^ une  position  donnée k 
auec  une  vitesse  Uo  dirigée  suivant  une  tangente  AT  au 
cône.  Quel  sera  le  mouvement  du  point  matériel?  On 
fait  abstraction  du  frottement. 

Le  sommet  du  cône  est  pris  pour  origine,  et  son  axe 
pour  axe  des  ^;  le  plan  zxpassepar  la  position  initiale  A; 


l'angle  de  la  direction  AT  de  la  vitesse  v^^  avec  la  tan- 
gente Ay  au  parallèle  AB  du  cône  sera  désigné  par  e, 
AOz  par  a,  AO  par  /'o?  AC  par  Zq  et  OC  par  p^. 

Soit  M  la  position  du  point  matériel   à  la  fin  d'une 
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durée  t  comptée  depuis  le  commencement  du  mouvement. 
x^  y^  z  représenteront  les  coordonnées  de  M,  r  la  dis- 
tance OM,|0  sa  projectionONsurleplanar^,9rangleNOa:, 
et  f^  la  vitesse  du  mobile. 

Le  principe  de  Leibnitz  donne  i^*  =  Ar*  -f-  C,  ou 

(i)  dx^-^-dy^-^-  dz^=  (^z'séc^a  -h  C)flffS 

C  désignant  la  quantité  y\  —  /rrj ,  et  A  la  force  rapportée 
aux  unités  de  masse  et  de  distance.  }^  sera  positif  pour 
une  répulsion,  négatif  pour  uuq  attraction. 

Le  principe  des  aires  s'applique  au  mouvement  pro- 
jeté sur  xy^  car  la  réaction  de  la  surface  rencontre  tou- 
jours l'axe  des  z.  On  a  donc  p*d9=^  C! dty  ou 

(2)  xdy  —ydxz=zQIdty 

C  désignant  i^î  (57)  ou  p^i^^^cose,  car  pj— )  est  la 

composante  de  v^  suivant  Ay'. 

De  l'équation  (  2  )  et  de  l'équation  différentielle  du  cône, 

xdx -^^  ydy'=.zdz\.2Xi^9.y 
on  déduit 

(x^-j-^^^)  (ctr'-f-  dy-")  =  d'^dt''-^  z" dz"  \asi%' a.. 

Remplaçant  x*-f-j^*  par  «*  tang'a,  dx^-^-dy^  par  sa 
valeur  tirée  de  l'équation  (i),  et  résolvant,  il  vient 

(3)  dt  =  ± z^..tang«séc« 


s^hz'^  tangua  séc'a  4-  Cz^  tangua  —  C'^ 
La  quantité  sous  le  radical  serait  un  carré  si  l'on  avait 
(?sin»a-l-4AC'^     ou     (pJ--XTj)2-h4^rÎpJcos^e=:o, 

ce  qui  exige  6  =  -  avec  v\  =  hr\  pour  une  répulsion^  et 

29. 
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6=0  avec  i^l  =  —  kr]  pour  une  attraction  ;  mais  ces  cas 
particuliers  seront  d'abord  écartes. 
En  posant 

z^tanga==:a,     Csinacbsa  =  2/2     et     C'cosa=/?, 

la  formule  (3)  se  réduit  à 

\ku^-\-  inu  —  p^ 
jittraction.  —  Soit  ft  =  —  jx*.  On  a 

du 


iidi  =  ± 


dont  Fintégrale  est 

pt'  //  —  n 


2|x{/H-  7)  =  ip  arc  ces 


y  désignant  la  constante  arbitraire.  L'intégrale  de  Féqua- 
tion  (3),  c'est-à-dire  de  celle  qui  s'en  déduit  par  la  sub- 
stitution de  — [i}  k  hy  est  donc, 


/x^znanga  =  /2  H-  ^n} —  fx^/?'.cos2fi(^  H-  7) 

quel  que  soit  le  signe  à  prendre  da,ns  le  second  membre. 
La  condition  d'avoir  z=:  z^  pour  t  =  0  donne 

u?zl  langa  —  n 
COS2fA7  =  - — "        ^ . 

Celle  valeur  decos2|!Jty  sera  entre  — i  et-f-i,  puisque 
le  mouvement  doit  avoir  lieu;  c'est  ce  qu'on  verra  d'ail- 
leurs facilement  en  remplaçant  n  etp  par  ce  qu'ils  repré- 
sentent. Soit  y'  l'arc  compris  entre  o  et  —  qui  satisfait; 
—  7' satisfait  aussi.  Le  mouvement  de  la  projection  du 
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mobile  sur  Oz  est  délerminé  par  une  des  intégrales  par- 
ticulières 


(4)  fA*3'tanga=/i  -h  ^/i^—  fi'/?^cos2fA(/ip7'). 

Les  valeurs  de  z  sont  croissantes  ou  décroissantes  à  partir 
de  z^  selon  qu'on  prend  —  ou  -h  devant  y' 5  le  premier 
signe  répond  donc  au  signe  supérieur  dans  la  formule  (3), 
et  à  une  vitesse  initiale  dirigée  du  côté  de  AB  opposé  au 
sommet,  tandis  que  le  second  répond  au  signe  inférieur 
dans  la  même  formule  et  à  une  vitesse  initiale  dirigée  du 
côté  du  sommet  ou  suivant  Aj*'. 

Quel  que  soit  le  signe  qu'on  doive  prendre  dans  la  for- 
mule (4)  : 

1°  Le  mobile  ira  de  sa  position  initiale  jusqu  à  un  des 
plans  situés  du  côté  des  i-  positifs^  représentés  par 


puis  de  ce  plan  à  Vautre^  et  ainsi  de  suite.  S'il  va  £  abord 
vers  le  plan  le  plus  éloigné  du  sommet^  il  y  arrix^e  pour 
t  =zy'-^  s'il  va  d'abord  au  contraire  vers  le  plan  le  plus 

voisin  du  sommet  j  il  y  arrivée  pour  t= 7'  ;  enfin  la 

durée  du  passage  d\in  de  ces  plans  à  Vautre  est  tou- 

lours  — • 

2^  z  reprend  péribdiquement  les  mêmes  valeurs  pour 
des  valeurs  de  t  en  progression  par  différence  de  raison 

égale  à-j  à  partir  d'un  instant  quelconque, 
r 

De  Féquation  (4)  et  de  p^d9^=C'dt  qui    revient  à 

3*  tainaoL.dO  =  -A-  dt.  on  tire 

^  sm  a 


iiia  n  _|_  ^/î2-_^2y^2    cos2pL(/qp7') 
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Posant 

cette  formule  se  ramène  à 

sina  I -h  fl*tang*ft{^zp:7')' 

dont  l'intégrale,  prise  de  telle  sorte  que  6  =  0  réponde  à 
f  =  o,  est 

(6)  B  =  - —  {arctang[a  taiigft(rqr7')]±arc  tang(aUngpi7'}|. 

D'après  cette  formule,  où  Ton  doit  adopter  les  signes 
supérieurs  ou  inférieurs,  respectivement  associés  à  ceux 
des  formules  f  4)  ^^  (^)y  selon  que  le  mobile  s^éloigne  ou 
se  rapproche  d'abord  du  sommet  : 

1°  Si  le  mobile  s* éloigne  d^ abord  du  sommet^  on  a 

^       arctang(fltanguy)  -  ».»       '•'  »  .      » 

6  = ^ EL-LJ.  lorsqu  il  amy^e  sur  le  premier  des 

sma  ^  '^ 

plans  (5),  et  si  au  contraire  il  se  rapproche  d'abord  du 
sommet,  on  a  0  ==  - —  1 arc  tang  (a  tang^^y')  1  lors- 
qu'il arrivée  sur  le  second  de  ces  plans.  Pendant  que  le 
mobile  passe  deVun  à  Vautre,  0  augmente  constamment 

de  — ; 

2  sin  a 

2^  9  croît  toujours  de  -. —  dans  des    intervalles  de 

'  sma 

temps  successifs  égaux  à-  à  partir  d^un  instant  quel- 

r 
conque. 

En  rapprochant  cette  dernière  conclusion  de  son  ana- 
logue relative  à  z,  on  voit  que  : 
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Le  mouvement  considéré  à  partir  d'un  instant  ^uel^ 

conque  est  périodique.  La  durée  de  la  période  est-» 

A  la  fin  d'une  période  le  mobile  se  trouve  sur  le  même 
parallèle  qu'au  commencement,  mais  dans  une  position 
différente.  Ses  vitesses  au  commencement  et  à  la  fin  ont 
la  même  valeur,  et  leurs  directions  font  des  angles  égaux, 
dans  le  même  sens,  avec  le  parallèle. 

Si  -: —  était  contenu  un  nombre  entier  de  fois  dans  un 
sma 

multiple  sNtt  de  stt,  c'est-à-cftre  si  aNsina  était  un 
nombre  entier  N',  après  une  durée  - —  écoulée  à  partir 

d'un  instant  quelconque^  z,  r,  -7-  el  v  auraient  repris  les 

* 
mêmes  valeurs,  tandis  que  6  aurait  augmenté  de  2  N  77^ 

le  mobile  serait  donc  dans  la  même  position  et  aurait  la 
même  vitesse  en  grandeur  et  en  direction  qu'à  l'instant  à 
partir  duquel  on  le  considère.  Dans  ce  cas  seulement,  la 
trajectoire  est  une  courbe  finie. 

Quand  e  =  o,  c'est-à-dire  pour   une  vitesse  initiale  , 
dirigée  suivant    Ay\  Téquation  (5)   donne  z  =  z^   et 

z  = ou  jb^j.  —  •  Selon  qu  onai'^>jutro  ouro^f^ro» 

le  mobile  s^éloigne  d'abord  du  sommet  ou  s^en  rapproche. 
Si  avec  6  =  0  on  a  t^^z=z[xrQ^  les  plans  (5)  se  confon- 
dent tous  deux  avec  celui  du  parallèle  Â6,  et  cela  indique 
que  le  mobile  décrit  ce  parallèle.  Dans  ce  cas  particulier, 
en  effet,  la  valeur  (3)  de  dt  serait  imaginaire  si  Ton 
n^avait  toujours  z  =  ^0,  car  la  quantité  sous  le  radical, 
(substitution  faite  de  —  fx^  h  A),  se  réduit  à 

—  jx'  taiJg- a  sec' a  ( s- —  Zo)\ 
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L'ëquation  (i)  donne  v  t=  i'^,,  et  Téquation  (a) 

-— =  -r  =  ->     d'où     0  =  -f. 

Répulsion.  —  Soît  *  =  fA*.  On  a 

du 


2di=z±: 


vVfHfH 


Posant  fjt'îi  -f-  w  =  Ç  ^n*-h  /*'/?*,  il  vient 


7,]t.dtz=± 


dont  rintégrale  est 

7  désignant  la  constante  arbitraire.  On  tire  de  là 

2 

Parsuhe,  l'intégrale  générale  deFéquation  (3),  subslilu- 
tion  faîte  de  (x*  à  A,  est 

Pour  avoir  l'intégrale  particulière  qui  convient  au  pro- 
blème, il  suffit  de  déterminer  y  par  les  deux  formules 

Quand  le  mobile  se  rapproche  d'abord  du  sommet  du 
cône,  il  faut  prendre  les  signes  inférieurs;  alors  z  décroît 
jusqu'à  la  valeur  positive  donnée  par 


fii22Uanga=  slri^-^-y^p^  —  n. 
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puis  croit  ensuite  indéfiniment.  Quand  au  contraire  le 
mobile  s'éloigne  d'abord  du  sommet,  il  faut  prendre  les 
signes  supérieurs,  et  alors  z  croit  toujours  à  partir  de  sa 
valeur  initiale. 


NOTE 

sor  ni  article  inséré  dans  les  Nonvelles  Annales  de  Mathématiqnes 
et  relatif  à  la  publication  intitulée  : 

•i 

Passage  du,  Traité  de  la  Musiqt/as  d'Aristide  Quintilien,  etc.  (*) 


(Extrait  dei  jitti  delV  Accademia  Pontificia  de*  Nuovi  Lincei, 
t.  XIX,  année  XIX,  séance  du  8  arril  1866.) 


L'auteur  d'jm  article  inséré  dans  les  Noui^elles  Annales 
de  Mathématiques  (avril  1866,  p.  189,  1.  1-24)  s'étonne 
qu'un  homme  qui  s'occupe  de  l'histoire  de  l'Arithmétique 
ait  pu  attacher  à  des  textes  grecs  où  certaines  propriétés 
des  nombres  reçoivent  une  application  superstitieuse, 
assez  d'importance  pour  prier  deux  hellénistes  de  tra- 
duire et  d'expliquer  un  de  ces  textes,  et  pour  être  curieux 
de  connaître  l'époque  de  l'auteur.  Le  critique  paraît  avoir 
oublié  que^  lorsqu'il  s'agît  de  faire  l'histoire  d'une  con- 
naissance, il  faut  bien  la  saisir  dans  les  textes  les  plus 
anciens  où  on  la  rencontre,  lors  même  qu'elle  y  serait 
appliquée  à  un  usage  puéril.  C'est  ainsi  que  l'histoire  de 
l'Astronomie  et  celle  de  la  Chimie  trouvent  des  documents 
précieux  dans  le  fatras  des  astrologues  et  des  alchimistes. 
C'est  ainsi  que  des  notions  assez  avancées  sur  les  pro- 


(*)  Voir  Aui  deW  Accademia  Pontificia  de'  Nuovi  Lincei,  t.    XVIII, 
anno  XVIII,  i865-66,  etc.,  sessione  VII  dcll'  11  giugno  i865,  p.  365-376. 
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priétës  des  nombres  se  trouyent  impliquées  dans  certaines 
rêveries  antiques  sur  leurs  significations  mystérieuses  et 
sur  les  influences  chimériques  qu'on  leur  attribuait,  on 
bien  dans  certaines  formules  bizarrement  énigmatiques 
sous  lesquelles  on  se  faisait  un  jeu  de  cacher  des  notioDs 
mathématiques.  C'est  ainsi  que  le  nombre  nuptial  de 
Platon  et  les  remarques  subtiles  d'Aristide  Quintilien  sur 
les  nombres  qui  représentent  les  sons  musicaux  et  sur  les 
rapports  prétendus  de  ces  nombres  avec  certains  phéno- 
mènes physiologiques,  peuvent  jouer  un  rôle  sérieux  dans 
Thistoire  antique  de  di\[3rses  propriétés  de  nombres, 
et  notamment  de  l'égalité  3»-h4*-|-5'  =  6».  En  effet, 
cette  égalité  se  trouve  certainement  impliquée  dans  le  pas- 
sage de  Platon  sur  le  nombre  nuptial^  comme  on  en  peut 
voir  la  preuve  donnée  par  M.  Vincent  dans  le  tome  XVI 
des  Notices  et  extraits  des  manuscrits  de  la  Bibliotlièque 
du  Roi  (^))  et  par  moi  dans  un  article  de  la  Rei^ofi  ar- 
chéologique  (**).  Cette  même  égalité  se  trouve  aussi 
dans  le  passage  d'Aristide  Quintilien  traduit  et  com- 
menté dans  la  publication  mentionnée  ci-dessus,  comme 
on  en  peut  voir  la  preuve  dans  cette  publication  même. 

Tfl.  Henri  Martin. 

Note  du  Rédacteur,  —  La  répatation  de  M.  lô  prinee  BonoompagDi  et 
celles  de  MM.  H.  Martin  et  Vincent  sont  trop  solidement  établies  pour 
avoir  rien  à  redouter  d'une  phrase  maladroite  qui,  dans  son  extrême  con- 
cision, ne  rendait  point  notre  pensée.  Nous  n'avons  jamais  eu  Tintention 
de  refuser  à  ces  messieurs  la  justice  qui  est  due  à  leurs  beaux  travaux. 
Nous  insérons  d'autant  plus  volontiers  la  réclamation  de  M.  H.  Martin, 
qu'elle  renferme  une  opinion  fort  judicieuse  et  qui  ne  s'applique  pas  seu- 
lement aux  travaux  d'érudition.  C'est  en  attaquant  les  plus  petits  détails, 
qu'on  vient  à  bout  des  plus  grandes  questions.  P. 


(<)  Paris,  1847;  in-4,  p.  184,  lig.  9-36,  p.  i85-i93,etp.  194,  lig.  2-19. 
(*")  XIII®  année,  i5®  livraison,  i5  août  i856,  p.  237-287. 
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SOLUTION  DE  QDKSTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  GIS; 

Pau   m.    Ar.    VIANT   (*), 
,  Au  PryttfDée  Militaire. 

On  donne  une  conique  et  un  point  fixe  O  dans  son 
plan.  Du  point  O  on  mène  deux  droites  OA,  OB  per- 
pendiculaires  entre  elles ^  qui  coupent  la  conique  en  K 
et  B.  On  joint  le  point  A  au  point  B,  et  Von  mène  en 
ces  points  les  tangentes  AT,  BT  à  la  conique^  on  pro- 
jette le  point  O  sur  les  trois  côtés  du  tnangle  ABT  ;  par 
les  trois  points  ainsi  obtenus' on  fait  passer  une  circon^ 
jérence.  Pour  chacune  des  positions  de  V angle  droit, 
on  obtient  ainsi  une  circonférence ^  démontrer  que  toutes 
ces  circortjérences  sont  tangentes  à  une  même  cii^^on- 
férence. 

La  circonférence  des  projections  du  point  O  peut  être 
considérée  comiDiç  la  podaire,  par  rapport  à  O,  d'une  co* 
nique  tangente  aux  trois  côtés  du  triangle  ABT  et  ayant 
un  foyer  au  point  O,.  Cherchons  l'enveloppe  de  ces  co- 
niques» 

La  transformation  parles  polaires  réciproques,  lorsque 
la  courbe  direclrice  est  une  circonférence  admettant  le 


(*)  La  question  613  a  déjà  été  résolue  (numéro  de  juin,  p.  277).  La 
solution  de  M.  Yiant  n'a  pas  été  mentionnée.  Cest  une  omission  qne  non» 
réparons  en  insérant  cetle  solution  dans  le  présent  numéro.  Elle  diffère 
d'ailleurs  en  plusieurs  points  de  celle  qui  a  été  donnée  par  M.  Baiik- 
quenne. 
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point  O  pour  centre,  remplace  les  coniques  focales,  in- 
scrites dans  le  triangle  variable  ABT,  par  des  cercles 
circonscrits   aux    triangles^  polaires  conjugués  des  tri- 
angles ABT. 

Soit  abt  un  de  ces  nouveaux  triangles  (les  petites  let- 
tres désignant  les  pôles  des  côtés  opposés  aux  sommets 
de  même  nom).  Le  triangle  abt^  relativement  à  la  co- 
nique transformée  de  la  conique  donnée,  est  placé  comme 
le  triangle  ABT  relativement  à  celle-ci.  De  plus,  OA,  OB 
étant  rectangulaires,  les  tangentes  a£,  bt  à  la  transfor- 
mée ab  le  sont  pareillement. 

Or,  la  circonférence  circonscrite  au  triangle  abt  est 
évidemment  tangente  en  £  à  la  circonférence  fixe  d'où  Ton 
voit  la  conique  ab  sous  un  angle  droit  (*),  Par  suite,  la 
conique  transformée  de  la  circonférence  circonscrite  au 
triangle  abt^  c'est-à-dire  la  conique  mobile  du  foyer  0, 
reste  toujours  tangente  à  une  conique  qui  a  le  point  0 
pour  foyer,  et  le  contact  a  lieu  sur  la  polaire  AB  de  t  (**). 

Revenant  à  la  question  proposée,  on  voit  que  la  cir- 
conférence des  projections  du  point  O  touche  ^constam- 
ment une  circonférence  fixe,  et  que  le  contact  a  lieu  au 


(*)  La  conique  ah,  transformée  de  la  conique  donnée  AB,  touche  les 
côtés  aty  bt  du  triangle  aht  aux  points  a  et  h.  Le  centre  e  de  cette  conique 
ah  est  sur  la  droite  menée  du  point  t  au  milieu  m  de  la  corde  des  con- 
tacts ah.  Le  point  m  est  le  centre  de  la  circonférence  circonscrite  au 
triangle  ahi^  parce  que  Vangle  ath  est  droit.  Les  deux  circonférences  dont 
il  s'agit  passent  par  le  point  t,  leurs  centres  m  etc  sont  sur  une  droite 
menée  par  ce  point;  donc  elles  sont  tangentes  Tune  à  Taulre  au  point  t. 

{**)  Cette  dernière  conique  est  Tenveloppe  des  cordes  AB  de  la  conique 
donnée,  qui  sont  vues  du  point  O  sous  un  angle  droit.  L'un  de  ses  foyers 
coïncide  avec  le  point  G,  la  directrice  correspondante  à  ce  foyer  est  la 
polaire  du  point  O  par  rapport  à  la  conique  donnée.  Son  centre  est  à 
rintersection  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  O  sur  la  polaire  et 
de  la  droite  qui  unit  les  milieux  de  deux  cordes  rectangulaires  menées 
par  le  point  O  dans  la  conique  donnée.  G. 
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pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  O  sur  AB  (*),  ce 
qui  démontre  accidentellement  ce  théorème  connu  :  Le 
lieu  des  projections  d^un  point  sur  une  corde  AB  vue  de 
ce  point  sous  un  angle  droit  est  une  circonférence. 

Note.  —  M.  Yiant  remarque  qu*au  moyen  de  la  transformation  par  po- 
laires réciproques,  en  prenant  pour  courbe  directrice  un  cercle  quel- 
conque dont  le  centre  soit  autre  que  le  point  O,  on  peut  déduire  du 
théorème  démontré  un  nombre  illimité  d'autres  théorèmes,  ce  qui  est  in- 
contestable. Mais,  comme  le  remarque  aussi  M.  Yiant,  les  propriétés  des 
sections  coniques  qui  donnent  lieu  à  de  longs  énoncés  ne  présentent  que 
peu  d'intérêt. 


Question  675  ^ 

(Toir9*8érte.  t.  II,  p.  479); 

Par  m.    LAISANT, 

Lieutenant  du  Génie,  Licencié  es  sciences. 

Soient  ABC  un  triangfe  isocèle  dont  chacun  des  angles 
A,  .B  a  pbur  mesure  arc  tang  ^^2\et  p,  q,  ries,  longueurs 
des  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  A,  B,  C  sur 
une  ligne  droite  quelconque  située  dans  le  plan  du  tri- 
angle-^  mener  par  un  point  donné  une  droite  telle,  que 
la  somme  algéhrique 

(0 

Prenons  la  base  AB  du  triangle  pour  axe  des  x^  la  hau- 


(*)  Effectivement,  il  est  facile  de  voir  que  si  denx  coniques  ayant  pour 
foyer  commun  le  point  O  touchent  une  droite  AB  au  même  point,  leurs 
podaires  relatives  au  foyer  commun  O  sont  elles-mêmes  tangentes  au 
point  de  rencontre  de  AB  et  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  O  sur  cette 
droite.  Or,  la  podaire  de  la  conique  enveloppe  des  cordes  AB  est  évidem- 
ment une  circonférence  fixe  ;  par  conséquent,  la  proposition  est  démon- 
trée. G. 


I 

I 

-4- 
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Oxford 
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leur  OC  pour  axe  des  y^  soit  h  celle  hauteur  OC.  Soit 
a  =  OA  =  OB.  On  aura  hzzz  ^a^  d'après  Thypothèse. 

y 


Soit  maintenant  y  =  mx  -f-  n  l'équation  d'une  droite 
située  dans  le  plan  du  triangle.  Les  distances  p,  q^  r  de 
cette  droite  aux  trois  sommets  A,  6,  C  sont  respective- 
ment proportionnelles  à  -f-  ma  —  n,  —  ma  —  n,  h  —  n. 
On  peut  remplacer  p,  q^  r  par  des  quantités  proportion- 
nelles dans  l'équation  (i),  à  cause  de  l'homogénéité  de 
cette  équation,  et  nous  exprimerons  que  la  droite  satis- 
fait à  la  condition  en  écrivant 


(jj) 1 f.  ^ — 

^    '  ma  —  n        —  ma  —  n        n  — 

ou,  par  transformation, 

/W*fl*  -h  wA  —  2  w*  =  o, 

ou,  à  cause  de  A'  =  8a', 


[m^ 


=  o, 


^  wVi'  -f-  «A  —  iri^  =  o , 

/7î'A»=i6/i»— 8/î//, 

i)h'=  i6n^—  8nh  -h  h'  =  (h 

-4")^ 

^m^-\-  I 

h 

4             \/m'  -h  I 
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Le  premier  membre  est  constant,  le  second  membre 
exprime  la  distance  de  la  droite  y  =  mx  -H  n  au  point 

X  =  o ,  y  •==.  j*  Donc,  toute  droite  satisfaisant  à  la  con- 
dition, est  tangente  à  un  cercle  ayant  son  centre  en  o)  au 
quart  de  la  hauteur,  et  un  rayon  égal  à  -?•  C'est  le  cercle 
inscrit  dans  le  triangle,  car 

mD  =  (»C.cosCmD  =  -7  Ax  '     —  =  tA. 

Il  est  clair  que  cette  propriété  renferme  la  solution  de  la 
question,  solution  double  en  général,  mais  qui  pourra 
devenir  unique^  ou  même  disparaître,  suivant  la  position 
du  point  donné. 

Généralisation.  —  On  peut  se  proposer  de  généraliser 
le  problème  en  en  modifiant  un  peu  l'énoncé.  Supposons 
Pangle  à  la  base  quelconque;  de  plus,  mettons  un  nombre 
quelconque  fji  à  la  place  de  2  dans  Téquation  de  condi- 
tion, et  voyons  dans  quels  cas  la  solution  trouvée  ci-des- 
sus s'appliquera  ici.  L'équation  (a)  deviendra 


ma  —  n        —  ma  —  n    -    h  —  n 
ou 

lim^a^  -h  inh  —  (fi  ^  i*)n^  =z  o. 

Soit  k  la  tangente  de  Tangle  à  la  base,  on  a 
/i  =  akj 
et,  par  suite, 

a/w*  -—  -h  2/l/i  —  (fz  -(-  2)/ï^  =  O, 

A* 

2  /•*  /•' 
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(/72^  -4-  l)  /i'  =  //2 ,1/,  4-  -_  (  p  +  2  )  «^ 

Cherchons  la  condition  pour  que  le  second  membre  soit 
un  carré  parfait.  C'est 

ou 

(3)  fii^-t-2fA—  X»=:0. 

Si  cette  condition  est  satisfaite,  il  vient 

(/«>+i)A'=:(a-— y, 

La  droite  y  =  ma:  -f-  «  satisfaisant  à  la  condition 
— I h  -  =  o  est  alors  langente  à  un  cercle  de  rayon 

'—  dont  le  centre  a  pour  coordonnées  a:  =  o,  j^  =  ~  • 

Ce  cercle  est  le  cercle  inscrit  au  triangle,  si  on  prend 
pour  (z  la  racine  positive  ^^  de  Téquation  (  3).  Si  on  prend 
au  contraire  la  racine  négative  |!X,,  on  a  le  cercle  tangent 
aux  trois  côtés  du  triangle,  mais  au-dessous  de  la  base. 
Des  calculs  très-simples  font  voir  tout  cela.  Voici  un  ta- 
bleau de  quelques  valeurs  correspondantes  de  k  et  de  (z, 
comprenant  des  valeurs  entières  de  cette  dernière  quan- 
tité : 
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f*l 

f» 

Jt 

■+■  I 

-1-    2 

+  3 

+  4 

-  3 

-4 

-  5 

-  6 

v/i5 

On  voît^  par  exemple,  que  dans  la  question  proposée 
on  aurait,  en  menant  une  tangente,  au  t-erclc  exinscrit 
dont  il  vient  d'être  question,  la  solution  répondant  à  la 
condition 

I      I      4 

-H -=o. 

p        q        r 


Question  764-; 

Par    m.    roque, 

Grenadier  au  49®  de  ligne. 

Les  axes  des  paraboles  qui  ont  pour  fojer  un  point 
donné  M,  et  qui  passent  par  deux  points  donnés  F,  F', 
sont  parallèles  aux  asymptotes  de  l 'hyperbole  qui  a  pour 
foyers  les  deux  derniers  points  donnés  F  et  F',  et  qui 
passe  par  le  premier  M. 

Si  des  points  F,  F'  comme  centres,  avec  FM,  F'M  pour 
rayons,  je  décris  des  cercles,  et  si  je  mène  les  deux  tan- 
gentes communes  à  ces  cercles,  j'aurai  les  directrices  de 
deux  paraboles  satisfaisant  aux  conditions  de  l'énoncé; 

Ann.  de  Maihémai.,  a®  série,  t.  V.  (Octobre  i866.)  3o 


(4^6  ) 

leurs  axes  seront  parallèles  aux  rayons  menés  aux  points 

de  contact. 

Soient  O  et  OA  le  centre  et  l'une  des  asymptotes  de 

rhyperbole  doift  F,  F'  sont  les  foyers  et  qui  passe  par  le 

point  M-,  on  aura 

^^       a       F'M  — FM 
cosAOF=-  =  — pjp— . 

D'autre  part,  soient  FK  le  rayon  mené  du  centre  F  au 
point  de  contact  K  de  la  tangente  commune  aux  deux 
cercles,  et  C  le  centre  de  similitude  de  ces  deux  courbes, 
on  aura 

rrr^r.,  FK  vF' M  —  FM 

FO'  FF'        ' 

donc  FK  çst  parallèle  à  OA.  Ainsi,  les  axes  des  deux 
paraboles  sont  parallèles  aux  asymptotes  de  Thyperbole. 

G.    Q.    F.    D. 

Note,  —  Autres  solutions  de  MM.  Laisant;  A.  GiUe,  élève  de  TÉcole 
Sainte-Geneviève;  CamiUe  Massii^,  élève  de  TÉcole  Centrale;  G.  B.,  de 
Gand;  J.  Graindorge,  élève  ingénieur  des  Mines  à  Liège;  Biny,  élève  au 
lycée  de  Toulouse;  A.  Robin  et  F.  Gaston,  du  lycée  de  Grenoble;  J.  Ra- 
kouski;  Camille  Laduron,  élève  à  l^cole  des  Mines  de  Liège;  et  P.  H. 


Question  766; 

Pi^R    M.    LAISANT, 

Lieutenant  du  Génie,  Licencié  es  sciences. 

Les  deux  ellipses  de  Cassini^  données  par  les  équations 

[x^-h  x^y  —  '2a'^{x*^X^)-^^"  =  l''*y 
se  coupent  orthogonalement^  poury^u  que  Von  ait 

(St^ebor.) 
Soient  x^  y  les  coordonnées  d'un   point  M  commun 
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aux  deux  courbes,  on  aura,  en  ajoutant  leurs  équations, 

Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  la  première 
ellipse  au  point  M  est 

a  r=  —     .      » 

/y  i^y  X) 

ou,  rédaction  faite, 

X  x^-\-Y^  —  a^ 
X  z= • . 

De  même,  pour  la  seconde  courbe, 

X  z=r  —  —  • • • 

y  j:*  H- j» -f- «'2 

En  multipliant,  on  a 

Remplaçant  (J^*H-JK*)*  P^'^  sa  valeur  tirée  de  l'équa- 
tion (i),  il  vient 

Cette  expression  se  réduit  à  —  i  dans  l'hypothèse 

de  sorte  qu'au  point  (x,  y)  considéré,  les  deux  courbes 
se  couperont  orthogonaleraent. 

Cette  démonstration  suppose,  il  est  vrai,  l'existence  du 
point  commun  M-,  mais,  en  examinant  les  formes  respec- 
tives des  deux  courbes,  on  arrive  facilement  à  voir  qu'elles 
se  coupent  effectivement  lorsque  (a* —  a'*)'  =  i*H-  i'*. 

Car,  de 

{a^  —  a'^Y  =  b'-^b'', 

3o. 
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on  lire,  en  supposant  a'^a\ 

b^-^h"'<Ca^-^a'^<:b^-\'b'\     si     b>b\ 

ou  bien 

b"'—b^<:ia^^a"'<Cb^-^b'\     si     ô<^'. 

Dans  le  premier  cas,  on  a 

fl'2  —  b'^  <  «'  —  ^'  <  a"  H-  ^'»  <  a'  H-  b\ 

Alors,  suivant  que  a'  —  i*  sera  >  ou  <  o,  les  deux 
courbes  seront  chacune  formées  de  deux  ovales  séparés, 
ou  continues  toutes  deux.  Dans  la  première  hypothèse 
elles  se  coupent,  car  les  termes  des  inégalités  ci -dessus 
sont  les  carrés  des  abscisses  des  points  de  rencontre  avec 
Taxe  des  x. 

Dans  la  seconde  hypothèse,  les  deux  courbes  se  cou- 
pent encore,  car 

et  ces  termes  sont  les  carrés  des  ordonnées  des  poinU  de 
rencontre  avec  Taxe  des  y. 
Lorsqu'on  a 

il  vient 

^'*-f-fl'2<û2  4- ^S     et     à'  —  b^<ia''-^b'\ 

En  outre, 

fl2_  b'^^a'^—  b'\ 

puisque 

fl>«'     et     ^<6'. 

Donc, 

comme  précédemment,  et  on  arrive  aux  mêmes  conclu- 
sions. 

iVof^.~  MM.  J.  Graindorge,  élève  in£^énieur  des  Mines  à  Liège;  G.  B., 
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de  Gand;  C.  Massitig,  élève  de  l'École  Centrale;  Oamilte  Laduron,  élève 
de  rÉcole  des  Mines  de  Liège;  E.  Ganel,  élève  du  lycée  de  Douai;  P..Ga>- 
pin,  du  lycée  de  Montpellier;  et  £.  Muzeau  ont  démontré  qu'en  un  point 
commun  aux  deux  courbes ,  leurs  tangentes  sont  rectangulaires^ 

L'existence  des  points  communs  réels  résulte  de  la  résolution  des  deux 
équations  proposées,  en  ayant  égard  à  l'hypothèse 

En  coordonnées  polaires,  ces  équations  deviennent 
p*  —  2  a*  p*  cos  2  w  -+-  a*  —  &*j  =  o, 
p*  —  2  a'*p*  cos  2  &i  H-  a'* —  b'*:^  o  ; 
leur  addition  donne 

p*  —  (  a'  -h  a'*  )  p'  cos  2  w  H-  a*  a'"  =  o, 


d'où 

(•) 

Par  suite, 


(^)  P  -'    -^     „._^,.       -«•-      „._„.. 

En  admettant,  ce  qui  est  permis,  qu'on  ait  a'  >  a'*,  Téquation  (2)  dé- 
termine pour  p*  une  valeur-réelle  et  positive  comprise  entre  a"  et  a',  et 
il  en  résulte  une  valeur  de  cos2u  réelle  et  moindre  que  l'unité.  Car  l'in- 
égalité 

revient  à 

p*-(fl'H-a'«)p*-i-û'«"<0, 
d'où 

(p._„'.)(p._a')<o. 

Cette  dernière  condition  est  évidemment  remplie,  puisque  la  valeur  de  p* 
est  comprise  entre  a'*  et  a*.  G. 


Question  proposée^ 

Solution  de  M.  L.  AMALRIC,  ' 

Élève  de  l'institution  Sainte-Barbe  (cours  du  lycée  Louis-le-Grand). 

Un  cercle  se  meut  en  restant  tangent  à  une  èUipse, 
de  manière  à  as^oir  a^ec  cette  courbe  un  système  de  tan- 
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gentes  communes  parallèles^    quel  est  Iç  lieu  de  son 
centre? 

Je  prends  pour  axes  de  coordonnées  les  deux  axes  de 
l'ellipse  ;  l'origine  est  le  centre  O  de  cette  courbe.  J'ap- 
pelle X,  Y  les  coordonnées  du  centre  M  d'un  cercle  ayant 
en  commun  avec  l'ellipse  deux  tangentes  parallèles  \  la 
direction  de  ces  tangentes  est  celle  du  diamètre  OM;  et 
la  distance  du  centre  O  à  ces  mêmes  tangentes  est  le  rayon 
du  dercle.  Je  puis  donc  écrire  immédiatement  l'équa- 
tion de  ce  cercle 

na^^b  étant  les  longueurs  des  axes  de  Tellipse. 

Comme  je  discuterai  plus  tard  l'équalion  du  lieu  ilu 
centre  en  coordonnées  polaires,  j'écris 

X*  H-  Y*  =  p%     X  =  p  COS6»,     Y  z=:  p  sîno»9 

et  je  pose 

a? sin*w -f-  h^  cos'w  =  M*; 

de  là  l'équation  du  cercle  sous  cette  autre  forme 

(ï)  x-'H-j»—  2Xjr— 2Xj-t-p»—  lVP  =  o. 

ïpus  les  cercles  qu'elle  représente  doivent  être  tan- 
gents à  l'ellipse  5  je  puis  donc  former  l'équation  en  A  re- 
lative à  l'équation  (i)  et  à  l'équation  de  l'ellipse 

à'y^  -h  b'x^  —a^b'=:o; 

et,  en  exprimant  que  cette  équation  en  X  a  une  racine 
double,  j'aurai  une  équation  ^(X,  Y)  =  o  qui  sera  celle 
du  lieu  demandé. 
J'ai  ainsi 
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et 

—  (X^»-+-i)Y»  — (Xfl*-t-i)X»  =  o. 
J'ordonne  par  rapport  à  X,  il  vient  jjl 

'^^     (       -{-[a'b' -h  a^X'-h b'Y'-h{a'-^ b'){M'—p^)]'k-^M^:^o. 

La  relation  /^(X,  Y)  =  o,  qui  exprimerait  que  cette 
équation  a  deux  racines  égales,  serait  très-compliquée, 
puisqu'elle  est  ordinairement  considérée  comme  le  résul- 
tat de  l'élimination  de  1  entre  deux  équations  du  second 
degré,  obtenues  en  dérivant  l'équation  précédente  par 
rapport  à  X,  et  à  une  nouvelle  variable  introduite  de  ma- 
nière à  rendre  l'équation  homogène. 

Dans  ce  cas,  à  cause  de  la  forme  particulière  de  l'équa- 
tion (a),  on  peut,  en  transformant  les  coefficients,  faire 
apparaître  une  de  ses  racines. 

Le  coefficient  de  X  peut  s'écrire 

(û^-f-  b'')W-ha^b'-^a'X''¥-b^Y''-(a'^b^)(X'-^-Y^) 
==(a'-h  b^)  W-ha^b^  —  b^X'—  a'Y' 
~(a'-^b^—p^)M'-ha'b\ 

Je  pose 

a'-hb'-^p'-hW=^\ 

et  alors  l'équation  (2)  devient 

a*  b'V-h a'b^îHn' -h[a'b' -+-  {^'  —  W)W]\  -h  M'  =  o, 
ou 
(3)  (a'bn -h  M')[a^bn'-h(^'— M')  \ -h  i]  =  o. 

Cette  équation  peut  avoir'une  racine  double  de  deux 
manières  : 
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1^  Quand  l'équation  du  second  degré 

a'bn'  4-  {W—  M')  A.-f- 1  =  o 

a  ses  racines  égales,  ce  qui  donne 

..*  (  ^'  — €M»)*  —/^a'b'  =  o, 

ou,  parce  que 

Delà 

p  =  (a-h  h)     et     p  =  ('a — h). 

Ainsi  les  deux  circonférences  C,  C,  concentriques  à 
Tellipse,  et  ayant  respectivement  pour  rayons  la  demi- 
somme  et  la  demi-différence  des  axes  de  cette  courbe, 
appartiennent  au  lieu  des  centres. 

2*^  La  racine  —  -—  de  Téquation  (3)  peut  aussi  être 

racine  de  Téquation  du  second  degré 

fl'ô'V-f-(N'— M»)X-hi  =  o 

et  alors   l'équation  en  A  aura  bien  encore  une  racine 
double.  D'où  la  condition 

M*  — M^(N2— M»)  -^a'b'=zo 
ou 

et  l'équation  correspondante  est 

(fl^sin'w  -H  b^cos^(^)[a^sm^(o  -h  ^^^cos'»—  (a^  -f  b^)  -+-  p'] 

-+-a^b^  =  o 
ou 

{«^sin^w  H-  b'  cos^  w)(p^—  flf^  cos'w  —  b^  sin'w)  -t-  a'  é>'=:  o, 

c*  sin'w.cos^w 


P  - 


fl'  sin^w  -4-  6^008^0» 
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Celte  dernière  représente  une  courbe  S  facile  à  con- 
struire. 

A  priori  on  voit  bîfen  que  les  quatre  points  où  les  deux 
circonférences  Q  G'  rencontrent  les  axes  de  Tellipse  ap» 
par  tiennent  au  lieu  cherché  ("^j  ;  de  même,  on  voit  qye 
le  centre  de  Tellipse  est  un  point  multiple  qui  corrti- 
pond  aux  cercles  concentriques  à  Fellipse  et  tangents  à 
cette  courbe  en  ses  sommets.  Il  resterait  à  voir  si  la  courbe 
trouvée  S  fait  bien  réellement  partie  du  lieu  des  centres, 
ou  si  elle  est  due  à  un  fait  puremem  algébrique  (**). 

»        '  If 

{*)  Un  point  quelconque 

jr  =  (aH-6)c08aiy    r  =  («-*-&)  sinw 

de  la  circonférence  C  est  le  centre  d'un  cercle  qui  touche  l'ellipse  du  point 

x  =  acos&),    jr=zb%\Tiùi 

et  dont  le  rayon  est  yja*  sin'  w  H-  fc'  cos'  &>  ou  M.  Le  même  cercle  a,  en 
commun  avec  l'ellipse,  deux  tangentes  parallèles;  son  centre  appartient 
donc  au  lieu  cherché. 

De  même,  en  prenant  pour  centré  un  point  quelconque 

x=(a  —  &)cosw,    y=^{a  —  fr)sinc>> 


de  la  circonférence  C,  et  pour  rayon  ^a'  sin*  w  -i-  fc*  cos'  w,  le  cercle  dé- 
crit touchera  Tellipse  au  point 

X  =  a  cos  w,    jr=.  —  h  sin  u  ; 

il  aura  de  plus,  avec  l'elUpse,  deux  tangentes  parallèles.  Ainsi  le  centre 
de  ce  Cercle  est  un  point  du  lieu. 

{**)  La  courbe  S,  représentée  par  l'équation 

, c*8in'û)C0s*û> 

^       a*  sin'  w  -f-  &'  cos'  &i  ' 

« 

est  le  lieu  géométrique  des  projections  du  centre  de  Tellipse  sur  les  nor- 
males à  l'ellipse;  par  conséquent,  la  courbe  S  fait  partie  du  lieu  cherché. 

G. 
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COMPOSITION  MATHfittATIQUE 
doBiie  en  1864  ani  candidats  à  l'École  Polyteckniqne  (2^  snjet)  ; 

^  Solution  de  M.   Cb.  CAYLA, 

Répétiteur  au  collège  Rollin. 

On  donne  sur  un  plan  une  circonférence  (O),  un 
point  A  et  une  droite  (D).  Du  point  A  on  mène  une 
droite  qui  coupe  [H)  en  un  point  B  ;  sur  AB  comme  dia- 
mètre on  décrit  une  circonférence;  cette  circonférence 
et  la  circonférence  O  ont  pour  corde  commune  une  droite 
qui  rencontre  AB  en  un  point  M.  On  demande  le  lieu 
déciit  par  le  point  M,  lorsque  la  droite  AB  tourne  autour 
du  point  A. 

i^  Le  point  A  et  la  circonférence  O  étant  fixes,  exa- 
miner quelles  sont  les  différentes  formes  que  présente 
le  lieu  (M)  lorsque  Von  considère  des  droites  telles  que 
(  D  ) ,  parallèles  en tre  elles . 

2°  Faire  voir  que  les  différentes  courbes  ainsi  obtenues 
passent  par  quatre  points  fixes  et  ont  leurs  axes  paral- 
lèles. 

Je  prends  pour  axes  de  coordonnées  la  perpendiculaire 
et  la  parallèle  menées  par  le  point  A  à  la  droite  donnée  D. 

Soient  a  et  b  les  coordonnées  du  centre  O,  réquatioo 
de  la  circonférence  donnée  est 

(i)  j:'-f-/' — 2ax — ibx  -\-p^=  Oy 

en  posant 

;?^  z=  fl»  H-  ^2  —  r\ 

La  sécante  mobile  AB  a  pour  équation 
(2)  jr  =  mx. 
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L'équation  du  second  cercle  dont  le  centre  est  au  mi- 
lieu de  AB  est 

(3)  x^ -h  x^ — «"3?  —  max  =  o, 

a  étant  Tabscisse  d^  la  droite  (D). 

La  corde  comn),une,  ou  Taxe  radical  des  deux  circon- 
férences, a  pour  équation 

(4)  (2a  —  a)a:  +  (2A  —  rnaL)y  —  /?'  =  o. 

Eliminant  m  entre  les  équations  (2)  et  (4)9  on  a  l'équa- 
tion du  lieu 

(5)  (2fl  —  0L)x^-\'ibxy  —  ay  —  p^x=:o 

Donc  le  lieu  du  point  est  une  conique. 

Discussion.  — La  quantité  dont  le  signe  caractérise  le 
genre  de  la  conique  est 

b^  -h  OL  (2fl--  a)     ou     —[a  — (a  -H.  <i)]  [a -t-  (rf  — a)], 

d  représentant  la  distance  OA. 

En  considérant  a  cpmme  une  coordonnée  courante, 
chacun  des  facteurs,  égalé  à  zéro,  représente  une  paral- 
lèle à  l'axe  des  y,  et  qu'il  est  facile  de  construire.  On  a 
ainsi  deux  droites  D',  jy  parallèles  à  D. 

Si  la  droite  D  est  située  entre  D',  IX',  le  lieu  est  une 
hyperbole  5  si  ^lle  est  extérieure  à  ces  deux  parallèles,  le 
lieu  est  une  ellipse.  Enfin,  si  elle  coïncide  avec  Tune  de 
ces  parallèles,  le  lieu  est  une  parabole. 

Quand  le  lieu  est  une  ellipse,  cette  ellipse  se  réduit  à 
un  point,  qui  est  l'origine,  pour  une  valeur  infiniment 
grande  de  oc^  et  elle  devient  une  circonférence  lorsque 
b  =:o  et  a  =  o.  Dans  ce  cas  le  point  A  est  le  centre  du 
cercle  donné. 

Si  la,  droite  D  se  confond  avec  Taxe  des  /,  on  aura 
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OL  ==  o,  et  Téquation  du  lieu  se  réduira  à 

Celle  dernière  équation  représente  le  système  des  deux 
droites  a:  =:  o,  ax-hbj=^' 

u 

Lorsque  a  =  a,  la  droite  D  passe  par  lé  centre  du  cerclé 
donné,  et  le  lieu  représenté  par  Téquation  (5)  est  une 
hyperbole  équilatère. 

Le  lieu  est  une  parabole  lorsqu'on  a 

^a  =  a  -h  d     ou     0L  =  a  —  d. 
L'équation  (5)  peut  s'écrire 

a  {x^  -I- j')  —  ^  [7.ax  -^nby  — /?')  =o; 

sous  cette  forme  on  reconnaît  l'équation  générale  des  co- 
niques passant  par  les  quatre  points  d'intersection  de  la 
conique  x*  -h  J*  =  o  avec  les  droites 

j?  z=  o,     ax  -\-  by  —  —  =  o. 

Donc  Jes  différentes  coniques  obtenues  en  faisant  varier  a 
sont  tangentes  à  l'origine  à  l'axe  des  j-,  et  elles  passent, 
en  outre,  par  deux  points  imaginaires  conjugués  dont  il 
serait  facile  d'avoir  les  coordonnées. 

L'équation  qui  fait  connaître  les  coefficients  angulaires 
des  axes  est 

M*  H-  2  T  «*  —  1 1=  o. 
o 

On  voit  que  quand  la  droite  D  se  déplace  parallèlement  à 
elle-même,  les  directions  des  axes  des  coniques  né  chan- 
gent pas.  Les  coefficients  angulaires  des  axes  ont  pour 

valeurs ~     *  L'équation  qui  fait  connaître  les  coef- 
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(icîeiits  angulaires  des  axes  montre  que  ces  coefficients  ne 

dépendent  que  du  rapport  j\  par  conséquent  les  axes  des 

coniques  conservent  toujours  les  mêmes  directions  quand 
le  centre  O  du  cercle  donné  se  déplace  sur  la  droite  AO. 
Il  €st  facilad'avoir  le  lieu  des  centres  des  coniques  ob- 
tenues quand  a  varie.  On  reconnaît  que  c'est  une  hyper- 
bole tangente  au  point  A  à  l'axe  des  abscisses. 


NOTE 

sur  le  moyen  de  rameiïer  one  éqnatioit  quelconque  du  quatrième  degr« 
à  une  équation  réciproque  du  même  degré; 

Par  m.  Roger  ALEXANDRE. 


Le  type  général  des  équations  du  quatrième  degré  est 
x^  -4-  px^  -h  qx"^  +  rr  -f-  ^  zzr  o. 

Si  nous  y  remplaçons  x  par  y  +  h^y  étant  une  nouvelle 
inconnue  et  h  une  indéterminée,  nous  aurons  un,e  équa- 
tion de  Ift  même  forme  en  j", 

y"  H-  p'f"  -i-  q'x''  H-  r'x  -+-  /  =i=  o, 

dans  laquelle  p\  ^',  r',  5'  sont  des  fonctions  de  h. 
Divisons  tous  les  termes  par  5',  nous  aurons 

x"  .  p'y^  ,  9'y^  _._  ^'^  _L. ,     r. 

s  s'  s'  s' 

Changeons  encore  d'inconnue,  et  faisons  dans  cette 
équation 


(  478  ) 
elle  deviendra 

5'*       /^       /* 

Nous  avons  déjà  obtenu  Fégalité  des  coefficients  ex- 
trêmes; si  maintenant  nous  pouvons  déterminer  h  de 
manière  à  rendre  égaux  entre  eux  leâ  coefficients  de  z  et 
de  z',  Téquation  précédente  sera  réciproque. 

Posons  donc 

É^  —  lL 

d'où  nous  tirons,  en  multipliant  les  deux  membres  par 

3  ' 

5'*  puis  les  élevant  au  carré, 

OU,  en  remplaçant  les  trois  coefficients  par  leurs  valeurs, 

y  r'  =  4A»  -h  3ph^  -h  7.qh  H-  r, 
(   5^  =  A*  -f-  /?A»  -f-  qh*  -4-  M  -f-  J, 
(h*  -f-  ph^  -H  qh*  -f-  rA  -h  j)  (4  A  4-/>)'  =  (4  A^  -4-  3ph^  -hiqh-h  r)\ 

Et  nous  obtiendrons  enfin,  en  développant  et  ordonnant 
par  rapport  à  A, 

A^(/?'H-8r-— 4w)  H-  ^^{P^Ç  -•-  2/7r-f-  i6f  —  4^') 

-+-  A  (/?2r  -f-  8/?j  —  4^'*)  -*-  P^"^  —  r»  =  o, 

équation  du  troisième  degré  qui  nous  donnera  toujours 
au  moins  une  valeur  réelle  pour  A. 

La  question  proposée  peut  alors  être  considérée  comme 
résolue. 
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QllESTIONS. 

»        

778.  Sî  Fequation  F(x)  =  o  a  toutes  ses  racines  réelles, 
il  en  e^t  de  même  de  celle-ci  : 

aT{x)-hbF'(x)-hc¥"(x)-^..  .  =  0, 

les  constantes  a,  i,  c,  • . .  étant  telles,  que  Téquation 

a-h  bz  -h  cz^-\-.  .  .  =  0 

n'ait  pas  de  racines  imaginaires.  (Hermite.) 

779.  Supposant  toujours  quje  l'équation 

a  -h  ^z  -h  cz^  H- . . .  =  o 
ait  toutes  ses  râftines  réelles,  je  fais 

a  -f-  ôz  H-  cz*  -f- .  .  .  ♦ 

cela  admis,  je  dis  que  si  Téquation  F  (x)  =  o  a  toutes  ses 
racines  imaginaires,  il  en  est  de  même  de 

AF  (x)  -f-  BF'  (x )  H-  CF"  (or)  -H . .  .  =  o. 

*     (Hermite.) 

780.  Sotlnt  m  un  nombre  pair,  et  l'équation 

Ao^:"  — AiX*^'  -t- Aao:^-*  — ..  .— A»,_, x -t- A,»=  O» 

OÙ  Aq,  Al,  Aï, . . . ,  Am  sont  des  nombres  positifs. 
Soient  H  le  plus  grand  des  rapports 

Al           A3           A5  Am_i 

——f        ,        ,  .  •  »  j  ■     y 

Ao        A  2        A4  Afli— 3 


et  h  le  plus  petit  des  rapports 

Aj       A4       A« 

A|       A3       As 

Téquation  proposée  afura  toutes  ses   racines  comprises 


Aj       A4       A«  A« 

Ai       A3       As  Aj„_, 
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entre  H  et  h  si  l'on  a  H  >  A,  et  toutes  ses  racines  imagi- 
naires si  l'on  a  H  =  /i  ou  <[  A.  (P.  ) 

781 .  Les  mêmes  choses  étant  posées,  si  m  est  un  nom- 
bre impair,  Téquation  n'aura  ai:Kune  racine  au-dessus 
de  H,  et  ne  pourra  avoir  qu'une  seule  racine  au-dessous 
de  A.  ^       ^ 

Si  H  =  A  ou  <^  A,  l'équation  n'aura  qu'une  *  racine 
réelle.  (P.) 

782.  Si  une  figure  qui  reste  toujours  semblable  à  une 
figure  donnée  se  meut  de  manière  que  trois  points  décri- 
vent des  lignes  droites,  tout  autre  pHbt  de  la  figure  dé- 
crira aussi  une  ligne  droite. 

783.  Lorsqu'une  figure^  qui  reste  toujours  semblable 
à  une  figure  donnée,  se  meut  de  manière  que  trois  de  ses 
lignes  passent  par  des  points  fixes,  toute  autre  ligne  de  la 
figure  passera  aussi  par  un  point  fixe. 

784.  Si  l'on  ôte  à  j^n  quadrilatère  complet  successive- 
ment chacun  de  ses  côtés,  les  cercles  circonscrits  aux 
quatre  triangles  qu'on  obtient  ainsi  passeront  par  un 
même  point,  et  les  triangles  qui  ont  pour  sommet  ce 
point,  et  pour  bases  les  deux  côtés  opposés  du  quadrila- 
tère, seront  ôemblames. 

785.  Mener  à  deux  cercles  donnés  deux  .tangentes  qui 
fassent  un  angle  donné,  et  (le  façon  que  la  ligne  qui  joint 
les  points  de  contact  passe  par  un  point  donné. 

786.  Placer  sur  trois  circonférences  données  un  trian- 
gle donné  semblable  à  celui  qu'on  obtient  en  joignant 
deux  à  deux  les  trois  centres. 

Les  cinq  questions  précédentes  nous  ont  été  communi- 
quées par  M.  Julius  Petersen,  de  Copenhague. 

.  787,  Déterminer  le  lieu  géométrique  du  centre  d'une 
sphère  qui  coup^  sous  des  atigles  donnés,  a,  ê,  y,  trois 
sphères  données  A,  B,  C. 
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NOOVBLLE  MilTHODE  POUR  DÉTERHINBR 
LES  CARACTÉRISTIQUES  DES  SYSTÈMES  DE  CONIQUES 

(TOir  page  4S3}; 

Par  m.  H.-G.  ZEUTHEN  (de  Copenhague). 


XI.  —  Détermination  des  caractéristiques  d^tin  système 
de  coniques  qui  ont  deux  contacts  du  second  ordre 
auecune  même  courbe. 

53.  Nous  désignons  ce  système  par  [2  {€,„,„)']. 

Les  théorèmes  du  n°  52  sont  encore  vrais  ici  où  la 
courbe  Cm^,n^  coïncide  avec  la  courbe  C„,„;  mais  au  sys- 
tème [2(Qn,n)']  appartiennent  encore  d'autres  coniques 
singulières  que  celles  qui  sont  nommées  dans  ce  numéro. 

Aux  coniques  infiniment  aplaties  nous  devrons  ajouter  : 

1^  Celles  qui  sont  renfermées  dans  une  tangente  d'in- 
flexion et  dont  les  deux  sommets  coïncident  au  point  d'in- 
flexion ; 

2**  Celles  qui  sont  renfermées  dans  une  tangente  de 
rebroussement  et  dont  les  deux  sommets  coïncident  au 
point  de  rebroussement. 

Comme  les  sonunets  de  ces  coniques  infiniment  apla- 
ties coïncident,  elles  sont  en  même  temps  des  coniques  à 
points  doubles.  Sous  ce  point  de  vue,  la  seconde  classe 
correspond,  selon  le  principe  de  dualité,  à  la  première 
considérée  comme  partie  de  ^,  et  réciproquement.  Dési- 
gnons par  X  le  coefficient  de  la  première  classe  dans  l'ex- 
pression de  X  et  de  la  seconde  classe  dans  celle  de  tj,  et 
par  y  le  coefficient  de  la  seconde  classe  dans  X  et  de  la 
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première  dans  u;  nous  aurons 

X  =  9.^-l-3.rf'(/i— 3)-+-  I — ^ '  -hx.t'  -hx.d\ 

CT=:9.rf-+-3.^(/if  —  3)4-  I.— i -'  -t-x.rf'+7.l'; 

d'où 

^  =  6r -h  3rf -+- g /' [6/w -f- r' —  (19  —  2jr  —  4x)] 

-+-  i  £/'  [6/1  -4-  rf'  -  (19  -  2^  -  or)], 

v==3f -+-6rf-h^^[6w  4-  /*  — (19— ajr  —  x)] 
-f-  g  fl?^  [6/1  +  €/'  -  (19  —  27  —  4x)]. 

54.  Pour  déterminer  les  cœiScients  x  et  j'y  on  appli- 
que le  lemme  31  au  système  [(M)*,  M,  /]  de  coniques 
qui  ont  avec  la  courbe  M  (de  Tordre  m  et  douée  d'un 
point  multiple  de  Tordre  m  —  i)  un  contact  du  second  et 
un  contact  du  premier  ordre,  et  qui  touchent  une  droite 
/  (*).  Si  Ton  veut  trouver  par  le  lemme  le  nombre  des 
coniques  du  système  dont  un  point  d'intersection  avec  M 
coïncide  avec  le  point  de  contact  du  premier  ordre,  on 
doit  attribuer  à  r,  ^,  a  et  |3  les  valeurs  suivantes  : 

r  =  iy     q:=iim  —  5, 

a  =  N  (MS  MO,  /),     p  =  N  [(M)»  —  ;,  —  M,  /], 

ou  [formule  (U)  du  n°  48], 

p  =r  N  [(M)S  M,  ;^,  /]  ~  2N  [(M)',  MO,  /]  -  3N  [(M)^9,  M,  /]. 


(  *)  En  remplaçant  le  système  [  (M  )',  M,  l]  par  le  système  [(M)',  M,  p], 
on  ne  trourerait  que  Téquation  3«+r  =  5,  qui  admet  deux  solutions 
entières  et  positives. 


(  483  ) 
^ar  conséquent 

17a  -h  p  =  {2/w  —  7)  N[(M)S  Me,  /]  H-  N  [(M)%  M,  /?,  /] 
—  3N(M^e,  M, /). 

Dr,  d'après  les  formules  (16),  (i 3)  et  (18), 

M[(c«,„)%c.,„e,  /]  =  3(/i-  2)  +  «?', 

N  [(C«, J%  C«,„,  /?,  /]  =  2  (3/1  -f-  rf' )  (m  -f- /i  —  1 2)  4-  24 (/11-4-  «), 
S  [(Cm.,)*©,  C«,„,  /]  =  w  -+.  2/1  -  6. 

En  remplaçant  ici  la  courbe  €„,,„  par  la  courbe  M  on  doit 
^n?  30)  substituer  n=!i(m  —  i),  d^=o.  Donc 

^a-t-  p=:48/»'— 2i3/w  +  234  =('»-- ^)  (48^  —  117). 

Le  nombre  ya  H-  P  comprend  : 

1®  2N[2(M)', /],  c'est-à-dire  le  double  du  nombre 
des  coniques  qui  ont  deux  contacts  du  second  ordre  avec  M 
et  qni  touchent  /;  car  chacun  des  deux  contacts  du  second 
ordre  avec  M  peut  résulter  de  la  coïncidence  d'un  point 
d^intersection  avec  un  point  de  contact  du  premier  ordre; 
2**  Z.2/,  où  2  est  un  coeflScîent  inconnu  et  t  le  nombre 
des  tangentes  doubles  de  M,  car  une  conique  infiniment 
aplatie,  renfermée  dans  une  tangente  double  de  M  et  li- 
mitée à  l'un  des  points  de  contact  et  à  la  droite  /,  appar- 
tient au  système  [(M)*,  M,  /]:  son  point  de  contact  du 
premier  ordre  coïncide  avec  deux  points  (*)  d'intersec- 
tion, et  le  nombre  de  ces  coniques  singulières  est  2^5 

3®  u.t\  ou  u  est  un  coefficient  inconnu,  et  if  le  nombre 
des  tangentes  d'inflexion  de  M,  car  une  conique  infini- 
ment aplatie  renfermée  dans  une  tangente  d'inflexion 
de  M,  limitée  au  point  d'inflexion  et  à  la  droite  /,  ap- 
partient au  système  [(M)*,  M,  /],  et  dans  le  point  d'in- 


(*)  On  se  tromperait  si  Von  en  concluait  qtie  s  est  divisible  par  2. 

3i. 
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flexion  coïncident  les  points  de  contact  du  premier  et 
du  second  ordre  et  un  point  d'intersection  avec  M. 
Par  conséquent 

^a  -h  p  =  2N  [2  (M)S  /]  -f-  2«r  -f-  ut!. 

Or,  selon  le  n°  30, 

r  =  2  (/If  —  2)  (/w  —  3),     z'  =  3  (m  —  2), 

et  N  [2  (M)',  /]  se  trouve  par  la  substitution,  dans  l'ex- 
pression trouvée  pour  v  au  n°  53,  de  ces  valeurs  de  i  el 
de  i!^  et  des  valeurs  suivantes  : 

/I=z2(/ll  —  l),       <ir=' — ^1        c/'=0. 

On  trouve  alors 

^a-f-p=(/w  — 2)1(36+4^)'''  — [9^"*- '2^  —  2(2^H-x)— 3«]}. 

Les  deux  expressions  de  ^a  +  /3  devant  être  identiques, 
on  aura 

48  =  36  -h  4«, 
117  =92  -h  I2« —  2  (2j  -4-x)  —  3a. 

55.  On  tire  de  ces  équations 

z  =  3, 
11  =  2  [7.y  -hx)  -4-3ii. 

x^yex.  u  devant  être  entiers  et  positifs  (*),  cette  équa- 
tion donne  seulement 

ar=i,     x=:2,     7  =  1. 


(*)  Si  l'un  des  nombres  x  ou  r  était  nul,  l'autre  le  serait  également; 
car  alors  les  coniques  singulières  dont  le  nombre  est  multiplié  par  x  dans 
l'expression  de  A,  et  par^  dans  celle  de  or  (ou  réciproquement),  n'appar- 
tiendraient pas  au  système.  Or,  Tcquation  trouvée  prouve  que  ces  coeffi- 
cients ne  peuvent  être  nuls  tous  les  deux. 


(  485  ) 
'.   En  substituant  les  valeurs  de  2:  et  y  dans  les  expres- 
sions calculées  au  n"  53,  on  trouve 

(  fit  =  i(3/ï-i-é/')»— 3(3/n-rf')~9r'-8rf', 

>o  «)(*)! 

V  =:  -  (3/î  H-  c?')2  —  3  (3/1  -+-  d')  —  8r'  —  ^d\ 


2 

3n  trouve,  pour  une  courbe  générale  de  l'ordre  m, 

i  3 

f   v=Z'-m{m  —  2)(3/w'  — ig). 


Pour  m  ==  a,  on  aura  fx  =  v  =  o  5 

Pour  m  =  3,  on  aura  /x  =  27,     v  =  36  (**). 

56.  Si,  dans  certains  cas  particuliers,  les  formules  (  20) 
kie  sont  pas  immédiatement  applicables  [voir  le  n°  22), 
c^n  pourra  mettre  à  profit  la  connaissance  acquise  des 
valeurs  des  coefficients  x  et  y.  On  a  les  théorèmes  sui- 
vants : 

Pour  un  système  de  coniques  qui  ont  deux  contacts  du 
vecond  ordre  avec  une  courbe  donnée ^  on  doit  compter: 

Deux  fois  dans  le  nombre  X  et  une  fois  dans  uj,  toute 
conique  infiniment  aplatie  renfermée  dans  une  tangente 
d'* inflexion  de  la  courbe  et  limitée  par  deux  points  qui 
coïncident  au  point  d* inflexion^ 

C* )  Les  formules  {10a)  donnent  la  relation  suivante  : 

ix—v=d'—  t'=  3(wi  —  n). 

(*'^)  Une  conique  ayant  deux  contacts  du  second  ordre  avec  une  courbe 
du  troisième  ordre,  la  corde  de  contact  passe  par  un  des  neufs  points 
d'inflexion.  Par  conséquent,  le  système  [(C,,,)^]  se  divise  en  neuf  systèmes 
partiels  dont  les  caractéristiques  sont  /£  =  3  et  v  =  4* 


(486) 

Une  fois  dans  le  nombre  1  et  deux  fois  dans  le  nom- 
bre u,  toute  conique  ayant  un  point  double  en  un  poùA 
de  rebroussement  de  la  courbe,  et  composée  de  deux 
droites  qui  coïncident  avec  la  tangente  de  rebrous- 
sement, 

XII.  —  Détermination  des  caractéristiques  des  systèmes 
de  coniques  qui  ont  un  contact  du  troisième  ordre  et 
un  contact  du  premier  ordre  at^ec  des  courbes  don- 
nées. 

57.  Le  système  [{C,„,n)'i  C^»,»,]  contient  toute  conique 
infiniment  aplatie  : 

1^  Renfermée  dans  une  tangente  à  C«.,„  en  Tun  de  ses 
points  d'intersection  avec  Cm,,»,  et  limitée  par  des  points 
qui  coïncident  avec  ce  point  ; 

a^  Renfermée  dans  une  tangente  commune  aux  deux 
courbes  et  limitée  par  deux  points  qui  coïncident  au 
point  de  contact  avec  C«^„  ] 

3®  Renfermée  dans  une  tangente  d'inflexion  de  Ç«,„ 
et  limitée  au  point  d'inflexion,  et  à  C^,»  ; 

4^  Renfermée  dans  une  tangente  de  rebroussement  de 
Q„^„  et  limitée  au  point  de  rebroussement  et  à  C^,„. 

On  aura  donc 

\  =  x,mmt  -{-jr.fifif  -h  z.t'nii-^-  Umd'ntty 

et,  par  le  principe  de  dualité, 

xs  :=^x,nny-\~y ,mmi-\-  z,d'nx-r-  u^t' n^. 

Par  conséquent 
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OU 


pi'=  ^  [{X  -I-  2jr)  ,1  -I-  arf'  H-  or']. 


Or, 

d'où 


^'^=l[[Xr\-iiy)m-^u!^ud']. 


et  comme 

(d'après  la  formule  IV  de  la  première  note  du  11°  H), 
2X-hj^  =  6(« — a). 

58.  Pour  trouver  d'autres  moyens  propres  à  déter- 
miner les  coefficients,  appliquons  le  lemme  du  n^  31  au 
système  [(M)*,  pi,  pj].  Dans  ce  cas 

r=2,     q  =:  2/w  —  3, 

a.=  N[(M)^0,./7.,/7,], 
P=Nf(M)»-/.,^.,/.,]. 

ou  [d'après  Téquation  (II)  du  n°  43] 
Par  conséquent 

Or,  selon  les  formules  (17)  et  (11), 

N[(C^„)»9,  ,..,/70  =  i, 

N  [(€«,„)%/;, /7„/?,)  =  3/1^  rf'. 


(488  ) 
où  il  faut  substituer  pour  la  courbe  M  (n^  30) 

nz=z^{m  —  i),     d'=zo. 

On  trouve  alors 

qa-hp  =  Sm  —  12. 

Comme  aucune  couique  du  système  dont  un  point  de 
contact  coïncide  avec  un  point  d'intersection  n'est  infi- 
niment aplatie^  on  aura  aussi  (n^  31) 

dont  on  aura  une  expression  en  substituant  dans  la  va- 
leur de  (X  trouvée  au  n**  57, 

nz=i(m  —  i)y     d'=:Oy     f'^:  3(/w— a); 
ce  qui  donne 

Les  deux  expressions  de  ^a  -h  P  devant  être  identiques^ 
on  trouve 

2  a  H- 4  J  H- 3  a  =  24 , 


II) 

^  (    2a-f-4j-4-6a  =  36. 

59.  Les  équations  (I)  du  n°  57  et  (U)  du  n^  58  suflS- 
sent  à  déterminer  les  trois  coefficients,  car  on  sait  qu'ils 
doivent  être  entiers  et  positifs  (*).  On  trouve 

a;  =2,     y='2y     z  =  5,     ar=4. 

En  introduisant  ces  valeurs  dans  les  expressions  trouvées 
au  n°  57,  on  aura,  pour  résoudre  le  problème  actuel,  les 


{*  )  Quant  aux  signes  des  coefficients,  il  suffit  de  supposer  que  x^ueiz 
ne  sont  pas  négatifs  et  que^  est  positif.  Or,  ^  étant  nul,  x  le  serait  aussi 
d'après  la  signification  do  ces  coefficients  (n'*  57  et  première  note  du 
D^  55),  ce  que  nos  équations  ne  permettent  pas. 


(  48.9  ) 
formules  suivantes  : 

ip'  =r  6/î  —  4 /w  -4-  3fl?'  =  5/w  —  3/H-  3^, 
p''==  v'=  2  (5/î  -  4/w  -f-  3rf')  =  2(5m  —  4/1  -f-  30. 
v''=r  6m  —  4«  4- 3/^  m  5/1  — 3/w  H- 3é?'. 

1  [(C«,0%C«,...J  =  {Ft"/w,-+-ft'/i„v"/ii. -hv'/i.), 

(2^)  [(C.,„)»,/>]=(fx',v'). 

(  [(C.,„)%/]^(f.",v"). 

On  trouve,  pour  une  courbe  générale  de  l'ordre  m  : 

/   p'  znz  2/w(3/w  —  5), 

(21c)  J    |x"  =  v'rz:  2/W  (5/W — 9), 

(  v''z=/w(5/w  —  8). 

Pour  m  =  2  on  trouve  11!  =  |ut''  =  v'  =  v''  =  4  (**)• 
Pour  m  =  3  on  trouve  (x'  =  24,  fi"=  v'==  36,  v'^=  21 . 

60.  Des  valeurs  de  x,  7,  0,  m  on  déduit  les  théorèmes 
suivants  : 

Pour  un  système  de  coniques  qui  ont  un  contact  du 
troisième  ordre  et  un  contact  du  premier  ordre  respec- 
tiuement  as^ec  deux  courbes  données  Cm,n  ^^  C^.jn»^  on 
doit  compter  : 

Deux  fois  dans  le  nombre  A  et  deux  fois  dans  le 
nombre  cj,  toute  conique  ajant  un  point  double  à  un 
point  d intersection  des  deux  courbes  et  composée  de 
deux  droites  qui  coïncident  dans  la  tangente  à  C^^^  o,u 
même  point  / 

Deux  fois  dans  X  et  deux  fois  dans  xs^  toute  conique 

(*)  On  voit  que 

2  /a'  —  v'  =  2  n, 

2  y"  — /x"=  2WI. 

(**)  Ko/r  Cbasles,  Traité  des  Sections  coniques,  n<>5i4. 
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infiniment  aplatie^  renfermée  dans  une  tangente  com- 
mune aux  deux  courbes^  et  limitée  par  deux  points  qid 
coïncident  au  point  de  contact  a^ec  C„,,  „  ; 

Il  faut  encore  compter  dans  le  nombre  \  : 

Cinq  fois,  toute  conique  infiniment  aplatie^  renfer^ 
mée  dans  une  tangente  d'inflexion  de  Cm,„,  et  limitée 
au  point  d'inflexion  et  à  la  courbe  C,^»,!.,; 

Quatre  fois,  toute  conique  infiniment  aplatie  renfermée 
dans  une  tangente  de  rebroussement  de  C„,„,  et  limitée 
au  point  de  rebroussement  et  à  C,»,,»»  ; 

Et  dans  le  nombre  u  : 

Cinq  fois,  toute  conique  ayant  un  point  double  en  un 
point  de  rebroussement  de  C»»,»  et  composée  de  la  tan-- 
gente  de  rebroussement  et  d'une  tangente  à  Cm^ynx  ; 

Quatre  fois,  toute  conique  ayant  un  point  double  en 
un  point  d* inflexion  de  C»,»  et  composée  de  la  tangente 
d'inflexion  et  dune  tangente  à  C|„„«, 

61 .  Les  théorèmes  du  n*'  60  sont  encore  vrais  lorsque 
la  courbe  C„^^^n,  coïncide  avec  la  courbe  C,„,„.  Ils  sont 
donc  utiles  à  la  détermination  des  caractéristiques  du 
système  [{C^,„)',  C^,„]  dont  les  coniques  ont  avec  C„,n 
deux  contacts  respectivement  du  troisième  et  du  premier 
ordre.  Le  système  ne  contient  pas  d^autres  coniques  sin- 
gulières que  celles  qui  sont  mentionnées  dans  ces  théo* 
rèmes  (*).  On  trouve  donc 

^  =  2.2^-1-2.2/  H- 5./' (/w—  3) -4- 4 •^'('^  —  3), 

CT=  2.2/  -f-2.2r/-f-5.C?'(/2  —  3)  -4-4-^'(«  —  3), 


(*)  On  pourrait  croire  que  les  deux  espèces  de  coniques  singulières 
qui  sont  nommées  dans  le  n^  56^  appartiennent  également  à  ce  système-ci; 
mais  en  les  discutant  avec  soin,  on  trouve  qu'elles  ne  sont  d'aucune 
façon  des  limites  de  coniques  qui  satisfont  à  ses  conditions.  Du  reste,  on 
pourrait  les  introduiredans  les  nombres  ^  et  rSy  avec  des  coeflScients  qui 
seraient  entiers  et  positifs  ou  nuls*  On  trouverait  par  les  méthodes  ordi- 
naires qu'ils  ont  la  valeur  zéro. 
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d'où 

I  p  =  2( —  ^m^  +  3mn  -f-  3/i'  -h  a8iw  —  3a/r) 
\  -f-3(2/fi-h/i— i3)flf', 

j.v  =  —  3/yj'  —  3/w«  -f-  low'  -h  53ni  —  6j/t 
(  -+-3(/w  +  2/i  — i3)rf', 

(22^)  [{C.,»)SC.,,]  =  (,A,v), 

et,  pour  une  courbe  générale  de  l'ordre  m, 
ji=z6m(m  —  2)(/w*  -I-  iw  —  lo), 
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I  v  =  /w(iw  —  2)(iowi' — 3m  —  57). 

62.  Si  les  deux  courbes  C;„,„  et  C^^n^  se  touchent,  on 
fera  usage  de  la  formule  suivante  : 

(I)  N[(C«,„)%C«,,,n,,Z]==4N[(C«,J^Ô,Z]H-N[(C«j3_c«,„.^ 

où  (Cfn^nYO  signifie  la  condition  d'un  contact  du  troi'- 
sième  ordre  en  un  point  donné,  et  (C^,n)'  —  Cni,ni  celle» 
de  deux  contacts  séparés  respectivement  du  troisième  et 
du  premier  ordre  avec  deux  courbes  C„,,„  et  Cm^,n^  qui  se 
louchent  elles-mêmes. 
On  aura  en  particulier 

(II)  N[(C.,JS/.,Z]  =  4N[(Cî»ô,Z]-hN[(C«,„)'-/'>Z]r 

où  (Cm,n)  —  P  signifie  les  conditions  d'un  contact  du  troi- 
sième ordre  avec  Cm,n  et  d'une  intersection  avec  la  même 
courbe  en  un  point  donné,  et 

(lU)     N  [(C«,n)S  /,  Z]  ^  4N  [{C^^nYB, Z]  -+-  N[( €;„,„)»  -  /, Z]. 

D'après  la  formule  (I)  le  système[(C^^„)',  C,„„„,]  se  divise, 
dans  le  cas  où  Cm,n  et  Qn,^„,  se  touchent  à  un  point  ô 
en  [(C«,„)'e]  et  [(C«,„)»  — C^,,„J,  et  chacune  des  carac- 
téristiques  du  grand  système  comprend  quatre  fois  la 
caractéristique  homologue  du  premier  système  partiel  el 
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une  fois  celle  du  second  système  partiel.  Or,  on  trouve 

sans  difficulté 

[(€.,.)•  0)  =  (,,!). 

Les  caractéristiques  du  système  [(€«,„)• — C^„n,}  sont  fa- 
ciles à  trouver. 

{La  fin  prochainement,) 


NOTE  SlIR  LES  MOUVEMENTS  RELATIFS; 

Par  m.  E.-C.  PAGE, 

Professeur  à  TÉcole  d* Artillerie  de  Vincennes. 


La  question  que  Ton  désigne  en  Mécanique  sons  le 
titre  de  moui^ements  relatifs  se  réduit  au  problème  sui- 
vant : 

Étant  donnés  la  vitesse  et  V accélération  d^un  point 
par  rapport  à  un  système  mobile,  et  le  mouuement  de  ce 
système  'par  rapport  à  un  système  fixe,  trouver  la  vi- 
tesse et  V accélération  du  point  relatiy^ement  au  système 
fixe. 

Ou,  en  renversant  le  problème  : 

Étant  données  la  vitesse  et  V accélération  d^un  point 
relativement  à  un  système fixe^  trouver  la  vitesse  et  Vac- 
célération  de  ce  point  relativement  à  un  système  mobile 
dont  on  connaît  le  mouvement  par  rapport  au  système 
fixe. 

Appelons  vitesse  et  accélération  absolues  la  vitesse  et 
Taccélération  du  point  par  rapport  au  système  fixe-, 

Vitesse  et  accélération  relatives,  la  vitesse  et  l'accé- 
lération par  rapport  au  système  mobile. 
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Enfin.,  vitesse  d'entraînement  et  accélération  d'entraî- 
nement, la  vitesse  et  l'accélération  dont  le  point  se  trou- 
verait animé  à  un  instant  donné,  si  à  cet  instant  il  de- 
venait fixe  par  rapport  au  système  mobile. 

Dans  le  cas  d'un  simple  mouvement  de  translation, 
l'accélération  absolue  est  la  résultante  de  Taccélération 
relative  et  de  F  accélération  d'entraînement. 

Dans  le  cas  d'un  mouvement  de  rotation,  l'accéléra- 
tion absolue  n'est  pas  la  résultante  de  l'accélération  rela- 
tive et  de  l'accélération  d'entraînement;  mais  il  faut 
joindre  à  ces  deux  composantes  une  troisième  composante 
qu'on  nomme  accélération  centripète  composée. 

Il  est  important  de  rechercher  l'origine  de  cette  troi- 
sième composante  et  de  faire  voir  comment  elle  est  la 
conséquence  de  ce  principe  fondamental  de  Mécanique  : 
Les  accélérations  se  composent  entre  elles  exactement 
de  la  même  manière  que  les  vitesses. 

Cette  question  a  été  traitée  d'une  manière  explicite 
par  Coriolis  dans  un  Mémoire  inséré  au  Journal  de 
V École  Polytechnique  (XXIV®  cahier).  Il  a  tiré  des  for- 
mules générales  de  la  Mécanique  analytique  un  théorème 
remarquable  sur  la  force  centrifuge  composée. 

Depuis  le  Mémoire  de  Coriolis,  son  théorème  a  été 
démontré  géométriquement  de  plusieurs  manières  ;  mais 
ces  démonstrations  paraissent  encore  assez  difficiles  pour 
qu'on  évite  de  les  exposer  dans  l'enseignement  tout  à  fait 
élémentaire*,  on  les  renvoie  à  une  partie  plus  avancée 
de  la  Mécanique.  Celle  marche  a  l'inconvénient  grave 
de  jeter  une  certaine  obscurité  sur  le  principe  de  la  com- 
position des  accélérations.  Les  élèves  peuvent  être  in- 
duits à  penser  que  ce  principe  n  est  pas  absolument  vrai, 
et  qu'il  ne  s'applique  au  mouvement  de  rotation  qu'avejc 
certaines  réserves. 

Dans  la  Note  qui  suit,  on  a  essayé  de  présenter  la  com- 
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position  des  accélérations  d*une  manière  assez  élémen- 
taire pour  qu'on  puisse  Fexposer  complètement  au  com- 
mencement même  de  la  Mécanique  et  que,  par  suite,  on 
puisse  aborder  immédiatement  la  question  du  mouve- 
ment apparent  des  corps  à  la  surface  de  la  terre,  en  te- 
nant compte  de  la  rotation. 

Accélération  dans  le  mouvement  rectiligne. 

Quand  un  point  seoneut  en  ligne  droite  et  que  sa  vi- 
tesse varie  en  fonction  du  temps,  la  rapidité  plus  ou 
moins  grande  avec  laquelle  celte  vitesse  augmente  ou 
diminue  se  nomme  accélération.  On  peut  donc  dire  que, 
dans  le  mouvement  rectiligne,  l'accélération  n'est  autre 
chose  que  la  vitesse  de  la  vitesse. 

La  vitesse  V  d'un  point  A  peut  être  représentée  en 
grandeur  et  en  direction  au  moyen  d'une  droite  AV.  La 

FlG.     I. 
A  V  V 


vitesse  V  étant  variable,  la  longueur  de  la  droite  AV 
varie,  et  la  vitesse  V,  avec  laquelle  l'extrémité  de  la 
droite  AV  s'éloigne  ou  se  rapproche  du  point  A,  est  jus- 
tement l'accélération.  Cette  vitesse  V  peut  être  repré- 
sentée elle-même  au  moyen  d'une  droite  VV.  Le  sens 
dans  lequel  la  droite  W  est  portée  indique  si  l'accéléra- 
tion est  positive  ou  négative,  c'est-à-dire  si  la  vitesse  est 
croissante  ou  décroissante. 

Composition  des  accélérations  quand  la  vitesse  est 
décomposée  suiv^ant  des  directions  Jixes . 

Lorsqu'un  point  A  est  animé  de  deux  vitesses  u  et  /', 
suivant  des  directions  fixes  Ku  et  A/,  la  vitesse  résul- 
tante y  est  représentée  en  grandeur  et  en  direction  par 
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la  diagonale  ÂV  du  parallélogramme  construit  sur  les 
deux  vitesses  composantes  Âzi  et  Aï, 

Si  les  deux  composantes  reçoivent  des  accroissements 
Mtt'  et  II',  la  nouvelle  résultante  V  est  représentée  par  la 
diagonale  AV^  du  parallélogramme  construit  sur  Au-huit' 
et  A/-f-  ii\ 

Le  déplacement  V Y'  de  l'extrémité  de  la  diagonale  est 
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représenté  par  la  diagonale  du  parallélogramme  construit 
sur  les  accroissements  uu^  et  ii\ 

Si,  au  lieu  de  recevoir  des  accroissements  brusques, 
les  vitesses  composantes  u  et  i  varient  d^une  manière 
continue  sans  changer  de  direction^  les  droites  uii\  iV 
représentent  les  accélérations  composantes,  c'est-à-dire 
les  vitesses  avec  lesquelles  les  extrémités  des  côtés  Au 
et  Al  s'éloignent  ou  se  rapprochent  du  point  A. 

La  diagonale  W  représente  l'accélération  résultante. 
C'est  la  vitesse  avec  laquelle  se  meut  par  rapport  au 
point  A  l'extrémité  de  la  droite  AV  qui  représente  en 
grandeur  et  en  direction  la  vitesse  du  point  A. 

Pour  faire  bien  comprendre  cette  manière  de  repré- 
senter l'accélération,  imaginons  par  le  point  mobile  un 
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système  géométrique  mobile  avec  ce  point,  mais  n^ayant 
qu'un  simple  mouvement  de  translation;  par  e:xemplé, 
trois  axes  rectangulaires  passant  toujours  par  le  point  A, 
et  restant  constamment  parallèles  à  eux-mêmes. 

Tant  que  la  droite  AV,  qui  représente  en  grandeur  et 
en  direction  la  vitesse  du  point  A,  reste  fixe  et  invariable 
par  rapport  au  système  mobile,  le  mouvement  du  point 
est  rectiligne  et  uniforme;  mais  aussitôt  que  le  mouve- 
ment  du  point  cesse  d'être  uniforme  et  rectiligne,  la 
droite  AV  varie  en  grandeur  et  en  direction,  et  la  vitesse 
avec  laquelle  l'extrémité  de  cette  droite  se  meut  par  rap- 
port au  système  mobile  représente  en  grandeur  et  eq 
direction  Taccclération  du  point. 

On  en  conclut  immédiatement  ce  principe  fonda- 
mental : 

Les  accélérations  se  composent  et  se  décomposent 
entre  elles  exactement  de  la  même  manière  que  les  vi" 
tes  ses. 

Si  les  accélérations  composantes  u'  et  l' sont  entre  elles 
dans  le  même  rapport  que  les  vitesses  u  et  i\  l'accélération 
résultante  VV  est  dirigée  dans  le  même  sens  que  la  vi- 
tesse V,  et  celte  dernière  ne  fait  que  changer  de  grandeur 
sans  changer  de  direction.  Mais  si  les  accélérations  com- 
posantes ne  sont  pas  proportionnelles  aux  vitesses  com- 
posantes, Taccélération  résultante  n'est  pas  dirigée  dans 
le  sens  de  la  vitesse  résultante,  et  cette  dernière  varie  à 
la  fois  en  grandeur  et  en  direction;  dans  ce  cas,  le 
point  A  décrit  une  ligne  courbe. 

La  composition  des  accélérations  u^  ei  i'  est  tout  à  fait 
indépendante  de  la  valeur  des  vitesses  u  et  i.  Elle  reste 
encore  la  même  lorsque  l'une  de  ces  vitesses  est  nulle. 

Ainsi,  quand  le  point  mobile  décrit  une  ligne  courbe, 
la  composante  de  la  vitesse  suivant  la  normale  est  nulle; 
mais  l'accélération  suivant  cette  normale,  ou  plus  exac- 
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temeiit,  l'accélération  suivant  la  direction  fixe  avec  la- 
quelle la  normale  vient  coïncider  à  l'instant  que  l'on  con- 
sidère, n'est  pas  nulle,  et,  pour  avoir  l'accélération  to- 
tale, il  faut  composer  l'accélération  suivant  la  direction 
normale  avec  l'accélération  tangentielle. 

Composition    des  accélérations   quand  la  vitesse   est 
décomposée  suivant  des  directions  variables. 

Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  la  vitesse 
décomposée  suivant  des  droites  ayant  des  directions  fixes; 
mais  on  peut  concevoir  la  vitesse  décomposée  suivant  des 
droites  dont  les  directions  varient  d'une  manière  con- 
tinue. 

En  efTet)  supposons  la  vitesse  décomposée  suivant 
quatre  directions  fixes  A  m,  Aw,  Ap,  Kq\  soient  m,  w, 
p^  ^  les  quatre  composantes. 

Pour  obtenir  la  résultante  V,  nous  pouvons  commen- 
cer par  prendre  la  résultante  i  des  deux  vitesses  m  et  w, 
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puis  la  résultante  u  des  deux  vitesses  p  et  q.  La  vitesse  V 
est  alors  décomposée  suivant  les  deux  composantes  u  et  i. 
Or,  si  les  vitessesi  m  et  n  ne  restent  pas  constamment 
dans  le  même  rapport  entre  elles,  leur  résultante  i  varie 
en  grandeur  et  en  direction.  De  même,  là  résultante  u 
des  vitesses  petq  peut  varier  en  grandeur  et  en  direc- 
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lion;  nous  pouvons  donc  concevoir  la  viiesse  V  décom* 
posée  suivant  des  droites  Ai  ei  Au  dont  les  directioni 
varient  d*unc  manière  continue. 

Dans  ce  cas,  on  commettrait  une  erreur  grave  en  re- 
présentant Uaccélération  du  point  A  par  la  résultante  des 
vitesses  avec  lesquelles  les  extrémités  des  composantes  i 
et  u  s'éloignent  ou  se  rapprochent  du  point  A.  Il  faut 
prendre  la  résultante  des  vitesses  avec  lesquelles  se  meu- 
vent les  extrémités  des  composantes;  or,  ces  vitesses  ne 
sont  généralement  pas  dirigées  suivant  les  composantes 
elles-mêmes. 

En  eflet,  les  composantes  m^  n^  p^  q  ayant  des  direc- 
tions fixes,  r accélération  du  point  A  est  la  résultante  des 
vitesses  avec  lesquelles  les  extrémités  de  ces  composantes 
s'éloignent  ou  se  rapprochent  du  point  A. 

Si  nous  commençons  par  prendre  la  résultante  des 
deux  accélérations  composantes  dirigées  suivant  A  m  et 
A 7},  cette  résultante  sera  la  vitesse  avec  laquelle  se  meut 
l'extrémité  de  la  diagonale  Ai,  et  cette  vitesse  ne  sera  gé- 
néralement pas  dirigée  suivant  Ai,  De  même,  la  résultante 
des  deux  accélérations  dirigées  suivant  Ap  et  Aq  sera  la 
vitesse  avec  laquelle  se  meut  l'extrémité  de  la  diago- 
nale Ali. 

En  prenant  la  résultante  des  vitesses  avec  lesquelles 
se  meuvent  les  extrémités  des  diagonales  Ai  et  Ai/,  nous 
aurons  raccéléralion  totale,  c'est-à-dire  la  résultante  de 
toutes  les  accélérations  dirigées  suivant  les  droites  fîtes. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Quand  la  vitesse  d*un  point  est  décomposée  suiwtmt 
des  axes  ayant  des  directions  fixes  ou  variables,  roc- 
célération  de  ce  point  est  toujours  représentée,  en  gran- 
deur et  en  direction,  par  la  résultante  des  vitesses  avec 
lesquelles  se  meus^ent  les  extrémités  des  droites  qui  re- 
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présentent  en  grandeur  et  en  direction  les  vitesses  com- 
posantes. 

Accélération  centripète. 
Une  droite  d'une  longueur  constante 
Ok=zr 
tourne  dans  un  plan  autour  d'un  point  fixe  O  avec  une 
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vitesse  angulaire  constante  ot).  La  vitesse  du  point  A  est 
représentée  par  une  droite 

Ai  =  r.« 

dirigée  perpendiculairement  au  rayon  OÂ  dans  le  sens 
du  mouvement.  L'accélération  du  point  A  est  représentée 
par  la  vitesse  avec  laquelle  se  meut  Textrémité  de  la 
droite  Ai,  par  rapport  à  un  système  géométrique  passant 
par  le  point  A,  et  animé  d'un  simple  mouvement  de  trans- 
lation. 

Or,  puisque  la  droite  Ai  est  toujours  perpendiculaire 
au  rayon  OA,  et  que  ce  dernier  tourne  avec  la  vitesse  an- 
gulaire ct),  il  est  clair  que  la  droite  Ai  tourne  autour  du 
point  A  avec  la  même  vitesse  angulaire  co  par  rapport  au 
système  géométrique;  donc  l'extrémité  de  Ai  est  animée 
par  rapport  à  ce  système  d'une  vitesse  parallèle  à  AO, 
dirigée  du  point  A  vers  le  point  O,  et  égale  à 

A/,«  =  r.w'. 

32. 
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L*accéIération  du  point  A  est  donc  dirigée  vers  le  centie 
et  égale  au  produit  du  rayon  par  le  carré  de  la  vitesse 
angulaire.  C'est  Taccélération  centripète. 

Accélération  centripète  composée. 

Supposons  que  tandis  que  la  droite  OA  tourne  autour 
du  point  fixe  O  avec  la  vitesse  angulaire  constante  &),  le 
rayon  OA  =  r  ne  reste  pas  invariable,  maïs  que  le  point  A 
glisse  sur  la  droite  mobile  avec  une  vitesse  constante  u. 

La  vitesse  V  est  la  résultante  de  deux  vitesses,  Puoe, 
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Am  =  M,  dirigée  suivant  le  rayon  •,  Tautre,  Ai  =  r,w,  di- 
rigée perpendiculairement  au  rayon  dans  le  sens  du 
mouvement. 

L'accélération  du  point  A  est  représentée  en  grandeur 
et  en  direction  par  la  résultante  des  vitesses  avec  les- 
quelles se  meuvent  les  extrémités  des  deux  composantes 
A  u  et  A  /. 

Cherchons  d'abord  la  vitesse  avec  laquelle  se  meut 
Textrémité  de  la  composante  A/. 

En  vertu  de  la  rotation,  l'extrémité  de  Ki  est  animée 
d'une  vitesse  parallèle  à  AO,  égale  à 

A/.w  =  r.w'. 

Puisque  r  varie,  Ai  =  r.o)  varie  en  même  temps.  La  vi- 
tesse avec  laquelle  r  varie  étant  égale  à  ii,  la  vitesse  avec 
laquelle  l'extrémité  de  Ai  s'éloigne  du  point  A  est  ii.oi). 
L'extrémité  de  la  composante  Ai  est  donc  animée  de 
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deux  vitesses  :   Tune  rtù*  perpendiculaire  à  la  compo* 
santé  Ai,  Tautre  utù  perpendiculaire  à  la  composante  Au. 

Maintenant,  cherchons  la  vitesse  avec  laquelle  se  meut 
l'extrémité  de  la  composante  A  u. 

La  vitesse  u  étant  constante,  la  distance  Au  reste  in- 
variable. Mais,  en  vertu  de  la  vitesse  angulaire  w,  l'ex- 
trémité de  A  a  est  animée  d'une  vitesse  a.co  perpendicu- 
laire a  Au. 

L^accélération  du  point  A  est  donc  la  résultante  de 
deux  accélérations  composantes,  la  première, 


dirigée  dans  le  sens  du  rayon  OÂ  ;  la  seconde, 

perpendiculaire  à  la  vitesse  u  du  point  A  relativement  à 
la  droite  mobile. 

Cette  composante  2 u.  ta  se  retrouve  constamment  dans 
tous  les  problèmes  de  mouvements  relatifs,  quand  le  sys- 
tème mobile  est  animé  d'un  mouvement  de  rotation. 
Dans  tous  les  cas,  son  origine  est  la  même  que  dans  le 
cas  simple  que  nous  venons  d'examiner.  Elle  est  toujours 
perpendiculaire  à  la  vitesse  relative  u  et  dirigée  dans  le 
sens  indiqué  par  la  vitesse  angulaire  &)• 

Bien  que  Faccélération  au.o)  ne  soit  pas  dirigée  vers 
le  centre,  on  la  nomme  accélération  centripète  com- 
posée. Cela  vient  de  l'analogie  de  forme  qu'elle  présente 
avec  l'accélération  centripète. 

En  effet,  l'accélération  centripète,  A/.w,  est  toujours 
perpendiculaire  à  la  composante  Ai,  et  égale  au  produit 
de  cette  composante  par  la  vitesse  angulaire  co. 

L'accélération  centripète  composée,  aii.to,  est  toujours 
perpendiculaire  à  la  composante  Aw,  et  égale  au  double 
produit  de  cette  composante  par  la  vitesse  angulaire  co. 


(   502    ) 

Il  peut  arriver  que  le  point  Q,  «uioiir  duquel  tonrae 
la  droite  OA,  ne  resté  pas  immobile^  mais  soit  animé 
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0  ^-^^^ 

d'un  mouyement  quelconque;  dans  ce  cas,  pour  avoir 
raccélération  du  point  A^  il  suffit  de  joindre  raccéléra- 
tion  du  point  O  aux  accélérations  trouvées  précédem- 
ment. 

Soit  O9  la  droite  qui  représente  en  grandeur  et  en  di- 
rection la  vitesse  du  point  O. 

La  vitesse  du  point  A  sera  la  résultante  de  trois  vitesses: 
1^  Kq'  égale  et  parallèle  à  0</;  2*^  Att=s  u;  et,  enfin, 
Ai  =  r.a). 

L'accélération  du  point  A  sera  représentée  par  la  ré- 
sultante des  vitesses  avec  lesquelles  se  meuvent  les  exr 
trémités  de  ces  trois  composantes. 

Or,  la  composante  Kq'  restant  toujours  égalée!  parai* 
lèle  à  la  vitesse  O  ^  du  point  O^  l'extrémité  de  la  droite  A^ 
possède  exactement  la  même  vitesse  que  l'extrémité  de  la 
droite  O^;  donc  il  suffit  de  joindre  l'accélération  da 
point  O  aux  autres  accélérations  trouvées  précédem- 
ment. 

Le  centre  de  rotation,  au  lieu  d'être  situé  sur  la  droite 
mobile,  peut  être  pris  hors  de  cette  droite  en  un  point 
quelconque  du  plan  dans  lequel  elle  se  meut. 

Ainsi  le  point  A  se  meut  en  ligne  droite  avec  une 
vitesse  constante  f/,  tandis  que  le  plan  déterminé  par  la 
direction  de  la  vitesse  u  et  par  un  point  quelconque  0 


(  5o3  ) 
«•urne  aotonr  de  ce  point  O  avec  la  vitesse  angulaira  co. 
•<.:  Du  point  O,  abaissons  sur  la  direction  de  Ici  vitesse  u 
la  perpendiculaire  OO'. 
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*  La  droite  CVA  tourne  autour  du  point  O'  avec  la  vi- 
tesse angulaire  w,  tandis  que  le  point  O'  décrit  la  circon- 
férence dont  00'  est  le  rayon.  Comme  le  rayon  00' 
tourne  autour  du  point  O  avec  la  vitesse  angulaire  w,  on 
voit  que  le  point  O'  est  animé  d'une  accélération  centri- 
pète égale  à  OO'.  od*. 

Donc  le  point  A  est  animé  : 

1**  D'une  accélération  centripète  composée  2.w.w  per- 
pendiculaire à  A  2/  ; 

2<*  D'une  accélération  centripète  dirigée  suivant  AO' 
^t  ^gale  à  AO'.  o)'  ; 

3<*  D'une  accélération  parallèle  à  OO'et  égale  à  O'O.ed*. 
^  Le»  deux  composantes  AO'.  co'  et  O^O.  «'  ont  une  ré- 
'Miltante  dirigée  suivant  AO  et  égale  à  AO .  cd*. 

Par  conséquent,  les  deux  composantes  de  l'accéléra- 
tion du  point  A  sont  l'accélération  centripète  composée 
att«6t)  et  l'accélération  centripète  AO.cd*. 

On  démontrerait  comme  précédemment  que  si  le 
point  O  est  animé  d'un  mouvement  quelconque,  il  faut 
joindre  l'accélération  de  ce  point  aux  autres  composantes 
de  Taceélération  du  point  A. 

Enfin,  au  lien  d'avoir  un  simple  mouvement  recti ligne 


(  5o4  ) 

Cl  uniforme,  le  point  A  peatatoir  va  mouvcmient  quel- 
conque dans  le  plan  mobile.  . 

Dans  ce  cas,  l'extrémité  de  la  composante  Au, qui  re- 
présente la  vitesse  du  point  A  relativement  au  plan  mo- 
bile, est  animée  de  deux  vitesses  :  i®  celle  due  à  la  rela- 
tion qui  est  perpendiculaire  à  la  composante  A  u  et  égale 
à  u.o);  2*^  celle  qui  représente  l'accélération  du  point  A 
relativement  au  plan  mobile.  H  faut  donc  joindre  cette 
dernière  accélération  aux  autres  composantes  de  raccë- 
léraiion  du  point  A. 

En  résumé,  si  un  point  A  se  meut  d'une  manière 
quelconque  dans  un  plan  mobile,  tandis  que  ce  plan 

FiG.  8. 


tourne  autour  d'un  de  ses  points,  O,  avec  la  vitesse  angu- 
laire c»),  et  que  le  point  O  se  meut  d'une  manière  quel- 
conque avec  la  vitesse  O^; 

La  vitesse  absolue  du  point  A  est  la  résultante  de  : 
Premièrement,  la  vitesse  relative,  c'est-à-dire  la  vi- 
tesse Ali  du  point  A  par  rapport  au  plan  mobile; 

Deuxièmement,  la  vitesse  d'entraînement  ;  cette  vi- 
tesse est  elle-même  la  résultante  i°  d'une  vitesse  égale  et 
parallèle  à  la  vitesse  Oçr  du  point  O,  2°  d'une  vitesse  Ai 
perpendiculaire  au  rayon  OA  et  égale  à  OA.co. 

L'accélération  absolue  du  point  A  est  la  résultante  de  : 
Premièrement,  l'accélération  relative,  c'est-à-dire  Tac- 
çéléralion  du  point  A  par  rapport  au  plan  mobile; 


(  5o5  ) 

Deuxièmement,  raccélération  d'entraînement  :  celte 
accélération  est  elle-même  la  résultante  de  deux  compo- 
santes :  i^  une  composante  égale  et  parallèle  à  Taccéléra- 
tion  du  point  O,  2^  l'accélération  centripète  du  point  A, 
dirigée  suivant  AO  et  égale  à  AO.w*; 

Troisièmement,  l'accélération  centripète  composée  : 
cette  accélération  est  égale  au  double  produit  211.0)  de 
la  vitesse  relative  u  par  la  vitesse  angulaire  o)^  elle  est 
dirigée  perpendiculairement  à  la  vitesse  relative  u,  et 
dans  le  sens  du  mouvement  de  rotation  de  la  compo- 
sante Ail. 

Jusqu'ici  nous  nous  sommes  bornés  à  considérer  le 
mouvement  dans  un  plan  ;  il  est  facile  d'étendre  les  dé- 
monstrations au  mouvement  dans  Fespace. 

Supposons  que  le  point  A  se  meuve  en  ligne  droite, 
suivant  une  direction  quelconque  Ai^  et  avec  une  vi- 
tesse constante  1^,  par  rapport  à  un  système  mobile 
tournant  autour  de  l'axe  fixe  OZ,  avec  la  vitesse  angu- 
laire constante  w. 
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Du  point  A,  abaissons  sur  Taxe  OZ  la  perpendicu- 
laire. A0=/\ 


(  5o6  ) 
En  vertu  de  la  rotation,  le  point  A,«3(,itniiné.d'ttne 
vitesse 

perpendiculaire  k  la  fois  à  l'axe  OZ  et  au  rayon  OA. 

La  vitesse  absolue  du  point  A  est  la  r^ultante  des 
deux  vitesses  A  f/  et  Ai. 

L'accélération  absolue  du  point  A  est  représentée  par 
la  résultante  des  vitesses  avec  lesquelles  se  meuvent  les 
extrémités  des  deux  composantes  A i^  et  Ai. 

Décomposons  la  vitesse  ^  suivant  deux  composantes, 
Tune  Au',  parallèle  à  Taxe  OZ,  l'autre  Ait,  perpendiea^ 
laire  à  cet  axe. 

La  composante  Au',  étant  parallèle  à  l'axe  de  rotation, 
reste  fixe  et  invariable  par  rapport  au  système  mené 
par  le  point  A  ;  donc  la  vitesse  de  l'extrémité  ée  Au'  est 
nulle. 

Il  ne  reste  donc  que  les  vitesses  des  extrémités  des 
deux  composantes  Au  et  Aï.  Nous  avons  VU  que  tes 
deux  vitesses  donnent  : 

i*^  L'accélération  centripète, 

dirigée  suivant  le  rayon; 

2°  L'accélération  centripète  composée, 

perpendiculaire  à  la  composante  Au  et  située  dans  le 
plan  perpendiculaire  à  l'axe  de  rotation  OZ. 

En  appelant  a  l'angle  que  la  direction  de  la  vitesse 
relative  v  fait  avec  l'axe  OZ,  nous  aurons 

ttr=  i^.sina. 

Donc,  Faccélération  centripète  composée  est  égale  à 

2.w.p.,sina  ; 


(  5o7  ) 
elle  est  perpendiculaire  à  la  fois  à  la  vitesse  relative  et  à 
Taxe  de  rotation  ;  enfin,  elle  est  dirigée  dans  le  sens  dé- 
terminé par  la  rotation  de  la  composante  Ai^. 

Oà  démontrerait,  comme  on  l'a  fait  pour  le  mbuve- 
nient  dans  un  plan^  que,  si  le  point  A  se  meut  d'une 
manière  quelconque  par  rapport  au  système  mobile,  il 
su$l  de  joindre  aux  composantes  précédentes  l'accéléra- 
tion  du  point  relativement  au  système  mobile. 

Si  Taxe  OZ  se  meut  en  restant  constamment  parallèle 
à  lui-même,  tous  les  points  de  cet  axe  ayant  à  chaque 
inutftnt  des  accélérations  égales  et  parallèles,  il  suffit  de 
joindre  l'accélération  d'un  des  points  de  Taxe  de  rota^ 
lion. 

En  résumé,  si  un  point  A  se  meut  d'une  manière 
quelconque  par  rapport  à  un  système  mobile,  tandis  que 
ce  système  tourne  avec  une  vitesse  angulaire  co  autour 
d'un  axe  qui  se  meut  en  restant  constamment  parallèle 
à  lui-même, 

La  vitesse  absolue  du  point  A  est  la  résultante  de  la 
vitesse  relative  et  de  la  vitesse  d'entraînement; 

L'accélération  absolue^du  point  A  est  la  résultante  de  : 

Premièrement,  l'accélération  relative. 

Deuxièmement,  l'accélération  d'entraînement; 

Troisièmement,  l'accélération  centripète  composée 

2.&).p.sina, 

perpendiculaire  à  l'axe  de  rotation  et  à  la  vitesse  rela- 
tive, 

Dirigée  dans  le  sens  de  la  rotation  de  la  droite  An 
qui  représente  la  composante  de  la  vitesse  relative  es- 
timée perpendiculairement  à  l'axe  de  rotation. 

Il  ne  reste  plus  à  examiner  que  le  cas  où  le  système 
mobile  tourne  autour  d'un  point;  mais,  pour  cela,  il 
faut  commencer  par  rappeler  les  lois  du  mouvement  de 
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roUtion  ei  la  composition  des  vitesses  angulaires.  Le  cas 
où  l'axe  de  rotation  reste  constamment  parallèle  à  lui- 
même  suffit  pour  se  rendre  compte  du  mouvement  appa«- 
rent  des  corps  à  la  surface  de  la  terre. 

Accélération  centrifuge  composée. 

Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  déterminé  l'accéléra- 
tion  absolue  en  supposant  l'accélération  relative  connue. 
Il  est  facile  d^en  déduire  la  solution  du  problème  in- 
verse, c'est-à-dire  de  déterminer  Taccélération  relative 
au  moyen  de  l'accélération  absolue. 

Nous  avons  vu  que  lorsque  le  système  mobile  tourne 
autour  d'un  axe  fixe,  Taccélération  absolue  est  la  résul- 
tante : 

1*^  De  l'accélération  relative; 

a°  De  l'accélération  centripète; 
.    3*^  De  l'accélération  centripète  composée. 

Par  conséquent,  l'accélération  relative  est  la  résultante 
de  l'accélération  absolue,  de  Taccéléralion  centripète 
prise  en  signe  contraire,  et  enfin  de  l'accélération  cen- 
tripète composée  prise  en  signe  contraire.  Or,  l'accéléra- 
tion centripète  prise  en  signe  contraire  n'est  autre  chose 
que  l'accélération  centrifuge;  de  même,  raccéléraiion 
centripète  composée  prise  en  signe  contraire  est  l'accé- 
lération centrifuge  composée.  Nous  pouvons  donc  con- 
clure que  l'accélération  relative  est  la  résultante  : 

1°  De  l'accélération  absolue; 

2°  De  l'accélération  centrifuge; 

3**  De  l'accélération  centrifuge  composée. 
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NOTE 

sor  Terreor  commise  dans  le  calcal  de  tt  par  la  méthode  des  isopérimètres  ^ 
Pae  m.  a.  hermann, 

Ancien  élève  do  TÉcole  Normale  supérieure, 
Professeur  au  lycée  de  Tournon. 


On  sait  que  lorsqu'on  passe  d'un  polygone  au  suivant, 
la  différence  entre  le  rayon  et  Tapothème  du  second  est 
moindre  que  le  quart  de  cette  différence  pour  le  premier. 

Cette  remarque  conduit  facilement  à  une  limite  de 
Terreur  commise  dans  le  calcul  de  tt  par  la  méthode  des 
isopérimètres. 

Désignons  par  ri  et  a^  le  rayon  et  Tapothème  du  poly- 
gone dont  le  nombre  des  côtés  est  u*  ;  r^  et  a,  seront  le 

rayon  et  Tapothème  du  carré,  de  sorte  que  r^  =  -  ^2 


et  a^  = 

9. 


9. 

I 


Pour  obtenir  tt  à  l'approximation  — -y  il  suffit  qu^on  ait 


9.        2.  I 

^k        rk         10"' 

ou 


(1)  rk  —  ak<C 

Or,  r^  et  a^  étant,  tous  deux,  plus  grands  que  l'apo- 
thème -  du  carré,  l'inégalité  précédente  sera  vérifiée  dès 
qu'on  aura 

(  2  )  a  —  ^k  <C  n • 


(5.0) 
Mais  on  a,  d'après  le  théorème  rappelé, 

/•a  — «a<'2-(''»--«i), 

» 

/•*  — û^<7ïr?(''»  — ««)• 

Il  suiBra  donc,  pour  que  l'inégalité  (2)  existe,  qu'on  ait 
ou,  en  remplaçant  rt  et  a%  par  leurs  valeurs  -v^  et  -) 

ce  qui  donne 

(3)  4*-3>,o«(v^-i); 

et ,  en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres, 

(/•~3).log4>i7H-log(^-i), 
m  log(v/2  — i) 


/■>3- 


iog4  iog4 


L'inégalité  précédente  est  vérifiée,  à  fortiori^  lorsqu'on 
donne  à  Ar  la  valeur  3  +  am,  ou  une  valeur  plus 
grande  {*).  Et  il  est  facile  d'en  conclure  que  si  Ton  qua- 
druple le  nombre  des  côtés  d'un  polygone,  on  obtient  une 
décimale  de  plus  dans  la  valeur  approchée  du  nombre  tt. 

(*)  Quand  le  nombre  entier  m  est  plus  grand  que  Tunité,  il  suffit  de 
prendre  A-  égal  à  2-+-aiw  pour  que  l'inégalité  4*"^ >  1  o"' ( y^  —  i)ait  lieu. 
Et  si  m  est  égal  à  7,  ou  plus  grand  que  7,  on  satisfait  à  cette  inégalité  eti 
posant  A  =  2m.  O, 
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SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  590 

(voir  1'*  série,  tome  XX,  page  Ul); 

Par  m.  NEUBERG, 

Professear  à  l*Athénée  royal  d'Arlon  (Belgique). 

Si  Von  prend  les  polaires  des  points  milieux  des  côtés 
d'un  triangle  relatii^ement  à  une  conique  quelconque 
inscrite  dans  le  triangle,  ces  polaires  déterminent  un 
triangle  qui  a  une  surface  constante. 

On  peut  considérer  cette  proposition  comme  une  con- 
séquence immédiate  de  la  question  591  (*)  appliquée 
aux  coniques,  et  d'une  autre  proposition  qui  trouverait 
sa  place  naturelle  dans  les  propriétés  très-intéressantes 
des  coniques,  énoncées  par  M.  Faure  dans  le  tome  XX  des 
Nouvelles  Annales,  p.  55,  56  et  216. 

En  effet,  soit 

réquation  d'une  ellipse  rapportée  à  ses  axes  principaux. 
Désignons  par  (^u^i),  (j^i»  y«)j  (^sîJKs)  les  coordon- 
nées des  sommets  d'un  triangle  circonscrit  ABC  5  par 
(X„  TO,  (X„  Y,),  (Xs,  Ys)  celles  des  milieux  A',  B',  C 


C^)  La  question  591  a  été  résolue  dans  Tannée  i865.  La  démonstration 
que  nous  en  donnons  plus  loin  est  analogue  à  celle  de  M.  Painvin,  t.  XIX, 
p.  293  et  297. 


(5.a) 
des  côtés  BC,  €A,  AB ;  et  par  (X', ,  Y'.),  (X'„  ï',),  (X'„  Y,) 
celles  des  sommets  du  triangle  A'^B^C  conjugué  avec 
A'B'C.  Représentons  aussi  par  S,  T,  T' les  surfaces  de 
ces  trois  triangles,  et  posons 

x«x'„     Y.y. 


^m 

»n 

a' 

On  peut  écrire 

X, 

Y. 

a 

b 

4TT'_^ 

X, 
a 

Y, 
b 

X, 

Ya 

a 

b 

b' 


a 
X' 


b 

b 


I 


OU,  en  effectuant  la  multiplication  par  lignes, 


(0 


4Tr_ 


?l,l         ?l,2        ?l,3 

<p2, 1       «pa,  2      'Ps.s 

?3,  I         «p3,  2         ^'S,  3 


Mais  les  triangles  T,  T'  étant  polaires  réciproques,  on  a 

(jp^  „  =  o  pour  m^/i,  et  des  valeurs  de  Çi,,,  Çj^,,  ^3  ,  ou 

X'     Y' 
tire,  par  Télimination  de  -^5  -r^r» 
^  a^      b^ 

I  X.     Y.     -  I  -  r 
!  X,     Y,     ~.  I 

i  X3     Y,     - 1 

En  appelant  Tj,  Tj,  Ts  les  moitiés  des  déterminants 

j  X,     Y, 

I  X3     Y3 


X3      Y  3  X|      Y| 

'         X,     Y,     '         X,     Y, 


c'est-à-dire  les  surfaces  des  triangles  OB'C,    OC  A', 


(  5i3  ) 
OA'B'  (O  est  le  centre  de  l'ellipse),  la  dernière  équation 

donne 

T 

y,,.T, -f-T  =  o;    d'où    (p,^,r=— ^. 

On  trouve  semblablement 


En  portant  ces  valeurs  dans  Téquation  (i),  il  viendra 


4TT' 


■  fl.l  ?2,«  ?S,3  '■ 


OU 

(2) 


*T7  ' 


o 

o 

O 

I 

o 

o 

I 

o 

a 

b 

I 

o 

fi 

a 

6 

o 

I 

a 

6 

• 

o 

ff 
a 

ra 
^ 

o 

■ 

^3 

a 

^3 
6 

. 

o 

f! 

J3 
6 

o 

1 

ce  qui  est  la  question  591  appliquée  aux  coniques. 
On  peut  aussi  écrire 


4s^ 


Effectuons  par  lignes  la  multiplication  des  deux  déter- 
minants et,  dans  le  produit,  retranchons  des  trois  der- 
nières lignes  et  colonises  les  premières  ligne  et  colonne 

multipliées  respectivement  par  -  (^-~  +  -^j  '  ^  i,^"*"'^^]  ' 
?        "^       b'       -'■•••' 
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il  viendra 


o 

I 

I 

I 

I 

o 

-;'•■ 

-î'-- 

I 

I    . 

O 
I 

-k"- 

I 

--'' 

— -/; 

O 

2     ' 

2 

et  en  développant, 
(3) 


7?  =  -2': +'2'!';- 


Mais  les  équations  qui  expriment  que  ]es  droites  BC,  CA, 
AB  sont  tangentes  à  l'ellipse  peuvent  se  mettre  sous  la 
forme 


OU 


a^b^ 


2S,  2St  2  Sa 

i\  =  — 7-  »      h  =  — T-  >      «3  =  — r  » 
£i6  ab  ab 


en  appelant  Si,  Ss,  Ss  les  moitiés  des  déterminants 


*i    r» 

j 

^3       Xi 

? 

ar,     r. 

^3  r3 

xk   r\ 

^2    r» 

ou  les  surfaces  des  triangles  OBC,  OCA,  0A6. 
La  relation  (3)  revient  par  conséquent  à 

aH^=  1  (S.-hSï+Sa)  (-8,-4-8,4-83)  (S.-Sj-f-Ss)  (8.4-8,-83] 

On  constate  facilement  que 

8,  -+-  8,  4-  8,  =  S,     —  8.  4-  8,  4-  83  =  4T„ 


(5i5) 

s, 

—  Sj-f-Sj=4T„     s, +8,-83 - 

=4T,r). 

doù 

(4) 

S 

En  comparant  les  relations  (a)  et  (4)9  on  trouve 

V  =  S, 

ce  qui  démontre  le  théorème  o90  pour  les  ellipses  in- 
scrites. 

On  le  conclut  immédiatement  pour  les  hyperboles  tan- 
gentes aux  trois  côtés  du  triangle,  puisqu'il  suffit  de  rem- 
placer dans  les  équations  précédentes  b  par  b  V— 1, 

Représentons  par  tij,  ^27  ^s  les  côtés  du  triangle  ABC, 
ou  les  doubles  des  côtés  du  triangle  A'B'C;  par  R  le 
rayon  du  cercle  circonscrit,  et  par  5i,  5,,  5^  les  distances 
du  centre  delà  conique  aux  droites  B'C,  C'A',  A'B'.  Nous 
pourrons  remplacer  dans  la  formule  (4)  Ti,  Tj,  Ts  par 

7  ^1  ^15  7  ^i^j,  7  ^8^3?  et  ■  '  '  ^  par  4Rn  ce  qui  donnera 
4  4  4  ^ 

d'où  le  théorème  suivant  : 

Lorsqu'une  conique  est  inscrite  dans  un  triangle,  le 
produit  des  carrés  de  ses  demi^axes  principaux  est  égal 


(*)  On  a,  par  exemple, 

2(  — S,  +  S,-f-S,)  =      ar,    ^,        I 

et,  en  ajoutant  la  première  ligne  aux  deux  autres,  il  vient 

33. 


(  5.6  ) 
au  produit  das  distances  de  son  centre  aux  droites  gui 
joignent  les  milieux  des  côtés  du  triangle,  multiplié  par 
le  double  du  'diamètre  du  cercle  circonscrit. 

Considérons  maintenant  une  parabole  inscrite  au  trian- 
gle ABC  et  représentée  par  (f[x^y)  =y* — iipx  =  o. 
En  adoptant  les  notations  précédentes,  sauf  à  poser 
^,n,n  =  Y,„  Y'„  --  p(X^  -f-  X'„),  nous  aurons 

Y.     X,     -p  Y\     -p    X\ 

-4/>'TT'^     Y,     X,     -p  y;     -p     X', 

Y3  Xa   -/>       r,    -/.   X', 

et  en  effectuant  le  produit  par  les  lignes 


(5) 


^p^TT'  =z 


?i,l  fl,2  ?l,3 
<pa,i  ^2,2  Ç2,« 
fs,!       f3,a       fi,» 


On  a  encore  (fm^„  =  o  pour  m^n*^  et  en  éliminant  Y',, 
;)X',  entre  les  valeurs  decpi^j,  9,^1,  Çs,!,  il  vient 


Y,     pX,  -+-  <p,.,     I 
Y2    pXi  I 

Y3    /7X3  I 


—  o, 


ou 


Ys)=o. 


On  trouve  semblablement 

ipT  —  (p,,,(  Y3  —  Y.)  =  o,      2/?T  -  (p3,.  (Y,  —  Y,)  =  o. 
L'équation  (5)  peut  donc  s'écrire 


^P^TÏ'  =  (pi,,  (p2,2  ^3,3  = 


(Y.-Y2)(Y,-Y3)(Y3-Y.) 


ou 

(6) 


ap 


_(  Y, -Y.)  (Y, -Y,)  (Y. -Y.) 


T'. 


{  5i7  ) 

On  peut  remarquer  que  le  numérateur  de  la  dernière 
fraction  égale  le  produit  des  projections  des  côtés 'du 
triangle  A'B'C  sur  la  directrice  de  la  parabole. 

Il  est  évident  que  dans  la  formule  (6)  on  peut, rempla- 
cer les  triangles  A'B'C  et  A'^B^'C  respectivement  par 
ABC  et  par  le  triangle  qui  a  ses  sommets  aux  points  de 
contact  des  tangentes  BC,  CA,  AB;  comme  ce  dernier 
vaut  le  double  de  ABC,  on  aura 


(7) 


Des  relations  (6)  et  (7)  on  conclut  encore 
T'  =  S. 

On  voit  aisément  que  la  proposition  (Spo)  s'applique 
aussi  aux  paraboles  circonscrites,  ou  conjuguées  au 
triangle  ABC.  Car,  dans  le  premier  cas,  on  a 


4/^S: 


Le  dernier  déterminant,  en  vertu  du  théorème  dit  de 
F^andermonde y  est  égal  au  produit 


r. 

ipx,      I 

ri   y\ 

I 

j2 

7.pXi       1 

— 

r>  xl 

I 

Js 

2/?jr3       1 

r3   x\ 

I 

d'où 

(8) 


ip 


2S 


et  cette  relation,  comparée  à  Féquation  (6),  donne 


4 

En  supposant  la  parabole  conjuguée  au  triangle  ABC, 
on  peut  faire  coïncider  dans  la  formule  (6)  les  triangles 


(5i8) 
T  et  T'  avec  S,  ce  qui  donnera   ' 

et  les  relations  (g)  et  (6)  combinées  conduisent  à  Téqua- 
tion 

r=:2T=:-    (*). 

Les  formules  (7),  (8)  et  (9)  sont  ordinairement  mises 
sous  la  forme 

/)  =  4^  sî"  ®  sio  ^'  sin  0", 
/?  =  R  sin  0  siii  ô'  sin  0'', 
p  =  iJ!ismB sin  0' sin  ô'% 

0,  0',  6'^  étant  les  angles  que  fait  l'axe  focal  de  la  para- 
bole avec  les  côtés  du  triangle. 

Note  du  Rédacteur.  —  Pour  déterminer  une  conique  inscrite  dans  un 
triangle  ÂBG,  on  peut  donner  arbitrairement  deux  des  points  M,  N  aax- 


<{uels  la  courbe  doit  toucher  deux  des  côtés  CB,  CA.  Lorsque  le  produit 
ANxBM  est  moindre  queCAxCB,  la  conique  inscrite  est  une  ellipse; 
et  suivant  qu'on  a 

ANXBM  =  CAXCB    ou    ANxBM>CAxCB, 

cette  conique  est  une  parabole  ou  une  hyperbole. 


C^)  Ce  résultat  aurait  aussi  pu  s'obtenir  en  remarquant  que  le  triangle 
A'B'  C'y  qui  a  ses  sommets  aux  milieux  des  côtés  d*uu  triangle  conjugué 
à  la  parabole,  est  circonscrit  à  la  courbe  (voir  Nouvelles  Annales,  an- 
née i865,  p.  3 10),  et  que  son  conjugué  A^B^C  en  vaut  le  double. 


(5i9) 

Car,  en  prenant  pour  axes  de  coordonnées  les  côtés  CB,  CA  et  dest- 
inant par  a,  b,  m,  n  les  droites  CB,  CÂ,  CM,  CN,  l'équation  de  la  conique 
inscrite  est 

/  \  /  X,       /        (m  —  a)(n  —  h) 

(i)  {my-A-nx—miiY  —  l^mn' -^ ^  ay  =  o. 

ab 

Il  est  évident  que  la  surface  du  triangle  déterminé  par  les  polaires  des 
milieux  de»  c6tés  CA,  CB,  AB,  relativement  à  cette  coari)e,  est  «ne  fônc- 
tioo  des  paramètres  de  Téqnation  (i)  et  de  Tangle  des  axes.  Or,  si  eette 
fonction  conserve  constamment  la  même  valeur,  quelles  que  seientles  va- 
leurs de  m  et  de  n  satisfaisant  à  Tinégalité 

(m  —  «)(»  —  h)<^ahf 

il  faut  en  conclure  qu'elle  est  indépendante  de  m  et  de  n  :  c'est  dire  que 
si  la  proposition  590  existe  pour  toutes  les  ellipses  inscrites,  elle  a  de 
même  lieu  pour  les  paraboles  et  les  hyperboles. 

Mais,  quelle  que  soit  Tellipse  inscrite,  on  peut  la  projeter  suivant  un 
cercle;  donc,  tout  se  réduit  à  faire  voir  que  :  Si  Von  prend  les  polaires  des 
milieux  a',  b\  c'  des  côtés  d'un  triangle  ABC  par  rapport  à  un  cercle  tan- 


gent aux  trois  côtés j  ces  polaires  déterminent  un  triangle  A'B'C  équivalent 
au  triangle  donné  ABC. 

Cette  proposition  résulte  d'un  calcul  bien  simple.  En  effet,  soient  s  et 
3|7  la  surface  et  le  périmètre  du  triangle  ABC  f  i^  la  perpendiculaire  abais- 
sée du  sommet  A  sur  le  côté  BC;  o  et  r  le  centre  et  le  rayon  du  cercle  in- 
scrit dans  le  triangle. 

PtiisquelepointA'  est  le  pôle  de  iV  par  rapport  au  cercle,  la  droite  ok* 
est  perpendiculaire  sur  h'  c'  en  un  point  d  tel  qu'on  a 

odxoA'=:r*. 
De  plus, 

-î-'-'fè-)-(î-)-'-^'' 


(  5ao  ) 

donc 

p —  a 
et  de  même  : 


D'autre  part,  les  angles  A'oB',  AGB  étant  supplémentaires,  les  sur- 
faces des  triangles  A'oB',  AGB  sont  entre  elles  dans  le  rapport  des  pro- 
duits oS!  X  o  B'  et  afr  ;  d'où 


A'oB'  =  *X; 


_*(/>— g) 


Pareillement  ^ 

A'oC'  =  'i^::ii!     et     B'oC'  =  'i^IliL). 

p  p 

11  s'ensuit 

A'oB'4-A'oC/  +  B'oC'  =  i(^i^Z:^Ilil=f}  =  ,. 

P 

Par  conséquent, 

A'B'C'  =  ABC. 

On  démontre,  d'une  manière  Semblable,  que  le  triangle  déterminé  par 
les  polaires  des  points  a',  &',  c\  relatives  à  Tun  quelconque  des  trois 
cercles  ex-inscrits  au  triangle  donné  ABC,  est  équivalent  à  oe  dernier 
triangle.  G. 


Question  11^,  776,  777; 

Par  m.   Joseph   GRAINDORGE, 
Élève  ingénieur  des  Mines  à  Liège. 

775.  Uéquation 

(i)       F(^)  =  i+--  • 


I  1.2  I.2.3.../Z 

ne  peut  av^oir  deux  racines  réelles.  (Sylvester.) 

Pour  résoudre  cette  question,  ainsi  que  les  deux  su!» 
vantes,  nous  rappellerons  la  propriété  connue,  que  deux 
racines  consécutives  d'une  équation  comprennent  un 
nombre  impair  de  racines  de  l'équation  dérivée  première. 


(    521    ) 

L'équation  (i),  dont  tous  les  termes  sont  positifs,  n'ad- 
met aucune  racine  positive.  On  peut  l'écrire  sous  cette 
forme  : 

F(x)  =  F(x)+  f*.       =0, 

1  .2.O.  .  ./l 

d'où 

(2)  F'(x)=  "^ 


I  .2.3.  .  ./2- 

Si  n  est  un  nombre  pair,  F'  (x)  est  négatif  pour  toute 
valeur  réelle  de  x  autre  que  zêro^  et  si  n  est  impair, 
F'(x)  est  positif  pour  toute  valeur  négative  de  x.  Donc, 
d'après  le  principe  rappelé,  l'équation  F(a:)  =  o  ne  peut 
avoir  deux  racines  réelles. 

776.  L'équation 

(3)         { 

7(y-h)...(7+«-i)^^^ 

I  .2.  .  ./l 

we  pei/«  ûi'oir  é/eux  racines  réelles  quand  y  est  ]>  o,  oa 
<; — n.  (Sylvester.) 

On  trouve  facilement  que  l'équation   proposée  peut 


F(x)zz=-(i-x)r  (:r) 
7 


Premier  cas.  7  >  o. 

L'équation  (3)  ne  peut  avoir  que  des  racines  négatives, 
puisque  tous  ses  termes  sont  positifs. 

Soient  a  et  6  deux  racines  consécutives  de  cette  équa- 
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tion;  si  n  est  un  nombre  pair,  en  substituant  succes- 
sivement a  et  6  à  a:  dans  l'équation  (4)9  les  facteurs 
I  —  a,  I  —  6  seront  tous  les  deux  positifs,  ainsi  que  a" 
et  S**.  Il  en  résultera  que  F' (a)  et  F' (6)  seront  n^a- 
tifs.  Donc,  a  et  6  ne  peuvent  être  racines  de  l^équation 
F(jr)  =  o. 

Si  n  est  impair,  a"  et  6"  seront  négatifs,  et  F' (a), 
F' (6)  positifs.  Par  conséquent,  si  a  est  la  racine  que 
Féquation  admet  (puisqu'elle  est  de  degré  impair),  &  ne 
pourra  être  racine  de  cette  équation. 

Deuxième  cas,  y<^  —  n. 

En  remplaçant,  dans  Téquation  (4)>  7  par  —  y',  il 
viendra 


[.2.3..  .(/i—  1) 


H} 


où  y'  sera  ]>/î. 

L'équation  proposée  devenant 

'  1.2 

±/(7'--)-..(/-«  +  i)^^, 

I  .2.  .  ./2 

ne  pourra  avoir  que  des  racines  positives,  puisque  ses 
termes  sont  alternativement  positifs  et  négatifs. 
1^  Si  «  est  un  nombre  pair,  il  vient 

(7'-l)...(7'-«-4-l)/7'       '\ 

1.3... R-i)     \«     ;        ' 


X". 


(  523  ) 
d'où 

7'  ^  /      \    /  1.2. ..(/i  —  i)         \n         J 

Comme  y'  est  plus  grand  que  n^  le  second  membre  de  cette 
dernière  équation  est  positif  pour  toute  valeur  réelle  de^rr-. 
Ainsi,  le  signe  de  F '(a:)  est  le  même  que  celui  de  (i  —  x). 
Il  s'ensuit  que,  si  a  et  6  sont  deux  racines  consécutives  de 
Téquation  F(a:)  =  o,  l'une  d'elles  doit  être  moindre  que 
Tunité,  et  l'autre  plus  grande.  Ce  qui  revient  à  dire 
que  Téquation  F(j:)  =  o  doit  avoir  une  racine  comprise 
entre  o  et  i ,  et  une  seule.  Or,  c'est  ce  qui  n'a  pas  lieu, 
car  en  remplaçant  x  par  q  et  i  dans  F(a:),  les  résultats 
de  ces  substitutions  sont  positifs.  En  effet, 

F(o)  =  i, 

F(.)  =  .-y-H...  +  V(/-')--(v'-"-^.l) 

'  I  .  2  .  .  .  /ï 

_(y-.)...(y-/») 

—  , 

1 .2.  .  ,n 

parce  que  n  est  pair. 

On  voit  donc  que  l'équation  F(a:)  =  o  ne  peut  avoir 
deux  racines  réelles,  et  par  conséquent  toutes  ses  racines 
sont  imaginaires. 

7?  Si  n  est  impair,  il  vient 


(/-i)...(y-/»  +  .) 

..2. ..{«-!) 

d'où 


P.-]" 


A(,-.)rw=-'^'-'--'f-",-^"r2:-1x-. 

7  ^        V     /  l.2...(/l~l)  L«  J 


(  5a4  ) 
Dans  ce  cas,  F'(x)  a  un  signe  contraire  à  celui  de 
(i  —  x)\  donc,  si  a  et  &  sont  deux  racines  consécutives 
de  ¥(x)  =  o,  il  faut  encore  que  l'une  d'elles  soit  plus 
petite  et  l'autre  plus  grande  que  l'unité.  Mais,  réquation 
étant  de  degré  impair,  si  elle  a  deux  racines  réelles  a,  6, 
elle  en  admet  nécessairement  une  troisième;  donc  deux 
racines  consécutives  seraient  plus  petites  que  l'unité,  oa 
plus  grandes  que  l'unité,  ce  qui  est  impossible,  comme  on 
vient  de  le  voir.  D'où  il  faut  conclure  que  l'équation 
n'admet  qu'une  seule  racine  réelle. 

777.  Si  réquation  f(x)  =  o,.  du  degré  m,  n'a  que 
des  racines  imaginaires,  Véquation 

n^  aura  y  elle  aussi  y  que  des  racines  imaginaires, 

(Hermite.) 
L'équation 

¥[x)  =:/{x)  +  fl/-'(a:)  -h .  .  .  H-  a'-f^x)  =  o 

est  de  degré  pair,  comme  y  (j:)  =  o.  Donc,  si  elle  a  une 
racine  réelle,  elle  en  aura  au  moins  deux  que  nous 
pouvons  considérer  comme  consécutives. 

Or,  on  a 

F(x)=/(x)^a.r(x)', 

et  si  a,  ê  sont  les  deux  racines  consécutives  deF(a:)  =o, 
il  faut  que  F' (a)  et  F' (6)  aient  des  signes  contraires. 
Mais  l'égalité 

.    Y(x)=/(a:)-ha.r{x) 

donne 

Oz=r/(a)-f-«.F(a), 

o=/(6)+a.F(6); 

réqualion/(a:)  =  o  n'ayant  pas  de  racine  réelle,  y  (a)  et 
/(6)  ont  le  même  signes  il  en  est  donc  de  même  de  F'(a) 


(  5a5  ) 
etF'(6),  ce  qui  prouve  que  a  et  6  ne  peuvent  être  ra- 
cines de  F  (x)  ==  o  ;  et,  par  conséquent,  cette  équation  n'a 
que  des  racines  imaginaires. 

Note.  —  Même  solution  des  questions  775,  776,  777  par  M.  Laisant,  et 
de  la  question  775  par  M.  Laduron,  élèye  à  TÉcole  des  Mines  de  Liège. 


CORRESPONDANCE. 


1 .  Nous  recevons  de  M.  le  comte  Léopold  Hugo,  neveu 
du  célèbre  poëte,  la  lettre  suivante  que  nous  insérons 
intégralement. 

((  Monsieur  le  Rédacteur, 

»  Permettez-moi  de  résumer  ici,  en  quelques  lignes, 
un  travail  que  j'ai  fait  paraître  sous  une  forme  provisoire, 
et  dont  je  prépare  actuellement  une  édition  typogra- 
phique. 

»  Ce  Mémoire  a  pour  titré  :  Théqrie  des  CristaUoïdes. 
Les  cristalloïdes  sont  des  solides  géométriques  formés 
par  l'assemblage  d'onglets  à  surface  cylindrique  variable, 
exactement  comme  les  pyramides  eu  général  sont  com- 
posées de  pyramides  à  base  triangulaire.  Ces  onglets  ont 
pour  section  un  triangle  rectangle,  et  leur  réunion  donne 
des  corps  ronds  (dits  :  pluro-- cylindriques)  ayant,  dans  les 
cas  réguliers,  l'apparence  soit  de  dômes  polygonaux,  soit 
de  trémies  \  dans  d'autres  cas^  le  forme  est  celle  de  cornes 
à  section  également  polygonale,  correspondant  aux  pyra- 
mides obliques. 

»  La  théorie  précitée  peut  être  envisagée,  à  mon  sens, 
comme  remplaçant,  en  l'élargissant,  le  chapitre  des  so- 
lides de  révolution  des  cours  d'Analyse  \  ces  derniers  so- 
lides entrant  dans  Tensemble  comme  cas  particuliers. 


(  536  ) 

»  J'appelle  coefficient  Texpression  qui,  multipliant  le 
produit  de  la  hauteur,  ou  axe,  par  la  base  triangulaire  de 
Tonglet,  donne  le  volume  de  celui  ^d..  Malgré  la  yariété 
et  la  nature  des  courbes  servant  de  directrices  aux  sur- 
faces cylindriques,  souvent  le  coefficient  se  montre  pu- 
rement algébrique.  C'est  ce  qui  a  lieu  quand  Féquation 
fournit  une  valeur  de  a:',  ne  renfermant  que  des  puis- 
sances entières  ou  fractionnaires  de  y^  laquelle  donnera 
une  intégrale  algébrique. 

)>  Je  m'attache  à  cette  condition,  comme  se  rappro- 
chant des  séries  connues  du  prisme  et  de  la  p3rramide. 

»  On  trouve  aussi  des  résultats  offrant  de  grandes 
analogies  avec  les  propriétés  de  la  sphère.  Certaines 
formes  de  F  équation   directrice^   de  c^egré  n,   donnent 

pour  coefficient ^  ceci  comprend  la  directrice  ellip- 
tique, pour  laquelle  n  =  a,  et  le  coefficient  alors  se  ré- 
duit  à  7^  comme  dans  le  problème  d'Archimède. 

Les  courbes  j-*  =  ax"  sont  très-remarquables  comme 
directrices  ;  elles  donnent  pour  le  coefficient  de  l'onglet 

pris  sur  un  axe (*),  et  sur  T'autre  axe r»  Pour 

'^  lï  -f- 1  ^  "  /i  -f-  4 

7ï  =  2,  on  retrouve  de  part  et  d'autre  le  coefficient  -  de 

la  pyramide  \  pour  la  parabole,  tï  =  i ,  et  on  a  des  solides 

à  coefficients  respectifs  -  et  ^«  On  voit  que  le  premier  de 

ces  cristalloïdes  trouve  sa  place,  comme  intermédiaire, 
entre  les  deux  séries  de  la  Géométrie  élémentaire.  J'a- 
joute ici  que  d'autres  positions  de  l'onglet  donnent  une 


(*)  Si  Ton  rapproche  ce  coefficient  de  la  fraction  de  quadrature  des 
ires,  la  relation  ei 
résultats  curieux. 


aires,  la  relation  est Les  troncs  ou  segments  donnent  aussi  des 


(527) 

formule  ^ — ; — - — rr-^ r- >  ^^î  P^^r  '^  parabole,  se 

(/H-2){/i  -f-  i)  ^     '  r  r 

réduit  à  ^*  Une  dernière  combinaison,  pour  la  même 

courbe,  donne  —=• 
i5 

»  Ces  divers  coefficients,  multipliés  par  la  base  quel- 
conque et  par  la  hauteur,  expriment  le  Volume  de  tout  as- 
semblage (ou  de  toute  différence)  d'onglets  de  même 

3         I 

formule.  Les  deux  belles  séries  ^  ®^  ~  pourront  être  obte- 

nues  par  la  méthode  des  limites,  en  partant  du  volume 
de  la  sphère.  Je  crois  pouvoir  énoncer,  eu  finissant,  que 
les  cristalloïdes  viennent,  à  juste  titre,  se  placer  à  côté 
des  corps  étudiés  par  Tantiquité,  dont  ils  complètent  et 
pour  ainsi  dire  expliquent  le  système. 

»  Veuillez  agréer^  Monsieur  et  cher  Maître,  l'expres- 
siou  de  mes  sentiments  respectueux  et  dévoués, 

»  C®  Léopold  Hugo.  » 

2.  Extrait  d*une  lettre  de  M.  R,  Alexandre.  — 
(c  La  méthode  pour  résoudre  les  équations  du  troisième 
degré,  que  j'ai  donnée  dans  le  numéro  d'août  (p.  358), 
peut  recevoir  une  simplification  que  je  me  contenterai 
d'indiquer  en  quelques  mots. 

»  Remplacer  simplement  y  par  -»  diviser  par  r'  et 

multiplier  par  z"  tous  les  termes  de  Téquatiou.  Vu  la 
relation  (2),  le  premier  membre  contient  les  trois  der- 
niers termes  du  développement  de  I  «  -h  ^  j-  Cela  per- 
met d^obtenir  la  valeur  de  z^  d'où  l'on  déduit  celle  de  a:, 
au  moyen  de  la  relation  a:  =  -  -f-  A.  » 

3.  La  soli^tion  de  la  question  766,  par  M.  Rakowski, 
nous  est  parvenue  trop  tard  pour  qu'il  ait  été  possible  de 
la  mentionner  dans  le  numéro  d'octobre. 


(5a8) 
QUESTIONS. 


788.  j?! ,  Xt ,  ^Ts ,  Xi ,  Xi  désignant  les  racines^  prises 
dans  un  ordre  quelconque,  de  Féquation 

J?*  -f-  px^  -h  qx*  -f-  rof  4-  *  =  O, 
on  a 

x]  (  JT4  Xfc  H-  Xj  J?2  -t-  jTj  jTa)  -f-  «5  (a:&  j:,  -h  ar,  0:4  -h  «Tj  X4) 
-h  a?5  (xiX2-ha:iXt  -hXtXt)-h  x\  (xjjra-t-  .1:3  jfj -t- a:»  or, ) 
4-  xj  (xj  jr4  H-  0:4  a:,  -i-  x,  j:.,)  =  —  ar. 

(S.  Realis.) 

789.  On  donne  une  parabole  et  un  cercle  ayant  pour 
centre  le  sommet  de  cette  parabole.  Chaque  point  de  la 
circonférence  de  ce  cercle  étant  pns  comme  pôle,  on 
trace  la  polaire  correspondante.  Déterminer  l'enveloppe 
de  toutes  ces  droites.  (Laisakt.) 

790.  Démontrer  : 

1°  Que  le  mouvement  de  Tangle  droit,  donné  par 
Newton,  pour  tracer  la  cissoïde,est  produit  par  le  roule- 
ment d'une  parabole  sur  une  autre  parabole  égale  à  la 
première. 

2^  Que  les  lignes  décrites  par  les  diiTérents  points  du 
plan  de  la  parabole  mobile  sont  des  courbes  du  troisième 
degré  (sept  espèces  différentes  d'après  la  classification  de 
Nev^ton)  ;  de  là,  pour  toutes  ces  courbes,  une  génération 
mécanique  semblable  k  celle  de  la  cissoïde. 

3°  Que  les  roulettes  ainsi  obtenues  ont  une  génération 
géométrique  simple  (par  points);  faire  voir  en  outre 
comment  on  peut  passer  de  cette  génération  géométrique 
à  la  génération  mécanique  (mouvement  continu). 

(E.  Habtch.  ) 


(  529  ) 

NOUVELLE  MÉTHODE  POUR  DÉTERMINER 
LES  G4RAGTÉR1STIQI1ES  DES  SYSTÈMES  DE  CONIQUES 

(suite  et  fin;  voir  page  49S); 

Par  m.  h. -g.  ZEUTHEN  (de  Copenhague). 


XIII.  —  Détermination  des  caractéristiques  d'un  système 
de  coniques  qui  ont  ub  contact  du  quatrième  ordre 
ax^ec  une  courbe  donnée, 

63.  A  ce  système,  dont  la  notation  est  [(C^,n)*]?  ap- 
partient toute  conique  înGniment  aplatie  : 

i**  renfermée  dans  une  tangente  d'inflexion  de  C,„,„  et 
limitée  par  deux  points  qui  coïncident  au  point  d'in-» 
flexion  \ 

2°  renfermée  dans  une  tangente  de  rebroussement  de 
Gm,n  et  limitée  par  deux  points  qui  coïncident  au  point  de 
rebroussement. 

On  trouve  donc 

l  —  x.t'-^-y.d'^ 

oiix  ely  sont  des  coefficients  inconnus.  Puis  le  principe 
de  dualité  donne 

rs=zx,d'  -^ y.t'. 

Les  coniques  irrégulières  qui  entrent  dans  le  nombre  xs 
sont  les  mêmes  que  celles  qui  entrent  dans  X;  mais  les 
coefficients  sont  permutés.  On  voit  donc  que  x  =  o  amè- 
nerait y  =  o,  et  réciproquement  [voir  la  note  première 
du  n^55).  Du  reste  ils  sont  des  nombres  entiers  et  ne 
peuvent  être  négatifs. 

Arm.  de  Uaihémat.,  a*  série,  t.  V.  (Décembre  i866.)         34 


(  53o  ) 
On  irouve  nia'inleiiaiil 


^  _- -(?..r  -t-/)^'  H-  ^  {^-^\y)i^\ 


v  =  \(x-h  iy)t'  H-  if2j?-h/)//'. 


6i.  Pour  déterminer  x  et  y  nous  appliquerons  le 
lemmc  du  n^  31  au  système  [(M)',  C^,,,,,]  où  nous  rem- 
placerons successivement  la  courbe  C^„„,  par  un  point 
ou  par  une  droite.  On  aura  (notations  du  n^  31) 

r  =r  3,      qzrzim  —  4» 

a:=N[(M)>0,C„,,„J, 
P  =  N[(M)--/>,U....], 

ou,  par  la  formule  (II)  du  v\^  02, 

Par  conséquent 

7«  H-  p  =  (2//i  -  8)N[(M)'0,C...„.]  ^  N[(M)^/^C«...„.]. 

Supposons  d'abord  (jue  C„,„  soit  un  point  pi  par  lequel 
les  coniques  doivent  passer. 

Alors  on  sait  [n®  62  et  formules  (21)]  que 

N[(C„,„)^ô,/?.]  =  i, 

Pour  la  courbe  M  on  doit  substituer  w=  2(771  —  i), 
(V  =  o,  et  Ton  trouve 

<7a' -f-  P'i=  10  (w  —  2), 

OÙ  a'  et  (5'  représentent  ce  que  deviennent  a  et  j3  dans  ce 
cas-ci.  Or,  pour  aucune  conique  infiniment  aplatie  du 
système  [(M)^,  /7i]  le  point  de  contact  ne  coïncide  avcr 


(53i  ) 
un  point  d'intersection.  Par  conséquent  (n°  31) 

On  trouve  la  valeur  de  N  [(M)*,  ^j]  en  substituant  dans 
l'expression  trouvée  pour  p  (n°  63) 

,'  — 3(/w  — a),     d'  =  o. 

Par  conséquent 

qoL'  H-  P'=:{2X  -hy)  [m  —  2). 
Les  deux  expressions  de  9 a'  4-  j3'  devront  être  identiques, 


on  a 


Soit  ensuite  Q„,,„,  une  droite  /.  Alors  [n^  62,  for- 
mules (21)] 

N[(C,,n)^0,/)  =  I 

Pour  la  courbe  M  on  doit  substituer  /i=2  (/tj  —  i), 
d'z=zQ.  En  désignant  par  a"  et  (3''  ce  que  deviennent  dans 
ce  cas  particulier  a  et  j3,  on  trouve 

qcf!'  '\-  ^"  comprend  : 

1°  Le  nombre  N[(M)*,  /]  des  coniques  qui  ont  un 
contact  du  quatrième  d'ordre  avec  M  et  qui  touchent  /. 

2°  z,t\  ou  le  nombre  des  coniques  infiniment  apla- 
ties renfermées  dans  les  tangentes  d'inflexion  de  M, 
limitées  aux  points  d'inflexion^  et  à  la  droite  /,  multi- 
plié par  un  coefficient  z\  car  ces  coniques  singulières 
appartiennent  au  système,  et,  dans  les  points  d'inflexion 
coïncident,  outre  les  quatre  points  communs  qui  forment 
le  contact  du  troisième  ordre,  encore  deux  points  d'inter- 
section, sans  que  le  contact  s'élève  à  un  ordre  supérieur. 

34. 


(  532  ) 
On  voit  que  le  coefficient  z  qui  est  entier  est  égal  ou  su- 
périeur à  2.  Si  M  avait  des  points  de  rebroussemeut,  ou 
devrait  encore  avoir  égard  à  d^autres  coniques  singulières. 
Maintenant  on  trouve 

^a''-f-p"=N[(M)S/)-f-2.f', 

OÙ  N  [(M)%  /)  s'obtient  par  la  substitution  de 

/'=:3(/w-- 2),     d'=zo. 

dans  l'expression  trouvée  pour  v  (n*^  63),  et  où  t'  qui 
appartient  à  la  courbe  M  est  aussi  égal  à  3  (m  —  2).  Par 
conséquent 

é7a"-f-p"=(x-4-2>--f-  3z)(/w— 2). 

Les  deux  expressions  de  ^a'^H-  jS"  devant  être  identiques, 
on  a 

x  H-  2/  H-  32  =  14. 

65.  Les  équations  (I)  et  (II)  du  n*'  64  n'admettent, 
à  cause  des  limites  posées  dans  les  n°'  63  et  64,  que  la  so- 
lution suivante  : 

z=i,     ar  =  4,     j  =  2. 

On  trouve  en  substituant  ces  valeurs, 

ou  si  l'on  préfère  des  expressions  entières, 

p  =  i{5{n  —  1»)+  3rf']  =  2  [4  (m  —  n)-i-  3/'], 


(23a)(*)^  ^  ^2[4(«-/w)  +  3rf'J=:2[5(m  — /i)-t-3/'], 
(236)  [(€„.„)«]  =  (p,v). 


(*)  On  voit  que  fA—'j=  2(n  —  m). 


(^^^)        ivJ 


(  :5Î3      ) 

Pour  une  courbe  générale  de  Tordre  //i,  on  trouve 

pu=:iO/w(//l  —  2), 
z8fn{m  —  2), 

66.  Les  valeurs  jc  =  4»  /  ==  2  donnent  le  théorème 
suivant  : 

Pour  un  système  de  coniques  qui  ont  un  contact  du 
quatrième  ordre  ai^ec  une  courbe  donnée^  on  doit  comp- 
ter : 

Quatre  fois  dans  l^t  deux  foîs  dans-w^  toute  conique 
injiniment  aplatie  renfermée  dans  une  tangente  d^in- 
flexion  de  la  courbe^  et  limitée  à  deux  points  qui  coïnci- 
den  t  au  poin t  d  '^inflexion  ; 

Deux  fois  dans  X  et  quatre  fois  dans  tj,  toute  conique 
ayant  un  point  double  en  un  point  de  rebroussement  de 
la  courbe  et  composée  de  deux  droites  qui  coïncident 
avec  la  tangente  de  rebroussement  (*). 

(*)  La  méthode  dont  nous  avons  fait  usage  ne  servant  qu'à  déterminer 
des  caractéristiques,  elle  n'est  pas  applicable  si  l'on  veut  trouver  le  nom- 
bre de  coniques  qui  satisfont  à  cinq  conditions  dont  aucune  n'est  indé- 
pendante des  autres.  Cette  lacune  a  été  remplie  par  M.  Cayley,  qui  m'a 
fait  l'honneur  de  me  communiquer  les  résultats  qui  suivent  ici  avec  la 
permission  de  leur  auteur.  Le  savant  distingué  d'Angleterre  désigne  par 
(5),  (4.0»  (3»2),  (3,1,0,  (2,2,1),  (2,1,1,1)  et  (1,1,1,1,1)  les  nombres 
respectifs  des  coniques  qui  ont  avec  une  courbe  donnée  un  contact  de' 
l'ordre  5  ou  deux  contacts  des  ordres  4  et  1,...,  ou  enfin  cinq  contacts 
de  l'ordre  1 ,  et  par  a  le  nombre  3  n  -i-  d'  (  =  3  m  -t-  *')  qu'il  introduit  pour 
faire  ses  formules  symétriques.  Alors 

(5)  =  —  i5m  — iS/i-f-ga, 

(4. 1)  = —  8m"  — 20WÎ/1  —  8ii'-+-io4'«-Hio4«-+-a(6m-+-6/i  —  66) 

(3.2)  =  1 20171 -h  i3on-+-a( —  4"*  —  4^*  —  78) -H 3  a', 

(3, 1,1)  = m"  —  lom'n  —  lomn" n'  -] -m^-hnOmn 

H «'  —  434  ^  —  434  " 


3 

(^      »        />                3     ,        69              69  \         o     t 

-  m'  -h  6mrt  H-  -  n' ^  «i ^  ii  -h  2Qi  )  —  3  c/., 
2               i       2        i        ^  y 
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XIV.  —  Applications, 

67.  Déi^eloppée  d'aune  courbe  géométnque.  —  Les 
formules  données  sont  utiles  pour  déterminer  les  nombres 

(a,a,i)=  a4'»>*-*-54mn-H24n'  — 468  m— 468» 

H-«( — 8m  — Sn-h  327)  H-  a*  j-m-f--n  —  12)1 

(a,  1,1, 1)=  6m*-H3om*ii-»-3omn*-t-6n*  —  174m*  — 348mii —  174»»' 
-h  i32omH-i!5aon 

('  •  *  .  '  .  ï^  .  ^  *^  . 
-  fw*  H- m' n -+- mn" -H  -  n* m" — lomn n» 
b                                    02                              a 

358  358  ^  \ 

-f-a'  [-~m— .i^n-f-2Sj, 

(1,1,1,1,  i)  = m'  -i m*n-f.-m»n'-f---m'n'H mn* -i n* 

^  '        120  12  3  3  12  120 

'      4       ^     ■  «   1       5       ,         I      . 

m* m' n  —  a  m' n'  —  -  mn" n* 

12  ti  6  12 

ii3     -       2on     ,  209       ,       i»3    . 

7-  m' ^  m'  n mn* 7-  n* 

24  12  12  24 

1267     ,      5q3  12(17    , 

-i /;i«H-  -f-  mn  -h  - — i-  n* 

12  3  12 

325()          325o 
r-^  m r—  n 

D  J 

/  '         1  ^        s  ^  »  *       8     ,     2P       .  t 

-f-a  I  —  -  m' m'  n mn' n'  -f-  -—  w'  -f-  23  mn 

\      4  ^-  '^  4  4 

20    .       337  337  iqj\ 

^«.(«.  +  |„-.5). 

Déjà,  en  1864,  M.  Cayley  a  donné  le  nombre  (5)  pour  le  cas  d'une  courbe 
générale  de  l'ordre  m  (Philosophical  Transactions^  t.  CLV,  p.  545  ;  i86j). 
Quant  à  Tintroduction  d'une  seule  notation  pour  Zn-\-d\  je  regrette  de 
ne  l'avoir  pas  employée  dans  mes  formules,  où  elle  permettrait  de  {jarder 
la  symétrie  en  même  temps  que  les  expressions  contiendraient  toujours 
les  mêmes  trois  nombres  donnés,  m,  n  et  a. 


(  535  ) 
m,,  «1,  J, ,  d\^  ^1,  t\   conespoudani  à  la  développée 
d'une  courbe  donnée  C,„^„.  On  y  emploie  les  propriétés 
suivantes  de  la  développée  : 

1®  D'être  l'enveloppe  des  normales  de  la  courbe 
donnée 5 

2"  D'être  le  lieu  des  centres  des  cercles  qui  ont  avec 
C,„^„  un  contact  du  second  ordre  ; 

3"  De  n'avoir  pour  tangentes  d'inflexion  que  les  nor- 
males aux  points  de  rebroussement  du  second  ordie 
Je  Qn,n-  Excepté  le  cas  très-singulier  où  C,„^„  est  doué  de 
ces  points,  on  a  tout  de  suite  t\  =  o. 

68.  Le  nombre  des  normales  à  C,„^„  qui  passent  par  un 
point  donné,  est  égal  à  celui  des  cercles  dont  le  centre 
est  en  ce  point  et  qui  touchent  C,„,„.  Or  la  condition  d'être 
un  cercle  à  centre  donné  peut  être  remplacée  par  celle 
de  toucher  deux  droites  (imaginaires)  en  des  points 
donnés.  Donc 

ou,   selon  la  formule  (II)  du  n**  23  (aucune  conique  ne 
pouvant  toucher  et  couper  la  même  droite), 

/î,  =  -  N ( /,  Ô, ,   /, ,  p^ ,  €;„,„)  ==  i  N  (/, ,  px ,  /,,  /?„  C»), 
2  4 

ou  d'après  la  formule  (3), 

/?,=:  /W  -f-  72. 

69.  La  développée  étant  le  lieu  des  centres  d'un  sys- 
tème de  cercles,  ou  le  lieu  des  pôles  de  la  droite  à  l'infini 
par  rapport  à  un  système  de  coniques  qui  passent  par 
deux  points  de  cette  droite,  son  ordr^  lUx  s'exprime  par 

->  où  V  est  la  seconde  caractéristique  de  ce  système  (i). 
(*)  Voir  Comptes  rendus  du  i5  février  i86^,  le  Ihéorùmcïl. 


(  536  ) 
Ce  système  est  de  la  forme  [(C,„,„)',  /?,,  pi).  Par  consé- 
quent, formules  (n)], 

w,  =  3/w  4-  f '  =  3/1  -h  d\ 
70.  Puis  les  formules  de  M.  PI ûcker  donnent  : 

(l6)        d\  =  3(2/7J  —  /I  -h  /')=  3(2/1  —  /W  -f-  fl?'), 


(^7) 


(..8) 


/,=:i(/?i-+-/2)'—  -(4'W  -+-/l-hr') 
/        =:  i  (//i  -f-  /l)»—  -î-  (/W  -h  4/1  4-  f/'), 
^,  =:  -i  (3/w  4-  /')»—  5  (  3/114-  /')  4-  4(/«  4-  n) 
=  -  [Zn  4-  rf')'-  5  (3/î  4-  rf')4-  4(///  4-  /i). 


Un  point  de  rebroussemènt  de  la  développée  est  en  géné- 
ral le  centre  d'un  cercle  qui  a  avec  Cm^n  ^f^  contact  du 
troisième  ordre.  Le  nombre  de  ces  cercles  est 

N  [(C.,n)%/^.  ,  P.]=  5/71  -  3/2  4-  3^'  r=:  <  -  /W; 

selon  les  formules  (21).  Les  m  autres  points  de  rebrous- 
semènt sont  à  Tinfini  et  correspondent  aux  m  points 
de  C,„^„  à  l'infini.  La  tangente  à  la  développée  en  Tun  de 
ces  points  est  la  droite  à  l'infini  elle-même.  Donc  il  y  a 

.  m  [m  —  i)  j      1  1       >   IV    /-    .    Ti 

aussi  — ^^ ^tangentes  doubles  a  1  miini.  Il  y  en  aura 

encore 

t^ i .^  —-  [imn  4-  n^—  ^n  —  d'). 


Celles-ci  seront  deux  fois  normales  à  C„^  „. 
rl^  est  le  nombre  des  points  qtd  sont  des  centres  de 
courbure  correspondant  à  deux  points  de  C;„^„. 

Du  reste  ces  résultais  sont  bien  connus,  mais  trouvés 
par  d'autres  considérations. 
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71 .  Nous  y  ajouterons  quelques  théorèmes  qui  appar- 
tiennent à  la  même  théorie  : 

Le  lieu  des  points  d*oà  on  peut  mener  deux  normales 
égales  à  une  courbe  C^,„,  est  de  V ordre 

car  cet  ordre  sera  la  moitié  de  la  caractéristique  v  d'un 
système  (2Q„^„,  pi-^pt)  ou,  selon  les  formules  (4)?  de 
'iTn[m  '\-  in  —  5 )  -f-  a ^. 

Il  j  a,  dans  le  plan, 
-  (2/7i»-l-6/w'/2  —  n^—-  3ow'—  18/W/1  -i-  i3/i'-H-84w  — 42^^) 

-f--(6/w  -h  3/1  —  26)r 
o 

points  d''ou  Von  peut  mener  à  une  courbe  Q„^„  trois 
normales  égales;  car  ce  nombre  est  celui  que  nous  avons 
désigné  par  N  (3C,n,»î  ^n  Pi)y  et  qui  a,  selon  les  for- 
mules (6),  la  valeur  que  nous  venons  d'indiquer. 

Il  Y  a  sur  la  déi^eloppée  de  C,„^„ 

3  (2/w/î  -h  n^-h  ^m  —  ion)  -4-  {im  4-  /i  —  i4)  d' 

points  d^oîi  Von  peut  mener  à  C;„^„  une  normale  égale 
au  rayon  de  courbure  de  C^^„  qui  y  touche  la  dés^elop- 
pée;  car  ce  nombre  est  celui  que  nous  avons  désigné 
par  N  [{C;„,„)%  C^,,»,  pu  P«]  dans  les  formules  (i3). 

72.  Courbe  caustique  par  réjlexion.  —  Nous  donne- 
rons encore  un  exemple  de  l'application  de  ia  théorie  des 
caractéristiques  en  discutant  la  courbe  enveloppe  des 
rayons  émanés  d'un  point  dans  le  plan  d'une  courbe  Q„^» 
et  réfléchis  par  celle-ci.  Nous  désignerons  par  ///g,  Wj,  c^s, 
^'a>  ^î?  ^'a  'es  nombres  m,  72,  J,  d%  t,  t'  qui  y  correspon- 
dent et  que  nous  aurons  à  chercher.  A  cette  rechercha 
les  propositions  suivantes  seront  utiles  : 
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1°  Une  conique  ayant  pour  foyer  le  pointa  d'où  partent 
les  rayons  et  tangente  à  C^^n  au  point  6,  le  rayon  réfléchi 
-  par  C„^n  au  point  9  passera  par  l'autre  foyer  de  la  co- 
nique; 

2^  Un  système  de  coniques  ayant  un  foyer  commun  au 
point /'d'où  partent  les  rayons  et  un  contact  du  second 
ordre  avec  C„»,„,  la  courbe  cherchée  sera  le  lieu  de  l'autre 
foyer; 

3*^  Si  le  contact  s'élève  au  troisième  ordre,  le  second 
foyer  sera  un  point  de  rebroussement  de  la  courbe  cher- 
chée. 

Il  faut  encore  se  rappeler  que  la  condition  d'avoir  un 
point  donné  pour  foyer  équivaut  à  deux 'tangentes  don- 
nées. 

73.  Selon  la  première  proposition  du  n**  72,  la  classe /Zj 
de  la  courbe  cherchée  s'exprime  par  le  nombre  des  coni- 
ques qui  ont  pour  foyers  le  point  fet  un  point  quelcon- 
que donné,  et  qui  touchent  C^,„;  par  conséquent  [i;o//' 
les  formules  (3)] 

/2,  =  N(C«.„,  /,,  4,  hy  l^)=zm  -h  2/1. 

D'après  la  deuxième  proposition  du  n**  72,  la  courbe 
cherchée  est  le  lieu  du  foyer  non  donné  d'un  système 
dont  on  connaît  l'autre  foyer.  Ce  lieu  est  semblable  à 
celui  du  centre  :  son  ordre  s'exprime  donc  par  la  carac- 
téristique V  de  ce  système  (*),  qui  sera  de  la  forme 
[(C,„,„)^,  /i,  /j].  Par  conséquent  [voir  les  formules  (ii)] 

nii  =  3/w  -f-f'zzz  3/!  -\-  d'. 

Enfin,  par  la  troisième  proposition  du  n**  72, 

C*)  Comptes  rendus  du  i5  février  i864,  théorème  I. 
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OU,  selon  les  formules  (21), 

d\  =  6/w  —  4w  -h  3r'  =  5/1  —  3/?î  H-  Zd'. 

lie.  Puis  les  formules  de  M.  Plûcker  donnent 

Vj  =  in, 

d,  —  ^  (3/w  H-  ^)»  —  1 1  m  -f-  5«  —  5^' 

:rz-!-(3«  ^  d'Y  -^  ^m  —  ion  —  5d', 

i,  =  -  [(m  -h  2/i)'—  {m  4-  II/2-I- c?')] 

—  i  [(,,,  -i_  2/2)3  ^(/^f,i^Sn-h  t')]. 

En  général,  notre  courbe  caustique  n'a  pas  d'inflexions 
réelles.  Les  2n  tangentes  d'inflexion  sont  donc  imagi- 
naires, et  l'on  peut  prouver  qu'elles  sont  les  tangentes 
menées  à  C„^„  par  les  deux  points  à  l'infini  sur  un  cercle, 
el  que  les  points  d'inflexion  sont  aux  points  de  contact 
avec  C,„,„. 

fj  représente  le  nombre  de  chemins  par  lesquels  un 
rayon  deux  fois  réfléchi  par  C^^„  peut  retourner  au  point 
d'où  il  part,  si  Ton  n'a  pas  égard  au  sens  dans  lequel  il 
parcourt  ce  chemin.  En  y  ayant  égard  on  doit  remplacer 
le  nombre  t^  par  2^2. 

Note. 

Les  méthodes  que  nous  avons  employées  pour  la  re- 
cherche des  caractéristiques  des  systèmes  de  coniques 
planes  s'appliquent  avec  peu  de  modifications  aux  ca- 
ractéristiques des  systèmes  de  surfaces  du  second  ordre 
assujetties  a  huit  conditions  (*).  On  y  fait  usage  des  théo- 

(*)  Voir  SUT  ces  systèmes  les  publications  de  MM.  Cbasles  et  de  Jon- 
quières,  dans  les  Comptes  rendus{X.  LXl,  p.  39G,  et  t.  LVÎII,  p.  667  ),et  la 
dernière  de  M.  Ghasles  du  26  février  1866. 
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rèmes  suivants  dont  les  deux  premiers  au  moins  sont 
connus  (Comptes  rendus^  4  sept.  1864),  et  dont  le  der- 
nier se  prouve  sans  difliculté. 

Dans  un  système  (jix,  v,  p)  de  surfaces  du  second  ordre 
il  y  a  : 

1  ^  2  jo  —  V  cônes  ,• 

2°  2fx  —  V  coniques  planes  ; 

3°  2  V  —  p  —  p  surfaces  singulières  composées  de  deux 
plans  dont  la  ligne  d"" intersection  est  limitée  à  deux 
points  (sommets). 

Un  tableau  contenant  la  déduction  par  ces  moyens  de  la 
XVIIP  classe  de  résultats  publiés  par  M.  Chasles  dans 
les  Comptes  rendus  du  26  février,  est  sous  presse  pour 
être  inséré  dans  les  Comptes  rendus  de  V académie  des 
Sciences  de  Copenhague^  et  il  donne  un  exemple  de  Fap- 
plication  de  ces  théorèmes  (*). 


NOTE  SUR  LES  FRACTIONS  CONTINUES; 

Par  m.  Heemawn  LAURENT, 

Docleur  es  Sciences. 


Introduction. 
Si  nous  désignons  par  cf  (x)  la  valeur  de  la  fraction 

(*)  La  date  de  ce  tableau  montre  que  la  méthode  n'est  pas  accommodée 
à  des  résultats  connus  d'avance.  Je  Tavais  envoyé  à  TAcadémie  des 
Sciences  de  Copenhague  sous  pli  cacheté ,  pour  attendre  la  publication 
promise  par  M.  Chasles,  par  déférence  pour  ce  géomètre  et  aussi  parce 
que  j'avais  profité  de  sa  publication  du  4  septembre.  Cette  discrétion  est 
devenue  superflue  par  la  publication  de  M.  Chasles  du  26  février,  et  le 
billet  étant  décacheté,  la  Suciclc  savante  a  bien  vuulu  faire  imprimer 
mon  petit  tableau. 
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continue  périodique 


X 

I  H 


X 


nous  aurons,  en  supposant  celle  fraction  convergente, 
ou 

(  2  )  «p2  H-  ç  —  a:  =:  o, 

d'où  l'on  tire,  en  ne  prenant  que  la  racine  de  cette  équa- 
tion qui  s'évanouit  avec  Xy 


(3)  ,^.)  =  ^l±Jl±Al. 

Nous  avons  défini  la  fonction  9  par  la  fraction  (1), 
mais  comme  cette  fraction  peut  perdre  sa  convergence 
pour  certaines  valeurs  de  or,  c'est  désormais  à  Talde  de 
l'équation  (3)  que  nous  définirons  la  fonction  ç.  Ce  sera, 
sî  l'on  veut,  la  racine  de  l'équation  (2)  non  développable 
par  la  série  de  Lagrange^  si  nous  désignons  par  —  ^  (^) 
l'autre  racine,  la  formule  de  Lagrange  donnera 


x)]»=[i±4±îij 


* r:ïX4 "^ 

(^-6)(^-7)(A--8)(/-9) 
'' 1.2.3.4.5 "'■^•••' 
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et  Ton  aura  entre  les  fonctions  y  et  ^  les  relations 


(5) 

Les  formules  que  nous  venons  d'établir  nous  seront 
très-utiles  dans  la  suite,  mais  il  faut  en  préciser  le  sens. 
A  cet  effet,  il  suffit  de  rappeler  que  le  radical  yfi-^^x 
doit  toujours  être  pris  positivement  lorsqu'il  est  réel, 
et  en  général  il  ne  s'agira  jamais  que  de  la  valeur  de  ce 
radical  dont  la  partie  réelle  est  positive. 

Définition  de  la  fonction  m„. 

Ceci  posé,  formons  les  réduites  de  la  fraction  (i);  si 
nous  désignons  par  u„  le  dénominateur  de  la  /z  + 1  ré- 
duite, nous  aurons 

«0  =  1, 

a,  =  I  H- a;,  Ma=:i-t-2x, 

«3  =  I  -4-  3x  -f-  ^%  «4  =il  -H  4^  -h  3  J?% 

Wj  zir  I  H-  5  J7  -h  6j:^  h-  X*,       ttg  =  I  4-  6^  -h  lOJ7^  H-  4^^'» 

La  loi  de  formation  est  donnée,  comme  on  sait,  par  la 
formule 

(6)  Un^^=^Un'^Hn^,X, 

en  sorte  que  les  fonctions  i/„  sont  liées  entre  elles  par 

Téquation  aux  différences  (6),  ou,  ce  qui   revient  au 

raème, 

ù'm  +  A«  —  ux  =:  o. 

Expression  générale  de  tt„. 

D'après  la  formule  (6),  pour  trouver  le  coefficient  de 
X'  dans  m„+i,  il  faut  ajouter  au  coefficient  de  x'  dans  «„  le 
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coefficient  de  x'"^  dans  m„_i  ;  les  coefficients  de  x^  sont 
alors  égaux  à  i  dans  toutes  les  fonctions  u  ;  les  coefficients 
de  X*  sont  o,  i,  2,  3,  4v5  ceux  de  x*  sont  d'abord  i, 
puis  I  augmenté  du  second  nombre  naturel,  c'est-à-dire 
le  second  nombre  figuré  du  second  ordre,  puis  le  second 
nombre  figuré  du  second  ordre  augmenté  du  troisième 
nombre  naturel,  c*est-à«-dire  le  troisième  nombre  figuré 
du  second  ordre,  etc.  On  verrait  de  même  que  les  coeffi- 
cients de  X'  sont  les  nombres  figurés  de  l'ordre  1.  On  a 
donc 


(7) 


(n  —  i)(n  —  i) 

I  ,2 

(«-a)(«-3)(«-4)    . 

I  .2.3 

(;,_3)(;>-4)(/,-5)(;i-6) 

+ r:^X4 ■  ■^•••' 


le  développement  devant  être  arrêté  dès  que  l'on  trouve 
un  terme  nul. 

De  r équation  //„  =  o. 

L'équation  «„  ==  o  jouit  de  propriétés  remarquables 
que  nous  allons  d'abord  étudier. 

Si  nous  considérons  la  suite  des  fonctions  u^,  u^, 
Mj,...,  w^,  Téqualion  (6)  nous  montre  que  deux  fonctions 
consécutives  ne  peuvent  s'annuler  à  la  fois  ^  en  effet,  si 
Ton  avait  w„  =  ii„+i  =  o,  on  en  conclurait  u„_i  =  o  et 
ainsi  de  suite  jusqu'à  Uo  =  û,  ce  qui  est  absurde,  puisque 
I/o  est  constant  et  égal  à  i .  On  voit  de  plus  qu'en  suppo- 
sant o:  <^  o,  si  l'une  des  fonctions  «„  passe  par  zéro,  celle 
qui  la  précède  et  celle  qui  la  suit  immédiatement  sont  de 
signes  contraires  5  on  peut  donc  appliquer  aux  fonctions 
«»  la  règle  de  Sturm.  Or  pour  x  =  —  00  les  signes  de  m^, 
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M,,  Mt,.'.?  '^r  sont  respectivement 

H h    -h. hH ...; 

pour  X  voisin  de  zéro,  les  signes  des  fonctions  u  sont  -f; 
de  — ûo  à  o  la  suite  i/o,  Mi,  Uj,...,  i/^  a  donc  perdu 
toutes  ses  variations.  Or,  si  r=4i'-hi  ou  4' -^2,  la 
suite  en  question  avait  21  H-  i  variations  pour  x  = —  00 , 
son  degré  était  215  donc  elle  a  2/,  c'est-à-dire  toutes  ses 
racines  réelles  et  négatives.  Le  cas  où  r  =  4'  -+-  3  et  4' 
se  discute  de  la  même  façon.  Ainsi  on  peut  énoncer  ce 
théorème  remarquable  : 

V équation  i/„  =  o^  obtenue  en  égalant  à  zéro  les  dé- 
nominateurs des  réduites  de  la  jraction  (i),  «  toutes  ses 
racines  réelles  et  négatiues^ 

Ajoutons  à  cela  que  la  fonction  ii„.i  joue  par  rapport 

à  Un  le  même  rôle  que  — V—- ^  par  rapport  à  F  (x)  dans  le 

théorème  de  Rolle.  Ainsi  les  racines  des  équations 

«„_,  =:  O,       Un  =:  O 

se  séparent  mutuellement. 

Fonction  plus  générale  que  w„. 
Considérons  actuellement  la  série  indé6nie 

i  flx)  z=:i-(-nx  -h  ^ ^^ x^ 

Y  ^     '  1.2 

dans  laquelle  n  est  un  nombre  quelconque;  les  premiers 
termes  de  cette  série  représentent  m„  lorsque  n  est  positif 
et  entier. 

La  série  (8)  est  évidemment  convergente  pour  toutes 
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les  valeurs  du  module  de  x  inférieures  à  j\  en  effet,  le 

rapport  d'un  terme  au  précédent  a  pour  expression  gé- 
nérale 

(w  — /). ..(/?>>  2/  — i)  ^.^^  ,  (n  —  i^i),..(n  —  ii-^i)  ^. 

I  .  2  .  3  .  .  .  /  -h  I  '  I  .  5!  .  3  .  .  .  f 


ou 

(n  —  21  —  l)  (/l  —  2z) 


•T^, 


(/i  — /-hi)  (I  ^-I) 

c'est-à-dire  4^  pour  /=:oo.  Nous  supposerons  donc 
ïnod,x<Cij9  et  alors,  pour  trouver  la  valeur  de  la  sé- 
rie (8),  nous  la  comparerons  avec  la  formule  (4).  Si 
Ton  différentie  cette  formule  et  si  l'on  divise  les  deux 
membres  par  /r,  il  vient 

En  faisant 

k  —  3  =  /2     ou     ^  =  /i  -t-  3, 

on  trouve  pour  second  membre  la  série  (8),  et  par  con- 
séquent on  a 

Expression  de  u^  à  Vaide  de  la  fonction  ^  ou  (f. 

Si  dans  la  formule  (8)  on  suppose  n  entier,  on  peut  la 
mettre  sous  la  forme  suivante 

itnn.  Je  Mathémat.y  2*  série,  t.  V.  (Décembre   i866.)         35 
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t;'esl-à-ilire 

r      «  +  4,     .     («+5)(«-h6),     ., 


-*)»-...]. 


.,  (/»  +  6)(/i  +  7)(»i  +  8) 

I  .2.3 

Or,  si  dans  la  formule  {g)  ou  fait 

^  =  —  n  —  I, 
on  trouve 

et  la  formule  (i  i)  devient  alors 

ou,  remplaçant  y*  (x)  par  sa  valeur  tirée  de  (lo), 


—  ^•+'(x)=«.-{-x) 


/i-h3^  «4-1   «te        «4-1 

Tirons  de  celte  équation  la  valeur  de  m„  et  rempla- 
çons 4*  par  sa  valeur  (4),  il  vient 

a  —      ^       £  /i-i-Vi4-4x\'^' 
"       n  -{-Z  dx\  2  / 

\H-\/i4-4^y 


H- 


/ï  4-  I      rfx 
OU  bien  encore 


/i4-3^x\  2  / 

71  4-  I       É?X  \  7.x  ) 
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Si  Ton  effectue  les  différent] ations  indiquées,  orl  trouve^ 
réductions  faites, 

Cette  équation  montre  que  u„  s'^exprime  rationnellement 
à  Taide  de  la  valeur  de  la  fraction  (i)^  de  plus,  on  voit 
que  Un  est  une  fonction  rationnelle  des  racines  de  Téqua- 
tion  (2). 

Résolution  de  i/„  =±=  o. 

La  formule  (12)  a  éré  établie  dans  l'hypothèse 

mod.  X  <^  4) 

mais  elle  est  générale,  car  ses  deux  membres  sont  deux 
polynômes  égaux  pour  des  valeurs  de  x  en  nombre  supé- 
rieur à  leur  degré. 

Celte  formule  (12)  peut  servir  à  la  résolution  de  l'équa- 
tion 

Itn  =  O. 

En  effet,  d'après  la  formule  en  question,  l'équation  pré- 
cédente peut  s'écrire 

mais  comme  nous  avons  multiplié  par  ^i  -+•  4x^  la  racine 
a:  =  —  j  devra  être  rejetée,  et  l'on  aura 

35. 
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a  déaignant  une  racine  de  réquaticm  bindme 

difTërente  de  Puni  té.  On  en  déduit 

, 7—       a  —  I 


4  U-^-'      /  U-+-Ï  "*"  / 


ou 


—  I 


»-  H-  a  • 
a 


c'est-à-dire,  en  remplaçant  a  par  sa  valeur 
cos h  y  —  I  sin 5 


4  cos' 


Discussion  des  racines  de  V équation  u^  =  o. 

L'équation  //„  =  o  est  donc  du  nombre  de  celles  quo 
l'on  peut  résoudre  par  radicaux,  et  en  effet  les  racines 
sont  exprimables  rationnellement  les  unes  à  l'aide  des 
autres. 

La  formule 

—  I 

XZZZ , 

4C0S' 


«  -h  2 


k  laquelle  nous  venons  d'arriver,  est  beaucoup  trop  géné- 
rale-,  ainsi,  pour/i  =  o,  elle  nous  fournit  deux  valeurs 
pour  o:,  tandis  que  w©  =  o  n'admet  pas  de  racines:  cela 
tient  à  Tévanonissement  du  radical  v^iH-  4^7  cependant 


celte  formule  nous  donnera  toutes  les  solutions  do  u„  =  o, 
et  seulement  celles-là   si  Ton  assujettit  Targument  du 

cosinus  à  rester  compris  entre  o  et  —    On  peut  donc 

écrire,  eu  observant  que  le  terme  indépendant  de  x  dans 
Un  est  I, 

«„  —  a*   (  -  -4-  4  tîOS*  ^   1     (  -•  -i-  4  C<>î>'       ^^       ) 

X     --i-4cos^— --     ..  ., 
k  désignant  le  degré  de  la  foucJtion  ii„. 

Relations  entre  les  coejficients  et  les  racines. 

Les  relations  entre  les  coefficients  et  les  racines  de 
Téquatiou  u^  =  o  conduisent  à  des  formules  diverses 
parmi  lesquelles  on  dis  lingue  les  suivantes  : 


/i  =  4  (  cos* 


— h  ces' •  -I- 

2  il  -\-  2, 


4  cos' X  4  ^-os*  — - —  X  .  • .  =  1  ou  un  nombre  fii'uré. 

On  peut  écrire  ces  deux  relations  ainsi  quMlsuil  : 

-=    >    cos' j 

8         -^  //  -4-  2 


n2  cos =:^  I  OU  un  nombre  figuré, 
n  -\-  1  • 


X  TT 
2  cos  — 
/* 

abstraction  faite  dans  la  seconde  formule  des  valeurs  de  A 
qui  pourraient  annuler  le  produit  11. 
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Réduction  de  la  fraction  (i)  en  série, 

Kii  général,  quand  on  veut  transformer  en  série  une 
(raction  continue  de  la  forme 


^-f- 


b,-^ 


b. 


on  a  recours  à  la  formule  d'Euler, 

On  sait  en  outre  que  la  série  précédente  converge  ou 
diverge  on  même  temps  que  la  fraction  dont  elle  est  le 
développement,  et  que  Q„  est  le  dénominateur  de  la  n""" 
réduite  (ainsi  Q,  =  i,). 

Si  nous  supposons 


il  vient  [t;oiV les  équations  (i),  (2)  et  (3)] 

(l3)     Y(x)=r---.— -  + 


Cette  série  sera  convergente  si 


mod.  i  / <^  a  <  ï 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  si 

(i4)  Um.  ipod.  X    -  <^  I . 

Or,  le  produit  m„_i  «„  se  compose  de  n  ou  ^  —  i  facteurs 
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binômes  de  la  forme 

I  -h  4^cos'  — *, 

en  désignant  alors  par  i-^-  ^xcos^tù  celui  de  ces  fac- 
teurs qui  a  le  plus  petit  module,  le  premier  membre  de 
la  formule  (i4)  £iura  un  module  inférieur  à 

mod.  lim. 


I  -h  4^cos'6> 

La  limite  de  cette  expression  est  x  pour  les  valeurs 
positives  de  cette  variable,  en  sorte  que  Ton  peut  en 
conclure  la  convergence  de  la  série  (i3)  pour  j:<^i. 
Mettons  l'expression 


\/\ 


V: 

sous  la  foime 

(i5) 


VVûTv- 


U  dans  cette  formule  désignera  le  produit  de  n  facteurs 

de  la  forme 

I  -+-  4'*^cos'ô, 

0  étant  moindre  que  y  ;  V  contiendra  les  autres  facteurs. 

La  limite  de  l'expression  (i5)  prend  alors  une  valeur 
dont  le  module  est  inférieur  à 


t  désignant  un  arc  compris  entre  o  et  -^  et  w  un  arc  com- 

pris  entre  j  et  -• 

La  discussion  de  cette  formule  permettra  de  recon- 
naître dans  les  difTércnls  cas  la  convergence  de  la  se- 
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rie  (i3)  et  par  suite  de  la  fraction  cou tioue  lorsque  x  ne 
sera  pas  positif. 

Nous  pouvons  ainsi  écrire,  au  lieu  de  (i3;. 


— 1-1-  v^i  -f-4 


X       .r 


rî 


-4- 


2  I         I  H- x        (i  4- jt)  (i  H- 2ar) 

lie 9 

formule  dans  laquelle  on  peut  aussi  remplacer 
par 

X 

l        (  -  -+-  4cos'  — ^^ —  I  (  -  -+-  icos»  — ^  ) 

I   X   (--h4cOS'-?;^)    (i4-4cOS^  -—^V" 

I  \-^  /H- 2/   \Jf        ^  «4-1/ 

Si  Ton  pose  alors 


I 

X 


\\  vient 


z  H-  I 


-+- 


(2-1-4^05^— —|  (z-f-4cOS*  ^1  ... 

et  cette  formule  aura  lieu  pour  toutes  les  valeurs  positives 
de  z\  et  en  général  pour  toutes  les  valeurs  de  z  pour  les- 
quelles le  second  membre  sera  convergent. 
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SDR  IIN  CERTAIN  LIEU  GÉOMÉTRIQUE; 

Par  m.  pain  vin. 


1 .  Dans  ravant-dernier  numéro  des  Nouv^elles  Annales 
(année  1866,  p.  444)^  M.  Le  Besgue  a  repris,  par  une 
autre  méthode,  la  question  que  j'avais  traitée  p.  481, 
année  i864}  savoir  :  la  détermination  du  lieu  des  foyers 
des  sections  centrales,  dans  une  surface  du  second  ordre. 
M.  Le  Besgue  arrive  à  une  équation  qui  diflere  de  celle 
que  j*ai  trouvée  par  le  double  signe  du  second  membre, 
et  il  termine  (p.  449»  1866)  en  se  demandant  s'il  faut 
toujours  prendre  le  signe  supérieur. 

Le  principe  qui  a  servi  de  point  de  départ  à  mon  ana- 
lyse (p.  481,  année  1864)  déterminant  tous  les  foyers,  le 
calcul  se  développant  naturellement  sans  introduire  ni 
supprimer  de  solution,  je  dois  en  conclure  à  priori  que 
l'équation  du  lieu  cherché  ne  peut  pas  renfermer  de  dou- 
ble signe.  Mais  il  est  bon  de  rechercher  la  cause  de  la  di- 
vergence signalée. 

Si  nous  nous  arrêtons  au  premier  alinéa  de  la  page  446 
(année  1866),  nous  conclurons  avec  M.  Le  Besgue  que 
les  foyers  de  la  section  faite  parle  plan 

mx  -+-  71/  -f-  /?z  =  0 

sont  déterminés  par  les  trois  équations 

(I)  mx  -h  njr  -h  fjz  =1  o, 

( II  )  ma  ya  H-  n^zx  -h  p'^xy  =j::  o, 

(1,1)  .r^^y.^.^=±^-^^. 
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Regardant  pour  un  instant  m^  /i,  p  comme  des  quan- 
tités connues,  nous  voyons  d'abord  que  le  plan  (I)  coupe 
le  cône  (II)  suivant  deux  droites  rectangulaires  qui  sont 
les  axes  delà  section;  chacune  de  ces  droites  rencontre  en 
deux  points  chacune  des  deux  sphères  représentées  par 
Féquation  (III).  Ainsi,  en  déterminant  les  foyers  à  Taide 
des  équations  précédentes,  on  arrive  à  cette  conclusion 
inadmissible  que  la  section  faite  par  le  plan  considéré 
possède  huit  foyers.  Recherchons  donc  d'une  manière 
plus  précise  la  véritable  signification  de  ce  groupe  (Iné- 
quations. 

Rappelons-nous  que  le  carré  de  la  distance  d*un  foyer 
au  centre  est  égal  au  carré  du  demi-axe  sur  lequel  se 
trouve  ce  foyer,  moins  le  carré  de  Tautre  demi-axe  (il 
s'agît  toujours  de  la  valeur  algébrique  des  carrés  des 
axes);  cette  différence,  prise  en  sens  contraire,  donne 
le  carré  de  la  distance  du  foyer  situé  sur  l'autre  axe. 
Or,  si  nous  considérons  une  des  droites  définies  par  les 
équations  (I)  et  (II),  cette  droite  rencontre  les  sphè- 
res (III)  en  quatre  points;  deux  de  ces  points  sont  les 
foyers  situés  sur  l'axe  considéré;  les  deux  autres  points 
d'intersection  ne  sont  pas  des  foyers,  mais  leur  distance 
(réelle  ou  imaginaire)  au  centre  est  égale  à  la  distance  à 
ce  même  centre  des  foyers  situés  sur  Vautre  axe  de  la 
section.  Cette  ambiguïté  que  présentent  les  équations  (I), 
(II),  (III)  persiste  jusqu'à  la  fin  du  calcul,  p.  44^9  447? 
448  ;  et  l'équation  (a),  p.  448,  à  laquelle  M.  Le  Besgue  se 
trouve  conduit,  résout  celte  double  question  : 

1°  Trouver  le  lieu  des  foyers  des  sections  centrales. 

2"  Sur  un  des  axes  de  la  section  on  prend  un  point  à 
une  distance  du  centre  égale  à  celle  du  foyer  qui  se 
trouve  sur  Vautre  axe  :  trouver  le  lieu  de  ces  points. 

La  méthode  indiquée  à  la  page  444  présente  donc  le 
grave  inconvénient  de  mêler  ces  deux  questions.  Peut-on 
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faire  disparailre  celte  ambiguïté  sans  détruire  rélëganle 
analyse  de  M.  Le  Besgue  ?  C'est  un  point  que  je  n'ai  pas 
examiné.  D'ailleurs,  on  vérifie  très-aisément  que  les 
coordonnées  des  foyers  des  sections  passant  par  les  axes 
de  la  surface  ne  satisfont  pas  à  Téquation  (a),  p.  44^ 9 
lorsqu'on  prend  le  signe  —  dans  le  second  membre. 

2.  Je  ferai  des  mêmes  remarques  sur  la  question  de  la 
page  161,  année  i865.  M.  Le  Besgue  termine  cet  article 
en  disant  :  «  Il  serait  bon  d'examiner  si  la  définition  du 

foyer  (un  cercle  de  rayon  nul )  peut  donner  les  deux 

signes.  » 

Je  répondrai  à  cela  que,  dans  la  question  posée,  le 
double  signe  ne  doit  pas  exister. 

Reprenons,  en  effet,  les  deux  relations 


2(Ccos0  — B)f  — (A  — C)=±\/(A— C)'sin^ô  +  [(A-f-C)cosÔ  — 2BJS 

,,i  _  A  -f-C  —  2BcosQ±  v/("A  — Cl'^sin^Q  -4-  [(A  -h  C'  cosQ—  2B]^ 

2(AC  — B»)  ' 

qui  se  trouvent,  la  première  au  haut  de  la  page  162, 
année  i865,  la  deuxième  au  haut  de  la  page  i63. 

Je  remarque  d'abord  que  les  signes  -h  et  —  doivent  se 
correspondre  dans  ces  deux  égalités;  on  le  constate  en 
cherchant  la  longueur  de  l'axe  correspondant  à  une  des 
valeurs  de  /.  Or,  le  carré  de  la  distance  d'un  foyer  au 
t:entre  est  égal  au  carré  du  demi -axe  sur  lequel  se  trouve 
ce  foyer,  moins  le  carré  de  l'autre  demi-axe.  Donc,  si  le 
foyer  considéré  se  trouve  sur  l'axe  dont  la  direction  t 
correspond  au  signe  +  du  radical,  le  carré  de  sa  distance 
au  centre  contiendra  également  ce  radical  avec  le 
signe  4-  ;  la  même  conclusion  a  lieu  pour  le  signe  — . 
Il  résulte  de  là  que  l'équation  (7),  p.  i63,  obtenue  par 
M.  Le  Besgue,  ne  doit  pas  présenter  un  double  signe. 
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CONCOURS  GÉNÉRAI  (1866). 

MATHÉMATIQUES    ÉLÉMENTAIRES. 

Solution  par  M.  DF  GROSSOUVRES, 
Élève  du  collège  Staniilas  (claue  de  M.  Proahet). 


Étant  donné  un  losange  ABCD  dans  lequel  la  dia- 
gonale BD  est  égale  à  chaque  côté,  on  mène  par  le 
sommet  C  une  droite  PQ  qui  rencontre  en  V  et  Q^  res- 
pectii^ement  les  côtés  AB  et  AD,-  on  mène  enfin  les 
droites  PD  et  QB  qui  se  coupent  au  point  M.  Cela  posé, 
on  demande  de  trousser  le  lieu  du  point  M  quand  la 
droite  PQ  tourne  autour  du  sommet  C. 

Je  prends  le  point  G  symétrique  du  point  Q  par  rap- 
port à  AC  ;  les  deux  droites  PQ,  CG,  symétriques  par 


rapport  a  Taxe  AC,  sont  également  inclinées  sur  cet  axe  ; 
par  conséquent  la  droite  CE  perpendiculaire  sur  Taxe 
(îst  bissectrice  de  l'angle  PCG  formé  par  ces  deux 
droites,  et  puisque  CA  est  perpendiculaire  sur  CE,  le 
point  A   est  Je  coiijugué  harmonique  du  point  E,  j)ar 
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rapport  au  sèment  PG;  donc  le  faisceau  qui  a  pour  som- 
niet  le  point  D  et  dont  les  rayons  passent  par  les 
points  A^  P,  Ë>  G  est  un  faisceau  harmonique.  Or  DE,  dia- 
gonale du  losange  BDCE,  est  perpendiculaire  sur  Tautre 
diagonale  BC,  et  par  suite  sur  la  droite  AD  qui  lui  est 
parallèle.  Les  deux  rayons  DA,  DE,  conjugues  harmo- 
niques par  rapport  aux  rayons  DP,  DG,  étant  perpendi- 
culaires l'un  sur  l'autre,  il  résulte  d'un  théorème  connu 
que  la  droite  DE  est  bissectrice  de  Tangle  PDG,  et 
comme  en  outre  cette  droite  DE  est  la  bissectrice  de 
l'angle  BDC,  il  s'ensuit  que  les  angles  BDP»  CDG  sont 
égaux.  Les  deux  droites  CD,  DG  étant  respectivement 
symétriques  des  droites  CE,  BQ  par  rapport  à  Taxe  AC, 
les  angles  CDG,  CBQ  formés  par  ces  droites  sont  égaux, 
et  comme  les  angles  CDG,  BDP  sont  égaux,  il  en  ré&ulte 
que  les  angles  CBQ,  BDP  sont  égaux^  donc,  dans  le  trian- 
gle MDB,  la  somme  des  angles  MBD,  MDB  est  égale 
k  la  somme  des  angles  MBD,  MBC,  c'est-à-dire  à  l'an- 
gle CBD,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  à  l'angle  BAD, 
puisque  les  triangles  ADB,  CBD  sont  équilaléraux^  donc 
l'angle  BMD,  qui  est  le  supplément  de  la  somme  des  an- 
gles MBD,  MDB,  est  le  supplément  de  l'angle  BAD  -,  par 
conséquent  le  quadrilatère  A6  M  D  est  inseriptible* 

Donc  le  lieu  géométtiiiue  du  point  M  est  le  cercle  eir* 
conscrit  ait  triangle  ABD, 

N.  B.  —  On  nous  dit,  mais  nous  aYOns  p<iine  h  ]e  croire,  que  cette 
copie  a  été  écartée  par  une  fin  de  non^recevoir,  comme  ne  s'appuyant  pas 
sur  une  méthode  classique.  Cela  nous  surprend  d'autant  plus  quM  y  a 
nombre  d'années  que  tous  les  professeurs  enseignent  les  propriétés  de  la 
division  harmonique  et  des  faisceaux  harmoniques,  en  sorte  qu'il  y  a  bien 
peu  d'élèves  qui  ne  les  connaissent.  Écavterait-on  une  copier oùTl'on  s'ap- 
puierait sur  la  théorie  d«s  tràns^rersale»?  CependafU  il  n'y  a  rien  de  plus 
classique,  quoique  les  programmes  n'en  parlent  pas. 

En  i85i,  une  Commission  où  entraient  plusieurs  Membres  de  l'Institut^ 
et  entre  autres  l'illustre  Caychy,  avait  à  juger  les  compositions  du  con- 
cours général  en  Mathématiques  sj^éciales^  L^une  de  ces  compositions. 
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celle  de  M.  Camille  de  Polignac,  s'appuyait  sur  des  méthodes  qui  n'é- 
taient certainement  pas  classiques,  puisqu'elles  n'avaieiit  encore  été  expo- 
sées dans  aucun  ouTrage  ex  professo.  Les  juges  du  concours  ayouéreot 
d'une  commune  voix  qu'ils  n'y  comprenaient  rien,  mais  ils  ne  Toulnrent 
pas  que  leur  ignorance  nuislf  à  un  candidat  qui  paraissait  sérieux.  Ils 
firent  Tenir  parmi  eux  l'auteur  de  ces  méthodes  et,  sur  son  rapport,  M.  de 
Polignac  eut  le  second  prix.  Je  rapporte  le  fait  parce  qu'il  est  curieux, 
sans  vouloir  d'ailleurs  établir  de  comparaison  entre  la  Commission  de  f  85i 
et  celle  de  1 866,  dont  tous  les  membres,  je  le  suppose,  connaissent  les  pro- 
priétés des  faisceaux  harmoniques.  P. 


NOTE  SUR  UNE  PROPRIÉTÉ  DES  SECTIONS  CONIQUES; 


Par   m.    Ar.    VIANT, 

Au  Prytanée  militaire. 


Trois  droites  A  A',  BB',  CC,  issues  des  trois  sommets 
d'un  triangle  ABC,  se  coupent  en  un  même  point  Ql\ 
une  conique  passant  par  les  pieds  A\  B',  C  de  ces  droites 
coupe  les  côtés  en  trois  autres  points  A"^  Bf\  C\  qui^ 
joints  aux  sommets  opposés ^  donnent  un  noui^eau  fais- 
ceau de  droites  concourantes  en  un  même  point  Cy». 

La  proposition  est  facile  à  établir  dans  le  cas  du  cercle. 
Par  une  projection  conique  on  l'étend  ensuite  au  cas  d'une 
conique  quelconque. 

Par  hypothèse, 


CB'.AC 

.BC"~ 

1. 

Par 

construction,  on  a 

AB' 
KG 

AC       CA' 
"~AB"'      CSf' 

CB" 

"CA"' 

BC' 
BA' 

BA" 
"BC"' 

donc 

AC'.CB". 

BA" 

AB'.CA" 

.BC"~ 

»; 
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par  conséquent,  les  droites  AA'',  BB'',  CC"  se  coupent  au 
même  point  (*). 

En  transformant  par  les  polaires  réciproques ,  on  obtient 
renoncé  suivant  : 

Trois  droites  issues  des  sommets  d^un  triangle  vont 
couper  les  côtés  opposés  en  trois  points  en  ligne  droite; 
on  leur  inscrit  une  conique  à  laquelle  on  mène  des  som- 
mets du  triangle  trois  nouvelles  tangentes.  On  forme 
ainsi  un  nouveau  faisceau  de  lignes  coupant  les  côtés 
opposés  du  triangle  en  ligne  droite. 


THÉ  ARÈNE  SUR  LES  GANIOIIES; 
Par  mm.  Max  CORNU  et  £.  MORANGE. 


On  sait  que  lorsque  trois  coniques  S,  &',  S''  ont  deux 
points  communs  A  et  B,  les  trois  droites  qui  joignent  les 
autres  points  d'intersection  de  ces  courbes  deux  à  deux 
concourent  en  un  même  point  P.  Je  dis  qu'il  existe  une 
conique  passant  par  les  deux  points  A  et  B,  tangente  en 
chacun  de  ces  points  aux  deux  droites  PA  et  PB,  et  cou- 
pant une  quelconque  S  des  coniques  en  ses  points  d'inter- 
section, avec  la  polaire  de  P  par  rapport  à  S. 

Je  prends  le  triangle  PAB  pour  triangle  de  référence. 


(*)  La  proposition  énoncée  se  déduit  immédiatement  du  théorème  de 
Carnot,  quelle  que  soit  la  conique  considérée.  Car,  d'après  ce  théorème^ 
on  a,  pour  toute  courbe  du  second  degré, 

AC*^CB^BA^^  _  AB^CA^BC^ 
AB" . CA" .  BC  ■"  CB'.  AC.  BA'* 
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Les  équations  des  trois  coniques  seront  de  la  forme 

(S)  YZh-X(/X-»-  /7i  Y-f-  /iZ)=o, 

(S')  YZ  -f-X(/X  -4-  /w'  Y  -f-  /•/  Z)  =  o, 

(S")  YZ-l-X(/X-f-/w"Y-4-/i'='Z)  =  o. 

L'équation  d'une  conique  tangente  h  PA  en  A,  à  PBenB, 

est 

YZ-4->X»  =  o. 

Cherchons  la  seconde  corde  commune  a  cette  courbe  et  à 
la  conique  S  :  elle  aura  pour  équation 

(/  — X)X-h/wY-4-/lZ=:o. 

L'équation  de  la  polaire  de  P  par  rapport  à  la  conique  S 
est 

a/X-f-wY -h/fZasro* 

On  voit  qu'on  peut  choisir  ï,  de  manière  à  identifier  les 
équations  de  ces  deux  droites  •,  il  sufBt  de  prendre  1 =— /. 
Le  théorème  se  trouve  donc  établi. 


BieilOGRAPHIE. 


XXII. 

Resal  (H.),  Ingénieur  au  corps  impérial  des  Mines.  — 
Traité  élémentaire  de  Mécanique  céleste,  i  roi.  iii-8 
de  xvk-464  pages  et  i  planche.  Paris,  i865  ;  Gauthier- 
Villars,  éditeur.  —  Prix  :  8  francs. 

M.  Resal  s'est  proposé^  dans  cet  Ouvrage,  de  présenter  les 
principes  de  rAstronoiuîe  mathématique  sous  une  forme  assez 
simple  pour  les  faire  entrer  dans  le  cadre  de  renseignement 
supérieur.  Il  a  écrit  ainsi  une  élégante  introduction  à  la  Mé- 
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canîquë  céleste/  et  il  a  rendu  un  véritable  service  aux  jeune^ 
gens  qui  sortent  chaque  année  de  l'École  Polytechnique  ou  de 
nos  Facultés  avec  une  forte  instruction  et  avec  le  goût  du  tra* 
vail. 

Trois  problèmes  fondamentaux  forment ,  comme  on  sait, 
l*objetde  la  Mécanique  céleste  :  ce  sont  les  perturbations  pla- 
nétaires>  la  figure  des  corps  célestes  et  les  oscillations  des 
fluides  qui  les  recouvrent,  la  rotation  de  ces  corps  autour  de 
leurs  centres  de  gravité.  De  ces  trois  problèmes,  le  second  est 
celui  que  M»  Resal  a  traité  avec  le  plus  de  développements,  et, 
à  notre  avis,  avec  le  plus  de  succès.  La  convergence  des  séries 
de  fonctions  sphériques  qui  expriment  l'attraction  d*un  sphé- 
roïde sur  un  point,  et  la  détermination  de  la  forme  de  ces  fonc- 
tions; Tellipsoîde  à  trois  axes  inégaux  de  Jaeobi,  et  la  discus- 
sion relative  aux  conditions  de  possibilité  de  cet  ellipsoïde;  le 
théorème  de  M.  Liouville  sur  la  stabilité  de  Téquilibre  d'une 
masse  fluide  animée  d'un  mouvement  de  rotation,  et  Tapplica- 
tion  de  ce  théorème  à  la  stabilité  de  l'équilibre  des  mers  ;  enfin 
les  propriétés  des  lignes  géodésiques  tracées  sur  la  surface  d'un 
sphéroïde  :  tels  sont  les  points  qui  ont  principalement  attiré 
notre  attention.  Il  nous  est  impossible  d'indiquer  ici  les  mé- 
thodes souvent  originales  et  toujours  bien  choisies  que  l'Auteur 
a  employées  pour  traiter  ces  différentes  questions.  Nous  nous 
bornerons  à  le  féliciter  de  l'excellente  habitude  qu'il  a  prise 
d'illustrer  en  quelque  sorte  les  résultats  de  l'analyse  par  des 
considérations  empruntées  à  la  Géométrie  et  à  la  Cinématique. 
L'Auteur  a  complété  la  théorie  de  la  figure  de  la  Terre  par  deux 
Chapitres  intéressants,  l'un  sur  la  chaleur  centrale  de  notre 
globe,  l'autre  sur  l'équilibre  d'élasticité  d'une  croûte  planétaire. 
Ces  deux  Chapitres  constituent  la  partie  mathématique  de  la 
Géologie,  et  c'est  une  heureuse  idée  que  de  les  avoir  introduits 
dans  un  Cours  de  Mécanique  céleste. 

Nous  féliciterons  encore  M.  Resal  d'avoir  analysé  et  coor- 
donné les  beaux  travaux  de  M.  Roche  sur  les  atmosphères  des 
corps  célestes  en  général  et  sur  celles  des  comètes  en  particu- 
lier. C'est  une  question  que  les   recherches  entreprises   par 
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M.  Fayc,  à  propos  de  la  comète  de  Donatl,  ont  mi^e  à  rendre 
di]  jour,  LVxislence  d'une  force  répulsive  émanée  du  Soleil  K 
a|;is8ant  sur  la  matière  extrêmement  divisée  en  raison  inverse 
de  sa  densité  paraît  aujourd'hui  hors  de  contestation,  et 
M.  Roche  a  fait  voir  qu'en  joignant  cette  force  hypothétique  à 
la  gravitation,  Ton  rend  parfaitement  compte  des  queues  et 
des  aigrettes.  Les  figures  géométriques  résultant  de  la  théorie 
peuvent  être  considérées  comme  les  esquisses  des  formes  obser- 
vées. A  la  vérité,  M.  Roche  n'a  cx>nsidéré  les  atmosphères  qu'en 
équilibre,  tandis  qu'elles  sont  continuellement  en  mouvemeDt; 
il  a  supposé  (à  peu  près  comme  l'avait  fait  Newton  dans  s:i 
théorie  des  marées)  <|ue  l'atmosphère  d'une  comète  prend  à 
chaque  instant  la  figui^  t|u'elle  aurait  si  le  noyau  était  immo- 
bile, tandis  quVn  réalité  cette  atmosphère  tend  continuellement 
vers  une  figure  d'équilibre  qui  varie  sans  cesse  et  que  par  con- 
séquent elle  n'atteint  jamais;  il  n'a  donné  que  la  théorie  sta- 
ti()ue  des  phénomènes.  Mais  une  théorie  dynamique  soulèverait 
peut-être  des  difficultés  d'analyse  insurmontables,  et,  en  tous 
cas,  n'aurait  d'intérêt  qu'autant  que  les  observations  acquer- 
raient assez  de  précision  ponr  qu'on  pût  les  conïparer  anx  ré- 
sultats du  calcul,  non  pas  en  gros,  mais  en  détail  :  nous  n'en 
sommes  pas  là. 

On  voit  que  le  livre  de  M.  Resal  n'est  pas  seulement  une  In- 
troduction au  grand  ouvrage  de  I.aplace,  mais  qu'il  en  est  sur 
plusieurs  points  l'utile  complément.  Toutefois,  nous  ne  pouvons 
nous  dispenser  de  faire  observer  à  l'Auteur  que  les  différentes 
parties  de  son  livre  manquent  un  peu  de  proportion,  et  que  le 
Chapitre  consacré  aux  perturbations  planétaires  n'est  peut-être 
pas  suffisant,  même  |X)ur  un  Cours  élémentaire.  Sans  doute  l.i 
méthode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires,  la  réduction 
en  série  de  la  fonction  perturbatrice,  la  théorie  des  variations 
séculaires  des  éléments  elliptiques  des  planètes  sont  présentées 
avec  autant  d'élégance  que  de  simplicité,  et  l'Auteur  a  complété 
heureusement  ce  Chapitre  par  une  Note  intéressante  sur  le  beau 
théorème  d'Hamillon  et  de  Jacoljï.  Mais  il  ne  nous  paraît  pas 
permis,  même  dans  un  Cours  élémentaire, de  passer  entièrement 
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sous  silence  les  inégalités  séculaires  et  les  principales  inégalités 
périodiques  de  la  Lune,  la  libration  des  trois  premiers  satellites 
de  Jupiter,  la  grande  inégalité  de  Vénus,  la  découverte  de  Nep- 
tune par  les  perturbations  d^Uranus,  les  travaux  de  M.  Le 
Verrier  sur  Mars  et  sur  Mercure.  Ce  sont  des  lacunes  que 
M.  Hesal,  nous  Tespérons,  fera  disparaître  dans  une  seconde 
édition.  S'il  craignait  de  trop  grossir  son  volume,  nous  l'enga- 
gerions plutôt  à  sacrifier  tout  ce  qui  concerne  le  mouvement 
elliptique  et  l'attraction  des  ellipsoïdes.  Le  lecteur  qui  aborde 
un  livre  comme  celui-ci  doit  être  familiarisé  d'avance  avec 
toutes  les  théories  qui  sVnseignent  dans  les  Cours  ordinaires  de 
Mécanique  rationnelle.  Ch.  Simon. 


REGTIFIGATIOKS. 


M.  Ferdinand  Roux,  élève  du  lycée  de  Nimes  (classe 
de  M.  Durrande),  nous  avertit  que  le  théorème  qui  fait 
l'objet  de  la  question  741  (a*  série,  t.  VI,  p.  429)  est  faux. 
On  le  prouve  aisément  à  l'aide  d'un  cas  particulier. 

Il  s'est  glissé  une  erreur  dans  la  question  781,  p.  480. 
L'énoncé  a  été  rectifié  par  M.  Laisant,  dont  la  solution 
paraîtra  dans  le  prochain  numéro. 

La  démonstration  de  la  série  dç  Taylor,  donnée  au 
tome  II  de  la  2*  série,  p.  19,  doit  être  entièrement  rejetée, 
l'auteur  raisonnant  comme  si  la  quantité  désignée  par  B 
était  une  constante,  tandis  qu^elle  dépend  à  la  fois  de  h 
et  de  X. 
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ERRATA. 


TOME  V  (2«   SÉRIE). 

Page  177,  ligne  23,  au  lieu  de  homofocale,  lisez  homofocaux. 

Page  2^4)  ligne  22,  au  lieu  de  la  somme  des  carrés,  lises  la  somme  des 

inverses  des  carrés. 
Page  252,  ajoutez  à  la  fin  de  la  note  ou  zéro. 

Page  253,  ligne  9  en  remontant,  au  heu  de  (wi,-*-. . .),  Usez  (m* -h. . .). 
Page  253,  ligne  6  en  remontant,  au  lieu  de  («»-!-. . .),  Uses  (n*-^, . .). 
Page  a56,  ligne  12,  au  lieu  de  v",  lises  v\ 

Page  258,  ligne  5,  au  lieu  de""' ^'^''^''\  lises  îîiîI^ZlL). 

Page  269,  ligne  -7,  au  lieu  Je  </,  =  1,  lises  rfj  =0. 

Page  290,  ligne  0,  au  lieu  de  qui,  lises  que. 

Page  292,  ligne  5,  au  lieu  de  le  dernier,  lises  {C      6,  Z^  Z,). 

Page  292,  ligne  6  en  remontant,  au  lieu  de  n»  12,  lisez  n^  ÎO. 

Page  297,  dans  la  note,  au  lieu  de  n^  20,  lisez  n^  18. 

Page  362,  ligne  11,  au  lieu  de  Tubrun,  lises  Aubrun. 

Page  527,  ligne  23,  au  lieu  de  derniers,  Uscb  premiers. 
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QUESTIONS  NON  RÉSOLUES 

Dans  les  cinq  derniers  volumes  de  la  première  série 
et  dans  les  cinq  premiers  de  la  deuxième. 


TOME  XVI,  1"  série. 

TOME  I«^,  2*  série. 

N«» 

Page». 

Noi 

Pages. 

360 

58 

604,  606  et  607 

29 

383  et  385 

180 

6i5  et  617 

i55 

399  et  400 

390 

63 1 

383 

TOME  XVII. 

TOME  II. 

414  et  424 

3i 

643 

9i 

434,  437,  439  et  441 

186 

662 

336 

444  et  445 

262 

666 

371 

447  et  448 

358 

673  et  675 

479 

454 

434 

683 

55o 

TOME  XVIII. 

TOME  III. 

473  et  475 

170 

693 
701,  7o3  et  705 
711-11  et  III 

«39 
'76 
442 

480  et  483 
487  et  489 

a66 
357 

495  et  496 

443 

TOME  XIX. 

TOME  IV. 

5o5  et  5o6;  5ji  à  5i3 

44 

718 

721 

724 
729  à  732 
744,  745  et  748 

48 

86 

5a5  et  626 

234 

,41 
142 
428 

628  et  529 
536,  538  et  539 
541 

247 
3o6 
36i 

546,  547,  549  et  552 

404 

TOME  V. 

554 

464 

75i 

48 

TOME  XX. 

758  et  759 

«9» 

559 

55 

760  et  761 

240 

573 

112 

762,  763  et  765 

336 

578,  585  et  589 

i4o 

767  à   774 

382 

592  et  593 

216 

778  à  787 

479 

598 

399 

788  à  790 

528 
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